Hatareloszlastételek és korlatlanul oszthaté eloszlasok. 1. rész

Az alapvetd problémdk megfogalmazdsa.

A valészinliségszamitas egyik alapveto feladata a kovetkezd kérdés vizsgalata:

n
Legyen &1, &, ... fiiggetlen valdszintliségi véaltozok sorozata, és legyen S, = > &,
k=1
n=1,2,..., a beloliik készitett részletosszegek sorozata. Tekintsiik az S T An pnormadlt

részletoszegeket alkalmas normaléssal. Mikor viselkedik ezeknek a normalt %sszegeknek
az eloszlasa kiillonb6z6 nagy n szamokra hasonldéan, azaz mikor van ezeknek a normalt
részletosszegeknek hatareloszldsa, ha n — oco? Hogyan érdemes az A, és B, normald
konstansokat véalasztani? Milyen eloszlasok jelenhetnek meg hatareloszlasként?

Ugyanez a kérdéssorozat természetes modon felmeriil, ha &;,&s,... fliggetlen és
egyforma eloszldsiu valdszintiségi valtozok sorozata. A kérdés egy kovetkezo természetes
modositasa a kovetkezo szériasorozatokrél szl kérdés. Eldszor vezessiik be a kovetkezo
fogalmat:

Szériasorozatok definicidja.

§1,15- -5 81m,
IRERRRRY RN
k — oo, szériasorozat, ha az egy sorban levd &1 ..., &k n, valdsziniségi vdltozok figget-

lenek. (A kiilonbozd sorokban levd valdsziniiségi vdltozok kapcsolatdardl nem tételeziink
fel semmit.)

ng
Legyen Si, = > & j, ahol &5, 1 < j < nyg, k = 1,2,... szériasorozat. Milyen

j=1
hatareloszlastételt teljesithetnek az S,, vagy S,, — A,, (normalizélt) részletosszegek? Mi
a lehetséges hatareloszlas, ha az egy sorban szerepld valdsziniiségi valtozok nemcsak

fiiggetlenek, hanem azonos eloszlasuak is?

A kovetkez6 kapcsolat van fliggetlen valdszintiségi valtozok illetve szériasorozatok
részletosszegeinek vizsgalata kozott. Legyen &1,&s,..., fiiggetlen (esetleg egyforma
eloszlasi) valészintiségi valtozok sorozata. Definidljuk a & ; = g—i, 1 < j <k, széria-
sorozatot, k = 1,2,.... (Itt a By konstans megegyezik a részletosszegek normaldsaban
szereplé By, normalé faktorral, és ny = k.) Ezzel a valasztassal fliggetlen val6szintiségi
valtozok részletosszegeinek vizsgdlata gy is tekinthetd, mint specidlis szériasorozatok
részletosszegeinek vizsgalata.

A hatéareloszlastételek vizsgalataban bizonyos trivialisan érdektelen eseteket ki aka-
runk zarni. Ilyen eset a példdul a kovetkez6. Legyen & = &, és & =0, ha k > 2. Ekkor
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Sn =&, és % — &, han — oo Altalénosabban, azt a lehetoséget akarjuk kizarni,
hogy az S,, részletosszeg egyetlen tagja dominans szerepet jatsszon a hatareloszlasban.
Ennek érdekében vezessiik be a kovetkezd egyenlo kicsiség fogalmat.

Definicid. Legyen &1,&s, ..., figgetlen valosziniségi vdltozok sorozata, amelyek részlet-
osszegeinek normaldsaban B, a normdldsi faktor. Azt mondjuk, hogy ez a sorozat tel-
jesiti az egyenletes kicsiség feltételét, ha minden € > 0-ra

sup P(|¢;| >eB,) <e, han>ng(e).
1<j<n

A&, 1 < 5 < ny szériasorozat akkor teljesiti az eqyenletes kicsiség feltételét, ha
minden £ > 0-hoz létezik ko = ko(e) kiszobindex gy, hogy

sup P(|&kj| >¢€) <e, hak > ko(e)
1<j<ng

minden € > 0-ra.

A tovéabbiakban a hatareloszldstételt az egyenletes kicsiséget teljesité sorozatok
vagy szériasorozatok részletosszegeire vizsgaljuk. Megfogalmazzuk a korabbiakban mar
szerepelt klasszikus eredményeket.

Centralis hatareloszlastétel.

a.) Fliggetlen valdsziniiségi vdltozok részletdsszegeire: Legyen &1,&a, . . ., flggetlen vald-

n
szinfiségi valtozok sorozata, E§; = 0, ESJQ = 0'J2~, j=12...,D?=% 0J2-, és teljesitse
Jj=1
ez a sorozat a kovetkezd Lindeberg feltételt:

B
Jim 5 > EEI(¢] > eDy) =0
n jZl

minden € > 0-ra. Ekkor az S,, =

§; valdszindiségi vdltozok részletosszegekre Sn
n

D
7j=1
eloszlasban konvergdl a standard normdlis eloszldshoz.

b.) Szériasorozatok részletoszegeire: Legyen &, 1 < j < ny, szériasorozat, k =

n
1,2,..., B¢ ; = 0, E&,%’j = Uli,j’ 1 <k<ng k=12,..., S = > &, Legyen
j=1

n
> Efz’j =1, és teljestljon a kovetkezd Lindeberg feltétel:
j=1

ny

. 2 . .
kILIEOZ;Eg’fJI(K"’J‘ >¢e)=0 mindene>0—ra.
]:

Ekkor az Sy valdsziniiségi vdltozok eloszldsban konvergdlnak a standard normdlis elosz-
lashoz.



Megjegyzés: A Lindeberg feltételbol kovetkezik az egyenletes kicsiség feltétele.

Poisson eloszlashoz val6é hatareloszlastétel. Legyen

51,1 s 751,711

€k71 s 7€k,nk

szériasorozat, amely teljesiti a kovetkezd feltételeket:

1.) A & valoszindiségi vdltozok nem negativ egész értékeket vesznek fel.

2) P(gk,j = 1) = )\k,j; khrgo Zl /\k,j =A>0.
j:

—

ny
3.) sup Ap,; — 0, hak— o0, és > P(&k; >2) — 0, ha k — oc.

1<j<ny, j=1

ng
Ekkor az Sy, = ) &,j valdszindiségi vdltozok eloszldsban konvergdlnak a A paramé-

Jj=1
terd Poisson eloszlashoz, ha k — oc.

Egy kiegészitésben megadjuk a fenti tétel bizonyitasat.

Az els6 targyalando kérdés

Tekintsiik el6szor a kovetkezd kérdést: Legyen &y 1, . . ., &k n, Olyan szériasorozat, amely-

ben az egy sorban szereplo valdszintiségi valtozok nemcsak fliggetlenek, hanem egyforma
ng

eloszlasiak is. Tegyiik fel, hogy az Sy = ) & ; részletosszegek Si — Ay normalizéltjai
j=1

eloszlasban konvergalnak valamilyen F' eloszlasi valdszintiségi valtozohoz. Milyen F

eloszlas jelenhet meg, mint hatareloszlas? Az alabbi heurisztikus gondolatmenet célja

megindokolni a korlatlanul oszthato eloszlasok definidlasat, mint a lehetséges hatarelosz-

lasok csaladjanak a természetes jeloltjét.

A &ka, ... &k n, sorozatot osszuk fel L darab egyforma hosszisagi blokkra. (Egy
k-tél nem fliggé L szamot tekintiink. Az, hogy ni nem feltétleniil oszthaté az L
szammal, nem okoz sulyos problémat. Példaul felhasznalhatjuk azt, hogy az egyenletes
kicsiség feltétele miatt minden egyes sorbdl véges sok (L-nél kevesebb) tagot elhagyva
nem valtozik a hatareloszlastétel. Ilyen moédon elérhetjiik azt, hogy az egyes sorok

tagszama L-lel oszthatd.) Legyen ngk) N nj(:k) a k-ik sorban levé blokkokban levd &;

valészinliségi valtozok Osszege minusz %. Ekkor 77§ ), ce n(L ) fliggetlen valdszintiiségi
valtozok, és

7™ 4P 8 eloszldsban.

Végrehajtva a k — oo hataratmenetet, kapjuk, hogy
A
M4 S8
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ahol 2 eloszldsban valé azonossagot jelol, és ny,...,ny fliggetlen egyforma eloszlasu
valoszinliségi valtozok, amelyek eloszlasa megegyezik az ngk) valoszinliségi valtozok
hatareloszlasival, amikor k — oo. (Ez a 1épés valdjaban részletesebb indoklast igényelne.
A 6 probléma annak indokldsa, hogy az n%k) valoszintiiségi valtozok eloszlasban kon-
vergalnak, illetve elég annyit megmutatni, hogy ennek a sorozatnak van konvergens

részsorozata. )

Definicié. Egy F eloszlds, (illetve eqy F' eloszldsu S valdszintiségi viltozo) korlatlanul
oszthato, ha tetszdleges L egész szamra léteznek olyan figgetlen, egyforma eloszldsi
M, ---,NL valosziniséqgi valtozok, amelyekre az ny + - - -+ np o0sszeg F' eloszldsi.

Ekvivalens definicié. Egy F' eloszlds akkor és csak akkor korlatlanul oszthato, ha an-
nak p(t) = [ €' F(dx) karakterisztikus fligguényére és tetszdleges L pozitiv egész szdmra
az w(-)t = ¢(*) fiiggvényegyenlet megoldhatd, ahol w(-) karakterisztikus fiiggvény.

Vizsgalando6 kérdések:
a.) Korlatlanul oszthaté eloszldsok jellemzése.

b.) Annak bizonyitasa, hogy csak a korlatlanul oszthaté eloszldsok 1épnek fel hatar-
eloszlasként.

Késobb vizsgalando kérdés:

Ha &1,&,, ... fliggetlen egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok normalt részletossze-
geinek hatéareloszlasat vizsgaljuk, akkor hasonlé indokolassal természetessé valik a kor-
latlanul oszthato eloszlasok egy fontos alosztalyanak, a stabilis eloszlasoknak a beveze-
tése.

Definicié. Egy F' eloszlds stabilis, ha tetszoleges L pozitiv egész szamhoz megadhatok
olyan Ay, és By, normdld konstansok, amelyekre igaz az, hogy az Fr(x) = F(Brz+ Ar)
eloszldasokra

Frpx---xFp, =F. ()
Ph——r
Ekvivalens megfogalmazdasban: Ha n1,n2,... flggetlen F eloszlasu valdsziniségi valto-
20k, akkor my 2 ("I*ALH];LH"L*AL) , vagy mds megfogalmazdsban:

o= (s (£)

ahol p(t) = [ F(dx) az F eloszlds karakterisztikus figgvénye. (E definicidban =
szintén eloszlasban valé azonossdgot jelol.) Valdjaban azt is megkdveteljik, hogy az
F1, fiigguényben szereplé Brnormdado tag B = L* alaku szam legyen valamely o > 0
szammal, de mélyebb vizsgdlatok azt mutatjak, hogy csak ilyen mormdlo tagggal tel-
jestilhet a (%) formula.



Vizsgalando6 kérdések:

a.)

b.)

A stabilis eloszlasok és a definicigjukban szereplé Ay és By normal6 faktorok
jellemzése.

Stabilis eloszlasok vonzasi tartomanyanak megadasa, és az eléfordulé hatéarelosz-
lastételekben szereplé normélé faktorok megadésa.

Példak korlatlanul oszthatd és stabilis eloszlasokra.

a.)

Normadlis eloszlds. Ez korlatlanul oszthato, sot stabilis eloszlas. Egy nulla varhaté
értékli 02 szérasnégyzeti n valdszinliségi valtozé eloszlisa megegyezik L darab
fiiggetlen 0 varhato értékii 7 szérdsnégyzetii valoszinliségi véltozd Osszegének az

eloszlasaval. Ezen 6sszeadandok eloszlasa megegyezik az \/Lf valoszintliségi valtozo
eloszlasaval. Tehat n eloszlasa stabilis, A;, =0 és By, = V'L vélasztéssal.

Poisson eloszlas. Ez korlatlanul oszthatd, de nem stabilis eloszlas. Mivel két
fliggetlen A\ és pu paraméterti Poisson eloszlasu valésziniliségi valtozd Osszege A + u
paraméterii Poisson eloszlast valdszintiségi valtozd, ezért egy A paraméterti Pois-
son eloszlasu valdoszintliségi valtozé eloszlasa megegyezik L darab fliggetlen % para-
méterit Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozo oOsszegének az eloszlasaval. Ezért
a Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozok korlatlanul oszthatéak. Viszont egy %
paraméterti valdszintiségi valtozé nem irhaté fel egy A\ paraméterti valdszintiségi
valtozo linearis transzformaltjaként, és a Poisson eloszlds nem stabilis.

A fenti két példa a legfontosabb példa a korldatlanul oszthaté eloszlasokra.

Eqyéb példdk:

a.)

b.)

A Cauchy eloszlas. Ennek stirtiségfiiggvénye f(x) és karakterisztikus

_ 1
T w(1+42?)
fiiggvénye o(t) = eIt Mivel eIl = (e“WL)L, azaz @(t) = ¢ (%)L, a Cauchy
eloszlas stabilis Ay, = 0 és By, = L véalasztassal.
I'-eloszlasok. Ezen eloszlasok stirtiségfiiggvénye

L_ovav—le=ar ha g >0
fa,v(x) — { I'(v)

0 haz <0’

ahol a > 0, v > 0 két paraméter, I'(t) = [~ z'"le ®dz a I fiiggvény. Némi
szdmoldssal lathato, hogy fo u+v = fa,u * fa,u, €zért

foz,u - fa,% *"'*foz,%a

Vo
L-szeres konvolucié

ezért f,,, korlatlanul oszthatd eloszlds. Be lehet latni, hogy egy fa,.(x) stiri-
ségfiiggvényti eloszlds karakterisztikus fliggvénye ¢q,,(t) = (1 —iL)™", és innen
kovetkezik a fenti konvolucidkra felirt azonossag.

A korlatlanul oszthaté eloszlasok csaladja pontosan leirhaté. Ezt a leirast a Lévy—

Hincsin formula adja meg. Ennek formalis megfogalmazasa el6tt megadjuk e formula
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szemléletes valdsziniiségi tartalmat. Nevezetesen megmutatjuk, hogy fliggetlen Poisson
és normalis eloszlasu korlatlanul oszthatd eloszlasok segitségével természetes médon 1j
korlatlanul oszthaté eloszlasu valoszinliségi valtozok konstrudlhatoak, és ezek eloszlasa
megadja az Osszes (Lévy-Hincsin formula altal leirt) korldtlanul oszthaté eloszlast.

Korlatlanul oszthato eloszlasu valészintiségi valtozék konstrukcidja.

Vegyiik észre, hogy ha &1, - - -, & fiiggetlen, korlatlanul oszthaté eloszlasu valdszintiségi
valtozok, akkor a1&; + - - - + agék + A linearis kombinécié szintén korlatlanul oszthatd
valészintiiségi valtozé. Tovabba, ha F), korlatlanul oszthaté eloszlasok sorozata, F,, =
F', ahol = eloszlasbeli konvergenciat jelent, akkor F' is korlatlanul oszthatd eloszlas.

Val6ban, felirva tetszlleges L pozitiv egész szamra az F,, = G, 1 *-* Gy, azonos-
L-szeres konvolicié
saghban elvégezve az n — oo hataratmenetet megkapjuk a kivant F' = G *-x G,
———

L-szeres konvolicié
azonossagot. Valéjaban ennek a hataratmenetnek a végrehajthatosaga indoklasra szo-

rul. Viszont ezt az allitast csak olyan specidlis esetben fogjuk alkalmazni az alabb is-
mertetett konstrukciéban, amikor a limeszelés jogossaga konnyebben igazolhato. A Pois-
son eloszlasu valdoszinliségi valtozokkal végrehajtando konstrukcié konnyebben megte-
het6 Poisson folyamatok segitségével. Ezért felidézziik a kovetkezd eredményt, amelynek
megadjuk az egyik lehetséges bizonyitasat targyalasunk végén egy kiegészitésben.

Tétel. Legyen (X, A, n) mérhetd tér u o-véges mértékkel. Ekkor létezik Poisson mezd
W szdmlale mértékkel. Pontosabban meg lehet adni egy (2, B, P) valdsziniiségi mezdt,
azon eqy £(w), w € Q, valdszindiségi viltozdt, amely értékeit az X halmaz megszamldlhato
részhalmazain veszi fel (a £(w) valdszintiségi valtozé mérhatdsége azt jelenti, hogy min-
den A € A halmazra és k nem negativ egész szamra {w: #{{(w) N A} = k} € B) gy,
hogy teljesiilnek a kovetkezo tulajdonsdgok:

1.) Tetszbleges véges mértéki halmazban 1 valdszintiséggel csak véges sok kijeldlt pont

van.

2.) Hao A1 € A, Ay € A,... Ay € A diszjunkt halmazok, j1(A;) < oo, j =1,...,k,
akkor az A1, ..., Ak, halmazokba esé kijelolt pontok szdma filiggetlen Poisson elosz-
ldsu valoszindiségi vdltozok (Aj), j =1,..., k, paraméterrel.

Legyen 1 olyan o-véges mérték a R\ {0} halmazon, (R a tovdbbiakban a szamegye-

nest jeloli), és legyen z1(w), x2(w), ... Poisson mezé az (R\{0},.A) téren p szamlal6é mér-
tékkel. (Itt A a Borel o-algebrat jeloli.) Azt szeretnénk beldtni, hogy a {(w) = > z,(w)
n=1

Osszeg, azaz a Poisson mez6 altal megjelolt pontok koordinatdinak az osszege korlatla-
nul oszthaté valészintiségi valtozé. Ugyanis, tetszdleges pozitiv egész L-re tekintsiink L
darab fliggetlen (y{(w),y3(w),...), 7 = 1,2,..., L Poisson mezdt a (R \ {0}, A) téren

cx> .
£ szamlalé mértékkel, és definidljuk az n; = 21 y? (w) valdszintiségi valtozdkat. Azt
véarjuk, hogy a {(w) és n1(w) + - - - + nr(w) valdszinliségi valtozdk eloszlasa megegyezik,
hiszen az m(w) + -+ + np(w) valészintiségi véltozé nem méds mint az Osszes 7, (w),
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n=1,2,...,j5=1,...,L, koordinatdk osszege. Viszont az y (w) Poisson mezd&k egye-
sitése Poisson mez6 p szamlalémértékkel, hiszen tetszoleges A halmazba esé pontok
szdma L darab fiiggetlen & paraméterii Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozé Osszege.

A fenti heurisztikus gondolatmenetben az okoz gondot, hogy a &(w)-t és n;(w)-t
definidl6 végtelen Gsszeg nem feltétlentil értelmes. Belatjuk, hogy ha a p mértékre al-
kalmas feltevést tesziink, és a fent definialt Gsszeget megfeleléen regularizaljuk, akkor
a fenti heurisztika pontossa tehetd. Tovabba, mint a késébb megfogalmazandé Lévy—
Hincsin formula mutatja, az igy kapott valdsziniiségi valtozdk eloszlasai a korlatlanul
oszthatd eloszlasfiiggvények elég gazdag csaladjat adjak.

Tegyiik fel, hogy a p mérték teljesiti a kovetkezo feltételt:

p(la,0)) <00 pl(=00, —a]) < o0

a 0 minden a > 0-ra. sk
/ r?u(dz) < oo, / z?p(dz) < oo ()
0 —a
Definidljuk az {y(w) = > ZTpn(w) véletlen tagszamu Osszeget minden N =
n: |xn(w)|>2—N
0,1,...-ra. Ezek a valoszinliségi valtozok értelmesek, mert

(=00, =27 M) U (27, 00)) < o0

miatt ez a halmaz egy valdszintiséggel a tekintett Poisson mezdének csak véges sok tagjat

tartalmazza. Ezért a {y(w)-t definidlé Osszeg egy valdszinliséggel véges sok tagbdl

all. Azt allitjuk tovdbba, hogy a £(w) = ]\}im En(w) — (Eén(w) — E&(w)) limesz
—00

N
egy valészintiséggel 1étezik. Mivel &y (w) — (Eén (w) — E&(w)) = &o(w) + > (e (w), ahol
k=0

G(w) = W) = BGw), 6 (lw) = > En (W),

n: 27k <€y (w)[<27 R0

elég belatni, hogy a Y (x(w) egy valésziniiséggel konvergdl. Viszont a (j, val6szintiségi
k=0

véaltozok fiiggetlenek. (Diszjunkt halmazokba esé pontok koordinédtdit adjuk ssze, és

egy Poisson mez6 diszjunkt halmazaiban bekoévetkezo események fiiggetlenek egymas-

t6l.) Ezért a valoszintiségszamités egyik klasszikus eredménye (a fliggetlen val6szintiségi

valtozok Osszegeinek konvergencidjanak sziikséges és elégséges feltételét megadd harom
o0

sor tétel, pontosabban annak kénnyebb fele) alapjén elég belatni azt, hogy >  Var(j <
k=0

00. (A (i definicidja alapjén E(, = 0.) A kivént egyenl6tlenség viszont kdvetkezik a

(#%) reldciébdl és a kovetkezd lemmabdl.

Lemma. Legyen p véges mérték egy véges (a, b intervallum Borel mérhetd halmazainak
A o-algebrdjin. Legyen x1(w),. .., Typw)(w) (véletlen k = k(w)-val) Poisson mezd
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k(w)
((a,b], A)-n p szamldlo mértékkel, S(w) = > x;(w). Ekkor
j=1

b b
ES:/ zp(dx), VarS:/ o2 u( de).

Tovdbbd az S wvaldsziniségi vdltozé karakterisztikus fligguényének a logaritmusa, (ame-
lyik létezik) minden t € R-re teljesiti a

b
log Ee'® = / (e — 1) p(dz)

azonossdgot.

Megjegyzés: A lemmaban beszéltiink karakterisztikus fiiggvény logaritmusarol. Je-
gyezzilk meg, hogy ha egy ¢(-) karakterisztikus fiiggvény egy az origdt tartalmazd
[A, B] intervallumban sehol sem egyenld nulldval, akkor természetes médon definialhatd
e karakterisztikus fliggvény logaritmusa ebben az [A, B| intervallumban. Azt kell meg-
érteni, hogy bar egy komplex szam logaritmusa nincs egyértelmiien meghatarozva, mert
ha z; = log z, akkor a log z = 21 +i2k7 relacié tetszOleges k egész szamra teljestil, a ¢(+)
karakterisztikus fiiggvény 1 (t) = log ¢(t) logaritmuséat a kovetkezé médon természetes
definidlni a fenti feltételek mellett az [A, B] intervallumon: Egyrészt megkoveteljiik,
hogy e¥®) = (t), A <t < B, maésrészt legyen 1(t) folytonos fiiggvény az [A, B] in-
tervallumon, amelyre ¥(0) = 0. Tehét egy folytonossidgi megkotéssel valasztjuk ki a
logaritmus fiiggvény megfelel6 agat.

A Lemma és (xx) alapjan

ZVarck - Z / ucn) = [ tutan) <o

k—lg|g|<2—k

ahonnan kovetkezik a kivant konvergencia.

A lemma bizonyitdsa: Ha a p mérték véges sok uq,...,u, pontba van koncentrdlva
n

p(uj) = pi, g =1,...,n, > pu; =1, akkor S = w1 Zy + -+ + upZy, ahol Zy,...,7Z,
=1

fiiggetlen Poisson eloszldsu valészinliségi valtozok pq, ..., u, paraméterekkel. Ezért
ebben az esetben

ES = ZquZj = Zuj,uj = /m,u(dm)
Var § = Zu?Vaij = Zu?,uj = /xQM( dx)
log Ee'® = Zlog Ee'tviZi = Zu (e —1) /(e““ — 1) p(dz).
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Ha pu tetszéleges véges mérték (a,b]-n, akkor rogzitsiink egy T > 0 egész szamot, és
legyen ur az az a + b_T“t, t=1,...,T pontokba koncentralt mérték, amelyre

MT{aer_Tat}: {<a+b_Ta(t—1),a+b;atH.

Ha z1(w), ..., Zy(w)(w) Poisson folyamat ((a,b], A)-n p szdmlalé mértékkel, akkor defi-
nidljuk az x;r(w) = a + 22%;, ha a + 222(t; — 1) < 2;(w) < a+ 222, 1 < j <
k(w) pontfolyamatot. Ekkor z1,7(w),. .., Tk, Poisson mezd ((a, b}, A)-n pr szamlalé
mértékkel.

k(w)
zjr(w). Ekkor Sp(w) — S(w), ha T' — oco. Ezért

Legyen St (w) =
j=1

lim ESp =FES, lim VarSp=VarS ¢és Jim log EeEST = 1og EeltPS,

T—o0 T—o0
és T'— oo hataratmenettel megkapjuk a lemma allitasat tetszoleges véges p mértékre.

Megjegyzés: A karakterisztikus fiiggvény logaritmusara adott képlet érvényes a = —oo
és b = oo esetén is, ha u(fa,b]) < oco. Valéban, ha alkalmazzuk a formuldt olyan,
(G, by intervallumra, amelyre —oco < a,, < b, < 00, a, — a és b, — b, akkor n — oo
hataratmenettel megkapjuk a formulat az altalanos esetben is.

A lemma segitségével megadhatjuk a fent konstrudlt £ valdszintiségi valtozd karak-
terisztikus fliggvényének a logaritmusat. Nevezetesen,

log p(t) = log Ee's = / (e — 1 —itA(z)) p(dz),
R\ {0}

ahol p egy a (xx) feltételt teljesité mérték, és A(x) = 1, ha |z| < 1, és A(x) = 0, ha
|z| > 1.

Ezt a képletet a kovetkezéképp igazolhatjuk: Mivel {(w) = &o(w) + . ((w),
k=0

és az Osszegben szerepld valészintliségi valtozok fiiggetlenek, ezért &(w) karakterisztikus
fliggvényének a logaritmusat megkapjuk, ha 0sszegezziik az egyes tagok karakterisztikus
fliggvényének a logaritmusat. Tovabba, a Lemma alapjan

o=k
log Ee'“r = log Bt — itE¢, = / (eim —1- itm) p(dz).

2—k—1

A {(w) valészintiségi véaltozokat kissé altalanosabb médon is definidlhatjuk. Legyen
A(N) - 0, B(N) — oo, ha N — 00, 0 < A(N) < 1 < B(N) < o0, tetszileges
monoton, determinisztikus sorozat, vezessiik be a {ny(w) = > ZTp(w)

n: A(N)<|z,(w)|<B(N)
val6szintliségi véltozokat, ahol x,(w) Poisson mez6 az (R \ {0}, .A) téren p szamlald
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mértékkel, és p egy a (xx) feltételt teljesité mérték. Ekkor egy valészintiséggel 1étezik a
kovetkezo regularizalt Osszeg:

é(w) = lim Regén(w)

= ngnoo Z ZTp(w)—E Z ZTp(w)

n: A(N)<|zn(w)|<B(N) n: A(N)<|zn(w)|<1

Hasonléan definidlhatunk tetszoleges pozitiv egész L szamra L darab fiiggetlen 7y (w)
valészintiségi valtozét, mint L darab fiiggetlen a R\ {0}, A) téren £ szamldlé mértékkel
definialt Poisson mez6 pontjai koordinatainak segitségével definialt regularis osszeget.

Ekkor 1y +- -+ 1y, = €, ahol 2 eloszldsban valé konvergencist jelol. Ezért ¢ korlatlanul
oszthato eloszlasu valdszintiségi valtozo.

Ijjabb korlatlanul oszthaté eloszlasu valdszinliségi valtozot kapunk, ha a fent konst-
rualt (w) helyett altalanosabb, {(w)+n(w) + D alaki valdszintiségi valtozét tekintiink,
ahol 7 a & valészintiségi valtozétdl fiiggetlen, nulla varhaté értékii o2 > 0 szérasnégyzetii
normalis eloszlasi valdszinliségi valtozd, és D konstans. Ennek az 1j valdsziniiségi
valtozo karakterisztikus fliggvényének a logaritmusa

242 J2t2

log p(t) = log p(t) — 7 4ith = (eiw —1—itA(z)) p(dz) — —— +itD,
2 R\{0} 2

alaku, ahol ¢(t) a € valdsziniiségi valtozo karakterisztikus fiiggvénye.

A Lévy—Hincsin formula lényegében azt mondja ki, hogy a fenti képlet megadja az
Osszes korlatlanul oszthaté eloszlas karakterisztikus fiiggvényének logaritmusat, és egy
karakterisztikus fiiggvény fent megadott reprezentacidjidban szerepld pu(-) mérték és o2
és D szamok egyértelmiien meghatarozottak. A Lévy-Hincsin formulit az irodalom-
ban tébb, kiilonbozé ekvivalens modon fogalmaztak meg. Ennek a formuldnak nincsen
kitiintetett, ,,legjobb alakja”. A tovabbi eléadasokban William Feller An Introduction to
the Probability Theory and Its Application I1. konyv 17. fejezetében leirt targyalasmddot
fogjuk kovetni. Ezért a Lévy—Hincsin formulat a Feller konyvben leirt médon fogalmaz-
zuk meg, és megmutatjuk, hogy az ott szereplo reprezenticié ekvivalens az altalunk
megadottal. A Feller konyvben megfogalmazott eredmény kimondasahoz sziikség van a
kovetkezd definicidra.

Definicié. A szamegyenes Borel o-algebrdjan definidlt M mérték kanonikus mérték,
ha tetszbleges véges [a,b] C R intervallum M{[a,b]} mértéke véges, és tetszbleges a > 0
szdmra

1 41
/GPM(dx)<oo, & / S M(dz) < oo,

— 00

Tétel. Lévy—Hincsin formula. Egy F' eloszlds akkor és csak akkor korldtlanul oszt-
hatd, ha az eloszlds p(t) = [ " F(dx) karakterisztikus figguényének van logaritmusa,
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és az a kovetkezo alakban irhato fel:

oo itac_l_ it si
log ¢(t) :/ ¢ ! Slan(diE)—i—itB,

2
oo x

ahol M kanonikus mérték. Az F korlatlanul oszthato eloszlds eqyértelmien meghatdrozza

a karakterisztikus fugguényének logaritmusdt elddllito képletben az M kanonikus mérté-
ket és a B wvalos szamot.

Megjegyzés: A fenti képletben az integrandus értékét az origéban gy definialjuk, mint
az integrandus folytonos kiterjesztését az origdba, azaz értéke —%. Ezért, az origobeli
rész hozadéka az integralhoz —M (0)% fgy osszehasonlitva a Lévy-Hincsin formula
altalunk és a Feller konyv &ltal megadott alakjit, kapjuk, hogy M(0) = o2, és ez
adja meg a korldtlanul oszthat6 eloszlas normadlis komponensét. Tovabba, a u(dx) =
2?2M (dx), z € R\{0}, definiciéval 1athatjuk, hogy a p akkor és csak akkor teljesiti a (xx)
feltételt, ha az 6t definidlé képletben szereplé M(-) egy kanonikus mérték megszoritdsa
R\ {0}-ra. Atirva az sltalunk megadott integralt u mérték helyett M mérték szerinti
integralra, azt kapjuk, hogy a kapjuk, hogy a karakterisztikus fiiggvény logaritmusara
adott két kiilonboz8 reprezentécié kiilonbsége [°° it AP T N ( gy 4 i(B — D)t. Az
ebben a formulaban szerepl6 integral véges, mert

sup |A(r) —sin(x)] <00, s lim T

Ezért az B vagy D konstans alkalmas vélasztasaval a két kifejezés kiilonbsége nullava
teheto.

Az altalunk, illetve a Feller konyvben szereplé reprezentéicié kiilonbsége a g il-
letve M mérték hasznalatan kiviil abbdl adédik, hogy az dltaldnos korlatlanul oszthato
eloszlasok eldallitasaban egy limeszelést is végre kell hajtani, és ez csak bizonyos regu-
larizacié segitségével lehetséges. A regularizdcié maga nem egyértelmi, és az, hogy mi
a ,,természetes regularizacid” az az alkalmazott mddszertdl fiigg.

Végiil jegyezziik meg, hogy hasonléan ldthatd, hogy az altalunk definidlt A(x)
helyettesitheto a

x ha|z|<a
T(x) =T4(x) =< a haz>a
—a hax<-—a
fiiggvénnyel a Lévy—Hincsin formuldban, azaz egy F korlatlanul oszthaté eloszlas ¢(t) =

[ €' F(dx) karakterisztikus fiiggvényének a logaritmusa a kovetkezd alakban is felir-
hato:

oo it 1 — st
log o(t) = / € = ! 7—(96)]\4(6190) +itB,

—0

Mi a masodik részben a korlatlanul oszthato eloszldsoknak ezt a jellemzését fogjuk
hasznalni. A 7(-) fliggvény hasznélatanak az az elénye az A(-) fiiggvénnyel szemben,
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hogy 7(-) folytonos (és korlatos) fiiggvény, és ez egyszeriibbé teszi bizonyos hatarat-
menetek elvégzését. (Emlékeztet&il: Eloszlasok akkor és csak akkor konvergdlnak
egy hatareloszlashoz, ha minden folytonos és korlatos fiiggvénynek a varhato értéke
ezen eloszlasok szerint konvergdl ennek a fiiggvénynek a hatarmérték szerinti varhato
értékéhez.)

Megjegyzések:
1. Korldtlanul oszthato folyamatok

Tekintstink egy F' korlatlanul oszthaté eloszlasi Gauss komponenst nem tartalmazé
valdszintiségi eloszlast. Ekkor az F' fliggvény p(t) = [ e"*F(dx) karakterisztikus fiigg-
vényének logaritmusa a Lévy—Hincsin formula alapjan felirhato

log p(t) = /;lﬁo(emj —1—itA(z))u(dx) + iDt

alakban, ahol a p mérték teljesiti a (xx) feltételt, A(t) = 1, ha |t| < 1, és A(t) = 0, ha
|t| > 1. A korlatlanul oszthaté eloszlasokat le lehet irni vagy a fenti médon vagy egy
kanonikus M mérték segitségével a Lévy—Hincsin formula altalunk illetve a Feller konyv
altal leirt formajaban. A két jellemzés ekvivalens. A tovabbiakban kényelmesebbnek
latszik a p mértékkel dolgozni az M mérték helyett.

A {6 részben ismertetett konstrukcio alapjan egy Poisson mez6 segitségével konstru-
altunk egy F eloszlésu € valdszintiségi valtozét. Megmutatjuk, hogy a konstrukcié némi
modositdsaval olyan £(t) = &(t,w), 0 < t < oo, sztochasztikus folyamatot is tudunk
konstrudlni, amely teljesiti a kdvetkezo tulajdonsagokat:

1. &(1,w) F eloszlasu valdszintiségi valtozo.

2. &(t,w) fiiggetlen és staciondrius névekményti folyamat, azaz tetszbleges 0 < t; <
fy < -+ < ty szamokra, £(0) = 0, a &(t1), &(ta) — £(h), .-, E(t) — E(txr)
val6szinliségi valtozok fliggetlenek, és tetszileges 0 < s,t < oo-re a £(t + s) — £(1)
valoszinliségi valtozé eloszlasa nem fligg t-tol.

3. Majdnem minden w-ra a £(-,w) trajektéria minden pontban jobbrdl folytonos, és
minden pontban létezik a trajektérianak baloldali hatarértéke is. Az irodalomban
az ilyen folyamatokat cadlag (continue a droite, limite a gauche) folyamatoknak
hivjak.

Megjegyzés: Létezik olyan fiiggetlen és staciondrius névekemény W (t,w), t > 0, Gauss
folyamat, amely 1 valdszintiséggel folytonos trajektéridgju, W(0,w) = 0, és W(l,w)
standard normaélis eloszlasu valdszinliségi valtozé. Az ilyen folyamatot az irodalomban
Wiener folyamatnak hivjdk. Egy altalanos korlatlanul oszthaté F' eloszlas bedgyazhato
egy az el6bb felsorolt 1.—3. tulajdonsdgokkal rendelkez6 £(t,w), és egy téle fiiggetlen
o-val megszorzott Wiener folyamat Osszegébe. Ez azt jelenti, hogy az igy konstrualt
folyamat értéke a t = 1 helyen F' eloszlasi valdszintiségi valtozo. A konstrukcioban
szerepld p mértéket és o konstanst a Lévy—Hincsin formula hatarozza meg. A korlatlanul
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oszthatd eloszlasok sok tulajdonsaga jobban megérthetd, ha ezt az eloszlast bedgyazzuk
egy ilyen korlatlanul oszthaté folyamatba.

A kivant tulajdonsagu folyamatot a kovetkezé modon konstrualhatjuk meg. Legyen
g = x Xap mérték és az RT = {t: t > 0} pozitiv félegyenesen definidlt Lebesgue
mérték direkt szorzata az (R '\ {0} x RT,A) téren, ahol A a Borel o-algebrat jeldli, és
tekintsiink egy (z1(w),z2(w),...) = ((acgl)(w),xf)(w)), (xél)(w),xf)(w)), ... ) Poisson
mez6t a (R\ {0} x R*,.A) téren i szdmldlé mértékkel.

Tekintstink a magyarazatban szereplé regularizaciéhoz hasonlén alkalmas mono-
ton csokkené A(N) — 0 sorozatot. Az ott leirt eljardshoz hasonléan definidljuk a
&(t,w) valdszintiségi valtozokat szimultdn minden ¢ > O-ra azzal a kiilonbséggel, hogy
B(N) = co-t vélasztunk, azaz ezek a korlatok nem jelennek meg a definiciéban, tovabba
az Osszegezésben az r,(w) € R\ {0} x R pontok els6 koordinatait osszegezziik, és a
&(t,w) definicigjaban csak azokat az x,(w) mintapontokat vessziik figyelembe, ame-
lyeknek mésodik koordinatéja kisebb vagy egyenlé mint ¢. Részletesebben:

f(t,W) = I\}lm Regél\f@?‘”)

= lim o 2w -E > 2D (w)

N—
ni ACN)<|o® ()] ni AN)<[2() (w)|<1
2P (w)<t 2 ()<t

A 6 részben ismertetett érvelésbél kovetkezik, hogy minden rogzitett ¢ > O-ra
a Nlim Reg&n(t,w) hatarérték egy valdsziniiséggel létezik. Tovabba a Regén(t,w),
—00

t > 0, folyamat teljesiti az 1.—3. tulajdonsagokat. Az 1. és 2. tulajdonsig a Poisson
mez6 fiiggetlenségi és a masodik koordinata szerinti eltolasinvarians tulajdonsagabol
kovetkezik. Az utébbi tulajdonsdg a Lebesgue mérték eltoldsinvaridns tulajdonsaganak
a kovetkezménye. A 3. tulajdonsidgot, mivel a Regén(t,w) folyamat staciondrius
novekmény, elég 0 < ¢ < 1 esetén belatni. Ez viszont azért igaz, mert a

(=00, —A(N)) U (A(N), 00)) x [0, 1]

tartomanyban az altalunk tekintett Poisson mez6 csak véges sok pontot tartalmaz.
Ezért a Regén(t,w), 0 < t < 1 trajektéridnak csak véges sok ugrdshelye van, ahol a
trajektoria jobbrol folytonos.

Egyszerti N — oo hatdratmenettel kapjuk, hogy az 1. és 2. tulajdonsdgot a &(t,w)
folyamat is teljesiti. A 3. tulajdonsagot elég 0 < t < 1-re belatni. Tovabba, felhasznélva
szabadsdgunkat az A(N) sorozat megvalasztasaban, valasszuk ezt a sorozatot ugy, hogy

2 —-N
f{x: 0<|z|<A(N)} ¥ p(de) <477
Vegyiik észre, hogy a Regén (t,w) — Regén+1(t,w), 0 <t <1, folyamat 0 varhaté
értéki fiiggetlen novekményti folyamat minden N > 1-re, amelyre
22 p(de) < 47N,

E (Regx41(1,w) — Regéy (1,w))? = /
x: A(N+1)<|z|<A(N)}
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Ezért a Kolmogorov egyenlétlenség alapjan

P ( sup |Reg€N+1(taw) - Reng(t,wﬂ > 2_N/2>

0<t<1

< 2N/ 22 p(de) < 27N,
{z: 0<|z|<A(N)}

Mivel a fenti becslések jobboldaldn szereplo kifejezések Gsszege konvergens, és

f(t,w) = Regfl (tvw) + Z [Reg £N+1(w) - Reng(t,w)] )
N=1

ezért a Borel-Cantelli lemmabdl kovetkezik, hogy hogy majdnem minden w-ra
—N/2

su t,w) — Re tw) <
sup [6(t0) ~ Rog (1) < 2o

ha N > Ny(w).

Az utolsé relacio segitségével N — oo hataratmenet adja, hogy nemcsak a Reg &y (t,w),
hanem a £(t,w) folyamat is teljesiti a 3. tulajdonsdgot. Ugyanis innen kovetkezik,
hogy egy olyan w pontban, amely teljesiti ezt a feltételt, tetszoleges 0 <t < 1 pontban
és tetszOleges € > O-ra |limsup&(t + 0) — liminf &(¢ + 0)| < . Tovabba a jobboldali
hatarérték megegyezik a £(t,w) szdmmal.

b.) Stabilis eloszldsok:

A stabilis eloszlasok illetve a természetes modon definialhaté fliggetlen és stacionarius
novekményl stabilis folyamatok, amelyekbe ezeket a folyamatokat beagyazhatjuk az
el6zbek alapjan egyszertien megkonstrudlhatbéak. Egyszertien olyan korlatlanul oszthaté
eloszlast vagy folyamatot konstrualunk, amelyre a p vagy M mérték extra homogenitasi
tulajdonsaggal rendelkezik. Nevezetesen, legyen a p mértéknek stirtiségfiiggvénye, ame-
lyet a kovetkezo képlet ad meg;:

d,u( ) {Clx_o‘ ha x>0
— () =
dx Colz|™™ hax <0

ahol C7 > 0,C5 >0,C1 +C3 > 0,1 < a< 3. Az utolsé feltétel azt biztositja, hogy a
pu mérték teljesiti a (xx) feltételt. Ez a p mérték stabilis eloszldsokat vagy folyamatokat
hataroz meg.

Részletesebb vizsgalat megmutatja, hogy a fenti képlet megadja az Osszes sta-
bilis eloszlast és folyamatot. Tovabba, a korlatlanul oszthaté eloszlasok definicéjaban
szereplé regularizaciéo ebben a specidlis esetben egyszertibb és természetesebb modon
elvégezhetd. Végiil a karakterisztikus fliggvényeket megado integral ebben az esetben
explicit modon kiszamithaté. Ennek ellenére sok vizsgalatban célszeriibb a karakterisz-
tikus fliggvényt az eredeti (nem kiintegralt) formajaban hasznalni. A részleteket itt nem
dolgozzuk Kki.
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Poissson folyamat egyszerii konstrukciogja.

A Poisson eloszlas egyik alapveto tulajdonsaga az, hogy két fliggetlen \ és u paramétert
Poisson eloszlasu valészintiségi valtozd oOsszege A + p paraméterii Poisson eloszlasu
valészintiségi valtozé. Az alabbi lemméban megfogalmazzuk ennek az allitasnak bi-
zonyos értelmi megforditasat, amely lehetdséget ad arra, hogy Poisson folyamatokat és
mezoket egyszeriien megkonstrualjunk.

Lemma. Legyen adva k darab urna, €s ezekbe dobjunk be véletlen & szami golyot,

ahol & Poisson eloszldsu valosziniségi valtozé A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes

dobdsok eredményei eqymdstol és a & wvaloszintségi vdltozotol fiiggetlenek. Tegyiik fel

tovdbbd, hogy minden egyes dobdsndl a golyo az j-ik urndba p; > 0 wvaldsziniséggel
k

esik, j =1,...,k, > p; = 1. Jeldlje n; a j-ik urndba esé golyok szamat. Ekkor az nj;,
i=1
J=1,...,k valdsziniiségi vdltozok figgetlenek, ésn; Poisson eloszldsi Ap; paraméterrel,

i=1,.... k.
A lemma bizonyitdsa:

(ll—f——f—lk)' ll,”plk

Pm=l,....m=U)=PE=L+ -+ Il 1) Py k

At b )
- 1 ptke=A = J —Ap;
T PPk =11 R
j=1
tetszoleges [1 > 0, ..., [ > 0 egész szamokra. Innen adddik az allitas.

Erdemes megfogalmazni az el6z6 lemma alabbi kovetkezményét:

A lemma kovetkezménye. Legyen adva egy (X, A) mérhetd tér, és azon egqy p
valosziniségi mérték. Legyen & Poisson eloszldsi valosziniségi vdaltozo A > 0 paraméter-
rel, Vilasszunk egymdstol és a & valdszintiségi vdltozotdl figgetlenil x1, ..., xe pontokat
az X téren igy, hogy P(x; € A) = p(A) minden A € A és j =1,...,&-re. Ekkor
tetszoleges diszjunkt Ay € A, ..., Ax € A halmazokra az e halmazokba esd kivdlasztott
x; pontok szdma egymdstol figgetlen, és az egyes Aj, j = 1,...,k, halmazokba esd
pontok szdma (A ;) paraméterii Poisson eloszldsi valdsziniségi vdltozo.

Legyen adva egy (X, B) mérhetd tér és rajta eqy v o-véges mérték. Az eléz6 konst-
rukciot felhaszndlva konstrudlhato egy olyan x1,xs, ... véletlen pontrendszer az X téren,
amely teljesiti a kovetkezo tulajdonsdgot: Barmely mérheto véges v mértéki A halmazba
esé pontok szama v(A) mértéki Poisson eloszlasi valdszinidségi vdltozd, és diszjunkt,
mérhetd, véges mértéki halmazokba esé pontok szima eqymdstol figgetlen.

k
Bizonyitds. Legyen A1 = X\ U Aj, pj = p(Aj), 7 =1,...,k+ 1. Ekkor a
j=1
Lemma alapjan az egyes A ; halmazokba es6 pontok szdma egymastol fiiggetlen A\pu(A ;)
paraméterti Poisson eloszlasu valészintiségi valtozd, és ez az els6 bekezdésben megfogal-

mazott allitas.
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A mésodik allitas bizonyitasaban tekintsiik az X halmaznak egy olyan particiéjat,

oo
amely rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal: X = |J Xj, az X, j = 1,2,..., hal-
j=1
mazok diszjunktak, u(X,;) = A\; < co. Konstrualjunk a kovetkezmény mar bizonyitott
részének felhasznaldsdval mindegyik X; halmazon egy olyan pontrendszert (véletlen
szamd pontot dobva le p(X;) paraméterti Poisson eloszlassal egymdstdl fiiggetleniil

ugy, hogy egy pont egy A; C X; halmazba Z E)A(jg val6szintiséggel essék), hogy egy

A; C X; halmazba esé pontok szdma legyen pu(A;), paraméteri Poisson eloszldsi
valoszinliségi valtozo, és diszjunkt halmazokba egymastol fiiggetlen szamu pont essék.
Legyen a kiilonbozé X; halmazokba esé pontok szdma egymastdl fiiggetlen. Mivel
fiiggetlen Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozok Osszege Poisson eloszlds, és az Osszeg
paramétere egyenlé az Osszeadandok paraméterének az oOsszegével, ezért az itt leirt
konstrukciéban tetszéleges p(A) < oo mértékit halmazba p(A) paraméterti Poisson
eloszlasu valészintiségi valtozoé esik, és diszjunkt halmazokba esé pontok szama egymas-
t6l fiiggetlen. (Vegyiik észre, hogy végtelen sok fliggetlen Poisson eloszlast val6szintiségi
valtozo 0sszege is Poisson eloszlést, és az 6sszeg paramétere megegyezik az 6sszeadandok
paraméterének az Gsszegével, feltéve, hogy ez az Osszeg véges. Ugyanis ebben az esetben
az Osszeg 1 valdszintiséggel, ezért eloszlasban is konvergél.)

Legyen adva egy (X, .A) mértéktér, és jelolje Z az X halmaz Gsszes megszamldlhatd
sok (x1,22,...),z; € X,j=1,2,... pontot tartalmazé részhalmazabdl allé pontrendsz-
ert. Legyen F az a legszlikebb o-algebra, amelyet az z: z € Z, 2(A1) = k1,...,2(A;) =
k;) halmazok generalnak, ahol z(A), A € A, jeloli a z pontrendszernek az A halmazba
esO pontjainak a szamat; 7 = 1,2,..., tovabba k; nem negativ egész szam, és A; € B,
u(A;) < oo, minden 1 < [ < j-re. Egy (Q,B,P) valészintiségi mez6én értelmezett
mérheté € : (Q,B8) — (Z,F) leképezést az (X, A) téren értelmezett pontfolyamatnak
nevezik. Legyen adva egy p o-véges mérték az (X,.A) téren. Azt mondjuk, hogy a &
pontfolyamat Poisson pontfolyamat az (X, A) téren p szamlalé mértékkel, ha tetszoleges
pozitiv egész k szamra és diszjunkt A; € A, pu(A;) < oo, j = 1,...,k, halmazokra
az Aj, 7 = 1,...,k, halmazokba es6 pontok szdma egymastdl fiiggetlen valoszinliségi
valtozok, és az A halmazba es6 pontok szama Poisson eloszlasu valdoszinliségi valtozo
u(A) paraméterrel. Az el6z6 kovetkezményben megmutattuk, hogy tetszéleges (X, A, 1)
mérhetd tér esetén o-additiv p mértékkel konstrualhatoé e téren értelmezett Poisson
pontfolyamat p szamlalé mértékkel.

Hatareloszlastétel Poisson eloszlassal fiiggetlen valésziniiségi valtozok Gssze-
geire.

Belatjuk azt a harmadik oldalon is megfogalmazott hatareloszldstételt, amelyben a ha-
tareloszlds Poisson hatareloszldsi. Két bizonyitast is adunk. Azért érdemes a két
megoldas mindegyikét tekinteni, mert ezekben az dltaldanos hatareloszlastételek bizonyi-
tasanak két kiillonbo6z6, fontos mddszerét alkalmazzuk. Az els6 bizonyitasban a karak-
terisztikus fliggvénymaddszert alkalmazzuk.

Elso bizonyitas: Azt mutatjuk meg, hogy az S valdszintiségi valtozok karakterisztikus
fiiggvényei konvergalnak egy A paraméterii Poisson eloszlasu valészintiségi valtozé karak-
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terisztkus fliggvényéhez. Egy A paraméterii Poisson eloszlasu n valdszinliségi valtozo

. 0 . .
karakterisztikus fiiggvénye Ee'" = kzo ’]\C—Te_AJ”kt = exp{—\ + Xe"'}. Jelolje ¢ ;(t) a
&k,j valosziniliségi valtozé karakterisztikus fliggvényét. Ekkor az 1. feltétel alapjan

o, (t) = P(&rj =0) + P(&j = 1)e +e(k,j,t) = 1+ Mg j (€ — 1) + &(k, j, ¢),

ahol |e(k, j,t)| < P(&,; > 2), és |e(k, j,t)] < 2P(&,; > 2). Innen

nk ng
EeitSk = H(pk‘,j H 1+)\k] 1)+§(k7jvt))
—HeXP{)\kg 1) +O0(\E; +e(k,j,1))}
. 'k "k .
=expq (e —1) [ D Ay | +O| D (AR, +e(k 1) | ¢ — exp{A(e" ~ 1)},
j=1 j=1
ha k — oo, mert lim Z)\kj =}, Z:)\2 < sup )\MZ)\M—>O ha k — oo a
k—>oo 1<]<nk j=
Nk
megfogalmazott tétel 2. és 3. feltétele alapjan, tovabba > &(k,j,t) < 2 Z P&, >
j=1 j=1

2) — 0, ha k — oo a 3. feltétel alapjan. Mivel exp{A(e® — 1)} egy A\ paraméterti
Poisson eloszlasu valdszintiségi véaltozo karakterisztikus fliggvénye, innen kovetkezik a
tétel allitasa.

A masodik bizonyitas a kovetkez6 Lemman alapul. Ezt a lemmat, illetve ennek egy
altalanositasat bebizonyitjuk a III. rész kiegészitésében.

Lemma A. Legyen Sy, és Si, k= 1,2, ..., valdszinidséqi vdltozdk sorozata, amelyre az
Sr — Sk kulonbségek sorozata sztochasztikusan tart nulldhoz k — oo esetében. Ha az
Sy, valdszintségi viltozdk sorozata eloszldsban konvergdl eqy F eloszldshoz, akkor az Sy,
valdsziniségi vdltozok sorozata is konvergdl az F eloszldshoz.

Mdsodik bizonyitds: Azt fogjuk beldtni, hogy minden k konstansra konstrualhaté fiig-

getlen, Poisson eloszlésui Valoszmusegl valtozdk &, s 1 <3 < mny, sorozata alkalmas i i
nk

paraméterrel, amelyre az Sj, = Z fk,j és S = > &, Osszegek kiilonbsége Sk — Sk
j=1 j=1

n —
sztochasztikusan tart nulldhoz, ha £ — oo, és klim > Ak; = A. Innen kovetkezik a
— 00 j=1

_ g _
Tétel éllitasa. Ugyanis Sj Poisson eloszlasu valészintségi véltozé > A ; paraméterrel.
i=1
Ezért Sy eloszlasban konvergdl egy \ paraméterti Poisson eloszlashoz, és a Lemma A
alkalmazhato.
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Legyen j\k’j a Ap,; = ze” " egyenlet egynél kisebb megoldédsa. Ha Ay ; < e~ !, akkor
ennek az egyenletnek van megoldasa, és |Ap; — Akj| = Ak ;|1 — e 9| < const. Xi’j <

ng
const. A2 ;> ezért a lim Yo Ak; = Aés lim sup A, ; = 0 relacidkbdl kévetkezik,

k—o0 j 2 k=00 1<j<ny
neg _ _ —
hogy lim Y Ap; = A, és lim sup Agj; = 0. A & ; = 1 esemény egyezzen meg
—00 =1 k—001<j<ny N
a §kj; = 1 eseménnyel. Jegyezziikk meg, hogy a Ag; szamot ugy valasztottuk meg,

hogy egy Ar; paraméteri Poisson eloszlast & ; valészinliségi véltozora teljesiiljon a
P& = 1) = A\ je i = P(&; = 1) azonossdg. Definidljuk a & ; = m, m # 0,
eseményeket gy, hogy P(&; = m) = %G_Ak'j, és rogzitett k-ra a &5, 1 < j < ny,
valészintiségi valtozok fiiggetlenek. Elég gazdag valdszinliségi mezon ilyen konstrukcié
lehetséges. (Egy lehetséges konstrukcié: Legyen 7y,...,n,, olyan fiiggetlen, a [0, 1]
intervallumban egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozok sorozata, amelyek fliggetlenek
a &k, 1 < 7 < ny valoszinliségi valtozoktol is. Tekintsiik minden 1 < j < ny szdmra

67 —
1—Xe— A

a [0, 1] intervallum particiéjat egy Ao = [0, a4]

_l _5\ 7’ 7’ ’ . 7’
larj—1,a1;), a;—a;j—1 = —“(1’\3\6_;) hosszusagu intervallumokra, [ = 2,3. .., és legyen

£k =1, (1 #1esetben), ha & ; # 1, és n; € A, ;. Ekkor ugyanis a P(§; = 1&g ; # 1)
feltételes valosziniiségek az eldirt értékeket veszik fel.) Az a kikotés, hogy az a valészinégi
mez0, amelyen a konstrukciét végezziik elég gazdag nem jelent kellemetlen megszoritast,
mert a bizonyitand6é hatareloszlastétel érvényessége nem fiigg annak a valdsziniiségi
mezonek a tulajdonsigaitél, amelyen dolgozunk. Belatjuk, hogy az igy konstrudlt g‘k,j
valészintiségi véaltozok Osszegeire igaz, hogy a S, — Sy kiilonbségek sztochasztikusan
tartanak nulldhoz.

hosszisagu és tovdbbi A; ; =

Ennek az allitasnak a bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy tetszoleges € > 0-ra

P(ISk =Skl >e) <D P(érj>2)+ Y P&y, > 2),
j=1 j=1

mivel az Sy — Sk # 0 reldcié csak tgy lehetséges, ha & ; > 2 vagy & ; > 2 valamely

ny
1 < j < nyg indexre. Viszont klim Y. P(&,; > 2) = 0 a tétel feltételei miatt.
—00 =1

Nk _ Nk _ 0 _
Tovabbé klim > P&y > 2) = 0, mert Y P(&; > 2) < const. y, A}, és tel-
—00 =1 j=1 j=2

neg _ _
jesiilnek a lim > Ay; = A, és lim sup Ag; = O relaciok. Innen kovetkezik a
k=00 ;=1 k=00 1<<ny,

kivant egyenlGtlenség és a tétel allitasa.
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Példa olyan nem stabilis eloszlasra, amely teljesiti a stabilitasi feltétel egy
gyengitett valtozatat.

Konstrudlunk olyan S valdszintiségi valtozot, amelynek F eloszlasa nem teljesiti a
stabilitdas (x) formuldban megadott feltételét, de teljesiti annak koévetkezd gyengitett
valtozatat.

Rogzitstiink egy o > % szamot. Olyan nem stabilis F' eloszldst konstrualunk, amely-
re teljesiil az F/(2%(x — A)) x F(2%(x — A)) = F(x) azonossig alkalmas A = A(«) valds
szammal, vagy masképpen megfogalmazva, ha S egy F' eloszlasu valészintiségi valtozo,
és S’ és S” két fiiggetlen és az S valdsziniiségi valtozéval azonos eloszlasi valdsziniiségi

‘ , (S'+A)+(8"+A) A A . . ‘ , ‘
valtozo, akkor 5 = S, ahol = azt jelenti, hogy az azonossig két oldalan
egyforma eloszlasu valészintiségi valtozok vannak.

A kivant tulajdonsdgu S valdsziniiségi valtozo konstrukcidja a kovetkezd. Legyenek
n(2"), n = 0,£1,+2,..., fiiggetlen, Poisson eloszlasu valésziniiségi valtozok p = 2™
paraméterrel, és legyen

S= ) 272" + ) 27" (") — E(n(2")] = 51+ Sa.

n=—oo

Azt allitom, hogy o > 1/2 esetén a fenti képletben definidlt S valdszintiségi valtozd
értelmes, azaz az 6t definidlé Osszeg (egy valdszintliséggel) konvergél, és ha ha S’ és

S két flggetlen valdszintiségi valtozo, és ugyanaz az eloszlasuk mint S-nek, akkor
(S +A)FH(S"+A) A g
2 =

A konvergencia bizonyitésa érdekében vegytik észre, hogy E2~"%[n(2")— En(2™)] =
0, és Var (27" [n(2")—En(2")]) = 272" ahonnan Y Var (27" [n(2")—En(2")]) <

n=1

00, ha o > 1. Ezért az S, kifejezést definidls Y. 27"[n(2") — E(n(2")] 6sszeg konver-
n=1

gens. Mésrészt, n < 0 esetén P(n(2") # 0) = 1 — e~2" < const.2”. Innen azt kapjuk,

0 00
hogy >. P(n(2") #0) <const. Y 27" < co. Ezért a Borel-Cantelli lemma alapjin

n=-—00 n=0
az S kifejezést definidld Osszeg egy valdszintiséggel csak véges sok tagot tartalmaz, igy

az is konvergens.

Legyenek n'(2") és n”(2"), n = 0,£1,%2,..., az n(2")-hez hasonléan fiiggetlen
Poisson eloszlasu valészintliségi valtozdk p = 2™ paraméterrel, és definidljuk az S’ és
S valészintliségi valtozdkat az S valdszinliségi valtozét definidlé képlethez hasonldan,
csak helyettesitsiik ezekben a definiciékban az 1n(2") valdszintiségi valtozdkat az n'(2"™)
(S +A);(S +4) 2 5 Ennek

illetve n”"(2™) valdszintliségi véltozokkal. Azt allitom, hogy
igazolésa érdekben vegylik észre, hogy minden n egész szamra

2—04(71—1)77/(271—1) + 2—a(n—1)n//(2n—1)

2@ é 270(’/7,,’7(271),
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és
Q—a(n—l)(n/(zn—l) _ E(??’(Q”_l)) + 2—a(n—1)<n//(2n—1) _ En”(zn))
20
A

=27"(n(2") — En(2")),

és az ezen azonossagokban szerepld kifejezések kiilonbozé n indexre fiiggetlen valdszi-
niliségi valtozok. Ezeket az azonossdgokat Osszeadva minden n-re (n < 0 indexekre az
els6, és n > 1 indexekre a mésodik azonossigot vessziik az Osszegezésben) megkapjuk a
bizonyitandé azonossigot. Az alkalmasan valasztand6 A konstans azért szerepel ebben
az azonossagban, mert n = 0-ra az n(2°) = n(1), mig n = 1-re a normalizalt n(2)— En(2)
valoszinliségi valtozét vettiik az S valdszintiségi valtozot definiald osszegben.

Megmutatjuk egy a II. részben bizonyitandé eredmény segitségével, hogy az elobb
definialt S valészintiségi valtozé nem stabilis eloszlasi. Vegyiik észre, hogy S eloszlasa
korlatlanul oszthatd, és ezt az eloszlast olyan p mérték definidlja, amely az y,, = 2"
pontokba van koncentralva, n = 0,4+1,4+2,..., és u(2"*) = 27". A II. részben be
fogjuk latni, hogy egy korlatlanul oszthaté eloszlas egyértelmiien meghatarozza a karak-
terisztikus fliggvényét definidlé p mértéket. Ezen észrevétel segitségével lathatd, hogy
ha S, Sy és S5 fiiggetlen és az S valdszintiségi valtozdval azonos eloszlasu valdszintiségi
valtozdk, akkor az &’LS%# valészintiségi valtozo karakterisztikus fliggvényét meg-
hatarozo p mérték kiilonbozik a p mértéktol. Erre a i mértékre ugyanis i(A) = 3;1(:%)
minden mérheté A halmazra. Ezért a g mérték kiilonbozik a p mértéktol, sét mas
halmazba van koncentralva.

A fenti példa hatterében a kovetkezd észrevétel van. Egy korldtosan oszthatd
eloszlas akkor és csak akkor stabilis, ha az 6t meghatarozo p (vagy kanonikus M) mérték
bizonyos homogenitasi tulajdonsidggal rendelkezik. Ha ennek a homogenitasi tulaj-
donsagnak csak egy gyengitett, csupan ¢t = k", n = 0,41, +£2,..., alaki paraméterekre
megkovetelt valtozata igaz, ahol k egy rogzitett egész szam, akkor teljesiilhet a sta-
bilitast kifejez6 (x) tulajdonsig egy gyengitett valtozata, de a tekintett eloszlds nem
stabilis.
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