Eloszlasfiiggvény becslése cenzoralt minta segitségével.
A jo becslés megtaldldsa.

Az empirikus eloszlasfiiggvény becslése cenzordlt minta alapjan a kovetkez6 feladatot
jelenti.

Legyen X1,..., X, fliggetlen, egyforma eloszlasi valészintiségi valtozdk sorozata F
eloszlassal, 71, ..., Z, fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozdk sorozata G
eloszlassal, és legyen az Xq,..., X, és Z1,...,Z, sorozat egymastdl fiiggetlen.

Nem ismerjiik sem az F sem a G eloszlasfiiggvényt. Az F' eloszlasfiiggvényt ki-
vanjuk megbecsiilni, de csak az Y; = min(X;, Z;) val6szintiségi valtozdkat, és a §; =
I(X; < Z;) eseményeket, 1 < i < n, tudjuk megfigyelni, azaz azt, hogy a megfigyelt Y;
valészintiségi valtozd X;-vel vagy Z;-vel egyenlé-e.

Kaplan és Meyer a kovetkezd becslést javasolta az S(u) = 1 — F(u) fliggvényre:

n N(Y;) I1(Y;<u,6;=1)
R SV h < Yi,...,Y,
11;[1(]\7<}/z)+1) au_max( 1, ) )

0 ha u > max(Yy,...,Y,), 6, =1
nem definialt ha v > max(Yy,...,Y,), d, =0,

ahol .

i=1
és 6, = Si(n), ahol az i(n) indexet az Yj(,) = 1r£1ia<XnY; képlet definidlja. Az iires szorzat
értékét (azaz az S, (u) kifejezés értékét abban az esetben, ha nincs az Y; < u, §; =1
feltételt kielégité mintaelem) 1-nek definialjuk.
Azt kivanjuk megmutatni, hogy ez a becslés maximum likelihood tipusu becslés
a kovetkezdé értelemben. Becsiiljik meg az (F,G) eloszlaspart a kovetkezé mdédon.
Legyenek x1, ..., x5, 1 < T3 < --- < xk, azon Y; valdszinliségi valtozok értékei, ame-
lyek valamelyik X; valtozoval egyenldek, azaz minden x4, 1 < s < k, ponthoz létezik
olyan 7 index, amelyre X; = x4, és §; = 1, és legyenek z1,...,2;, 21 < 29 < -+ < 27, azon
Y; valészintiségi véaltozok értékei, amelyek olyan Y; véaltozok értékei, amelyekre Y; = Z;,
azaz 0; = 0. Feltessziik, hogy mind az F' mind a G eloszlds atommentes, ezért nem
jelenik meg ugyanaz a mintaelem kétszer. Ha xzp > y;, akkor bevezetiink egy ‘fiktiv’
Yi+1 > Tk, ha y; > x akkor bevezetiink egy ‘fiktiv’ xp11 > y; elemet. Ennek értékét
tetszélegesen vélasztjuk. Vegyiik az 6sszes olyan (F,G) eloszlaspart, amelyre F' az x;,
1<i<k, (vagy1<i<k+1),Gaz,1<j<lIl vagy (1 <j <[+ 1) pontokba van
koncentralva. Szamoljuk ki, hogy ezen eloszlasparok koziil melyikre lesz a legnagyobb
annak a valdésziniisége, hogy az altalunk megfigyelt sorozat jelenik meg. Azt allitom,
hogy ez a feladat megoldhatd, és a megoldas az F' eloszlasra a Kaplan és Meyer altal
javasolt képletet adja. A G eloszlasra egy hasonlé képletet kapunk, de azt nem irom fel.
A fiktiv zp 1 vagy z141 értéket azért vezettiik be, mert ha zj a legnagyobb megfigyelt
érték, akkor Z; pozitiv valdszintiséggel felvesz ennél nagyobb értékeket is, és hasonld
argumentum érvényes akkor, ha y; a legnagyobb megfigyelt érték.
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Legyen p; = P(X; = %), ¢; = P(Z1 = %;), és szamoljuk ki annak valdszintiségét,
hogy ilyen eloszlas esetén az altalunk bevezetett esemény kovetkezik be. Vezessiik be a
Pi=p;+ - +pi, 1 <i <k, szdmokat, ha nincs xx41 elem, és a P, = p; + -+ + pr+1,
1 <4 < k+1, szdmokat, ha van x4 elem. Hasonléan, legyen Q; = ¢q; + --- + q,
1 <j <1, hanincs 241 elem, ésa Q; = qj +---+q4+1, 1 < j <1+1, ha van 2 elem.
Teljesiil a P, = Q; = 1 azonosség. Irjuk fel a minket érdekls valészinfiséget.

Annak a valészintisége, hogy egy mérésnek z; az eredménye p;Q,;y, 1 < @ < k,
és annak valészintisége, hogy az z;-vel egyenlé q; P(;y, 1 < j <1, ahol az r(i) és s(j)
indexeket a z.;—1 < o; < zZp5) €8 Tyy)—1 < 27 < Tg() képletek hatdrozzdk meg.
(Bevezetjiik az xg = zg = —oo konvenciét.) Ennek alapjan a keresett val6szintiség

k I
P=Ppp. ..,q,q,. ..)= HpiQr(i) ' HQsz(j)-
i=1 j=1

Végezzikelap; = P—Piy1,1 <i<k,és¢q; = Q; —Qj+1, 1 < j < helyettesitéseket a
fenti képletben, (Pyy1 = 0, ha nem létezik xxy1, és Q11 = 0, ha nem étezik z;,1 elem),
és rendezziik at a fenti egyenlet jobboldalat, mint két olyan kifejezés szorzatat, amelyek
kozil az elso kifejezés egy olyan szorzat, amelyben csak P;-tol fliggo, a masodik kifejezés
olyan szorzat, amelyben csak @;-t6l fiiggd tagok vannak. Vezessiik be a kovetkezd
jeloléseket: «(i) a z; pontok szdma az (z;,x;41) intervallumban, ((j) az z; pontok
szama a (zj, zj41) intervallumban. Ezzel a jel6léssel azt kapjuk, hogy

P=1-1,
ahol
k—1 . k—2 _
Ln=[w- PPy Po= [P - Pa) PEY - Py — PPTIFY,
i=1 i=1
ha 41 nem létezik, és
k
L= - PP,
i=1
ha zj1 1étezik. Hasonléan
1—2
j 41
L =T]Q; - Qi+1)Q}Y - (Qi-r — Q@7 VY,
j=1

ha 2,41 nem létezik, és
!

I = []@; — @+0)@Q),

J=1

ha z;41 létezik.



Ennek alapjan a keresett becslés megtalalasanak érdekében a kovetkezo szélsoérték
feladatot kell megoldanunk. Taldljuk, meg milyen (Py,..., Py) (vagy (P1,..., Pkt+1))
vektorra veszi fel az I kifejezés a maximumat az 1 = Py > P, > --- > P, > 0 (illetve
1=P > P>+ > Piyq1 > 0) feltétel mellett.

A feladat megolddsaban a kovetkezd lemmat fogjuk hasznalni.

Lemma. A (P —x)z%, 0 <z < P, a > 1, kifejezés az x = 7 PP pontban veszi fel a
mazimumdt, és ott értéke %HPO“H.

Bizonyitds. A (P —z)x® fiiggvény derivéltja a(P — z)x® ! — 2% = 27 a(P — 2) — 2].
Ez az xg = ;57 pontban egyenld nulldval. Az xy pont a fliggvény maximumbhelye, és a
fiiggvény értéke ebben a pontban %HPO‘“.

Szamoljuk ki I; maximumdénak az értékét elészor abban az esetben, ha xj.1 nem

létezik. Ha a Pi,..., Pr_1 pontokat rogzitjik, és keressiik azt a P, szamot, amelyre Iy
értéke maximalis, azt kapjuk (a lemma segitségével), hogy Py = %Pk_l, és
k—2
I, = const. 1_[(pz _ Pz'—f—l)PZO_é’_(;) Pa(k 2)+a(k—1)+2
i=1

egy olyan konstanssal, amely csak az «(-) szdmoktdl fiigg, de nem fiigg a P; szamok
valasztasatol. Ezutan a P értékét vélasztjuk meg rogzitett P;, 1 < ¢ < k — 2 értékek
mellett Ggy, hogy I értéke maximélis legyen. Azt kapjuk (a lemma segitségével), hogy

_ a(k—2)F+a(k—1)+2 ,
Pr1 = =) rati=1)+3 L h—2, €8
k—3 '
Iy = const. [[ (P — Praa) PR - pptyProtmitalies,
i=1

Indukciéval kapjuk, hogy tetszoleges i indexre 2 < ¢ < k, az [; maximumat nyudjto
vektor P; koordinatdjanak a valasztasa a kovetkezo.

afi—1)+-+alk—1)+k+1—1
P'L': . .PZ'—17
at—1) 4+ +ak—1)+k+2—1

és
k—i—1

I; = const. H (Py — Pyy1) psoﬁ) ,Pioi(i—2)+...+a(k—1)+k—i+2.

Vegyiik észre, hogy
ai—1)+-+ak—1)+k+1—i=N(z;—1)

(azzal az N (-) kifejezéssel, amelyik az 1 — F), (u) becsléfiiggvény definiciéjdban szerepel),
mert a(i — 1) + --- + a(k — 1) darab z;_1-nél nagyobb z; és k + 1 — i darab z;_;-nél
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nagyobb z;; szam van. Ezért a szélséérték feladatot megoldd P; szamokra felirhatjuk,
hogy

P; N(xi-1) .
= , 2<i<k. *
Py  N(zi-1)+1 - ()
Maésrészt P; = 1. Innen azt kapjuk, hogy
T N(@ea) ,
P, = ———, 2<:1:<k.
3_1_12 N(l‘s_l) +1

Ez tekinthet6 gy, mint a Kaplan és Meyer altal javasolt becslés felirdsa mas alakban,
mert S, (u) =1 — F,(u) = P;, ha z;—1 < u < x;. (Itt megint az xyp = —oo konvenciét
hasznaljuk.)

Az az eset, amikor létezik xp,; pont hasonléan targyalhaté. De ilyenkor létezik

a Pyiq valdszintliség, és az a(k) > 1 szdm is. Az el6z6 esethez hasonléan szamolva
(k)
a(k)+1
valasztassal. Ezutan indukcioval kiszamitjuk a P _ s valdoszinliségek optimalis valaszta-

sat és a hozzajuk tartozo I kifejezés értékét. Azt kapjuk, hogy

azt kapjuk, hogy Pri1 = Py, és az I kifejezés is kiszamolhato ezzel a Py

p_ali= 4 tak)+h+1-i,
T ali—D) 4 +ak)Fk+2—3 Y

minden 2 < ¢ < k indexre, (és az I kifejezésre is felirchatunk az el6z6 esethez hasonld
formuldt). Ezért a (%) formula ekkor is érvényes. Kovetkezésképp most is a Kaplan
és Meyer altal javasolt formulat kapjuk, mint az itt tekintett maximumhely keresése
feladat megoldasat.



