Elégséges becslések a statisztikaban.

A statisztikdban fontos szerepet jatszd becsléselmélettel foglalkozunk. Az
els6 minket érdekld kérdés az, hogy a rendelkezésre allé6 mintabol, aminek a
segitségével egy eloszlascsalad ismeretlen paraméterét akarjuk becsiilni, ho-
gyan valasszuk ki a szamunkra lényeges informaciot, és hagyjuk el a 1ényegte-
lent. Ez a probléma vezet el minket az elégséges statisztika fogalmahoz. An-
nak érdekében, hogy ezt a problémat jobban megértsiik tekintsiik a kovetkezo
példat.

Egy lampa élettartamat akarjuk megbecsiilni. (Ez az élettartam a becsii-
lendd ismeretlen paraméter). Ennek érdekében vesziink n szamu lampét, és
megmérjik ezek Xi,..., X, élettartamat. Ezenkiviil megszamoljuk meny-
nyi ezen lampék osszélettartama, és ahdny orat égtek egyiitt ezek a lampak
Osszesen, annyiszor feldobunk egy dobodkockat, és megszamoljuk a hatos
dobdsok Y szamét. Adjuk meg a Z = (Xi,...,X,,Y) vektor értékét a
becslést végzo személynek. Viladgos, hogy ebben az adathalmazban a Z vek-
tor utolsé koordinataja az Y szam folosleges, tehat a Z vektor elsé n ko-
ordindtaja, a 2’ = (Xi,...,X,) vektor ugyanannyi értékes informéciét ad,
mint a Z vektor, tehat ez elégséges statisztika.

Meg kivanjuk adni az elégséges statisztika jé definiciéjat olyan esetekben
is, amelyekben bizonyos adatok foloslegessége nem olyan nyilvanvald, mint a
fenti példaban. Ezenkiviil szeretnénk egy jé tételt bizonyitani, amely segit az
elégséges statisztikdk megtalaldsdban. Masik célunk egy olyan eredmény bi-
zonyitasa, amely megmutatja, hogy elégséges statisztikak segitségével ugyan-
olyan jo becslést tudunk adni, mint a teljes, tehat az elégséges statisztika
informacioin kiviil az elégséges statisztika hasznalata soran elhagyott in-
formaciokat is felhasznalé mddszerek segitségével.

A fenti példdban a Z = (X, ..., X,,Y) véletlen vektor feltételes eloszldsa
aZ = (X1,...,X,) = (21,...,x,) feltétel mellett nem fiigg a becsiilend6
paramétertél, (azaz a lampa élettartamatdl), mert e feltétel mellett X; =
T1,..., Xn = x,, és a Z vektor utolsé koordinatjanak, az Y valdszinliségi
valtozonak az értéke nem fiigg a keresett paraméter értékétol, mert az, hogy
hanyszor dobtuk fel a kockat, az az 1, ..., x, szamok értékétol fligg.

A most targyalt példa sugallja az elégséges statisztika definiciéjat. Olyan
esettel fogunk foglalkozni, ahol a megfigyelt X valdszintiségi valtozd értékét
az R" n-dimenziés Euklideszi térben veszi fel, (példaul fiiggetlen 1-dimenzids
valésziniiségi véltozok n elemi sorozatat figyeljiitk meg), de tekinthetnénk
altalanosabb esetet is. Példaul a valdszintiségi valtozé értéke lehet a [0, 1] in-



tervallumban folytonos fiiggvények terének egy eleme. Fiiggjon ennek eloszla-
sa egy ismeretlen ¢ paramétertol. Ezenkiviil definidlunk egy T'(z) fliggvényt
az R" téren, és azt mondjuk, hogy T(X) elégséges statisztika, ha az X
valdszintiségi valtozé feltételes eloszlasa, feltéve a T'(X) valdszintiségi valtozd
értékét a ) paraméterrel indexelt Py mérték szerint nem filigg ettdl a o para-
métert6l. Az egyszeriiség kedvéért fel fogjuk tenni, hogy a T'(X) statisztika
egy m-dimenzids Euklideszi térben veszi fel az értékét valamilyen m para-
méterrel, azaz T: R"™ — R™. Az el6zoleg tekintett példaban Z volt az X
valésziniiségi valtozé a T(X) elégséges statisztikat pedig igy kaptuk, hogy
a Z vektornak elhagytuk az utolsé koordinatajat. Az elégséges statisztika
pontos definicidja a kovetkezo.

Elégséges statisztika definiciéja. Legyen adva egy (2, A) mérhetd tér és
eqy X wvalosziniségi vdltozo ezen a mérheto téren, amely értékeit az R™ Euk-
lideszi térben veszi fel. Tegyiik fel, hogy az X wvaldosziniiségi vdltozo eloszldsa
Py, ahol 9 € © egy © paraméter halmazzal. (Maga a ¥ paraméter is-
meretlen, €s ezt akarjuk megbecsilni az X waloszinidségi vdltozo értékének
a segitségével.)

Legyen T'(x) mérhetd figguény az R™ téren, amely értékeit eqy R™ Euk-
lideszi térben veszi fel valamilyen m paraméterrel. Azt mondjuk, hogy T(X)
elégséges statisztika (az X megfigyelésre vonatkozdlag), ha abban az esetben,
amikor az X wvalosziniiséqi valtozo eloszlasa Py valamely 9 € © paraméterrel,
a T(X) waldszintiségi vdltozo feltételes eloszlasa feltéve az X waldsziniiségi
valtozo értékét nem figg ettol a ¥ paramétertol, azaz minden x € R™ pontra
és A C R"™ Borel mérhetd halmazra

Py(y: y € Alo(T(z))) = ha(T(x)) minden 9 € © paraméterre (1)

valamely Borel mérhetd ha(-) fugguénnyel az R™ téren. Az (1) azonossdg bal
oldalan az {y: y € A} halmaz indikdtor fugguényének vettik a feltételes vdr-
hato értékét az (R, B"™, Py) valosziniségi mezdn a T(x) valdsziniiségi vdltozo
dltal generdlt o(T(x)) o-algebra szerint. Ez a feltételes vdarhats érték a T'(z)
valdszindségi vdltozo figguénye. Az (1) formula dllitdsinak lényeges része
az, hogy a benne szerepld ha(-) figvény nem figg a ¥ paramétertd.

1. megjeqyzés: Erdemes néhany szot szolni arrdl, hogy milyen valdszintiségi
mezoben és milyen valdszintiségi valtozdkkal fogunk dolgozni vizsgalataink
soran. A matematikai statisztika klasszikus problémaiban fiiggetlen, egy-
forma eloszlasu (X, ..., X,) valésziniliségi véltozdk sorozatdval dolgozunk



valamilyen ismeretlen Py, ¢ € ©, eloszlassal. Kényelmesebb lesz ezt a soroza-
tot egyetlen X = (X7,...,X,) vektor értékii valésziniiségi valtozénak tekin-
teni, tehat az igy definidlt X véletlen vektornak az eloszlasaval dolgozni a
szorzattéren, és azt jelolni Py-val. Ilyen médon nem csak fliggetlen, hanem
fliged valdszinliségi valtozok sorozatat is tudjuk vizsgalni a modelliinkben.

A masik fontos kérdés az, hogy hogyan definidljuk azt a valdszinliségi
mezOt, amelyben dolgozunk. A mi X valdsziniiségi véltozénk egy (€2, .4, P)
valoszintiségi mezoben van definidlva, de mi nem ezt a rendszert figyeljiik
meg, Mi azt tudjuk, hogy az X valdszintiségi valtozo eloszlasa Py egy is-
meretlen ¥ € © paraméterrel. Ezért érdemes egy olyan valdszinliségi mez6t
tekinteni, ahol a Py eloszlasokkal dolgozunk.

Ennek érdekében tekintsiik az (R™, B", Py), ¥ € O, valészinliségi mezét,
azaz az R" Euklideszi teret a B" Borel o-algebraval, ha az X valdszintiségi
valtozd az R"™ téren veszi fel az értékeit, és Py az X valdszinliségi valtozé
eloszlasa, azaz Py(B) = P(X € B) minden B € B"™ halmazra. Ezenkiviil
tekintsiik a {(z) = z, x € R", valdsziniiségi véltozdét az (R™, B", Py) téren.
Ekkor £(z) eloszldsa Py.

Alkalmas T'(X) elégséges statisztikat keresiink. De ezt tigy definidljuk,
hogy megadunk egy az (R", B") téren definidlt mérhet6 T'(x) fliggvényt, és
ebbe behelyettesitjiik az X valdszinliségi valtozdt. Az egyszerliség kedvéért
feltessziik, hogy a keresett T'(x) fliggvény egy 7. R™ — R™ Borel mérhetd
fiiggvény az R"™ Euklideszi térbdl az R™ Euklideszi térbe valamely m > 0
paraméterrel. Hasonldoan egy az X valdszintiségi valtozo segitségével definidlt
S(X) paraméterbecslést gy adunk meg, hogy definidljuk azt az S(x) fiigg-
vényt az R™ téren, amelyikbe az X valdszinliségi véaltozot behelyettesitjiik.
Jegyezziik meg, hogy ha az X valészinliségi valtozé Py eloszlasi, akkor
az S(X) és az (R", B", Py) valésziniiségi mezén definidlt S(x) valdsziniiségi
valtozo eloszldsa megegyezik.

2. megjegyzés: Hasznalni fogjuk a kovetkezé mértékelméleti eredményt is.
Legyen adva egy T'(z): R™ — R™ Borel mérhet6 fiiggvény, és definidljuk
a o(T(x)) o-algebrat az (R", B") mérhetd téren tigy, mint azt a legsziikebb
o-algebrat, amelyre a T'(z) fiiggvény mérhets. A mértékelmélet egy fontos
eredménye szerint egy az (R", B") mérhet6 téren definialt 7 fiiggvény akkor és
csak akkor mérhet6 a o(7T(x)) o-algebra szerint, ha felirhaté n(x) = h(T'(x))
alakban egy az R™ Euklideszi téren Borel mérhet6 h(zx) fiiggvény segitségével.

3. megjegyzés: Felidézem azokat a Radon—Nikodym derivaltakrél szolé ered-
ményeket is, amelyeket e jegyzetben hasznélni fogunk.



Legyen adva egy u és egy ranézve abszolit folytonos v mérték egy (€2, .4)

mérhetd téren, és jelolje Z—Z a v mérték Radon-Nikodym derivaltjat a u
mérték szerint. Ekkor a kovetkezd képlet segitségével tudunk attérni egy

a v mérték szerinti integralrél egy p mérték szerinti integrélra.

[ 1) dv) = [ £ w) dute).

Ezzel az eredménnyel szoros kapcsolatban van a kévetkezo azonosssag. Ha
adva van egy u egy v és egy P mérték tgy, hogy v abszolit folytonos a p, és
P abszolut folytonos a v mértékre, akkor igaz a kovetkez6 azonossag:

dP dP,  dv

@(w) = @(W)@(W)-

Ez az azonossag tgy értendd, hogy a két oldal egyenlé majdnem minden
w € § pontban a p mérték szerint. Ezeket az eredményeket egy altalanos

(2, A) mérhet6 térben fogalmaztuk meg, de csak az (R™, B") térben fogjuk
hasznalni.

A kovetkez6 eredményben az elégséges statisztika olyan jellemzését ki-
vanjuk adni, amely segit az elégséges statisztikdk megtalalasaban. Olyan
esetet vizsgalunk, amelyben a tekintett Py eloszldsok abszolut folytonosak
egy o-véges pu mértékre az R™ Euklideszi térben, tehat létezik a ddﬁ Radon—
Nikodym derivalt minden 9 € © paraméterre. Az alabbi Neyman—Fisher fak-
torizacios tétel megadja a % Radon-Nikodym derivaltak tulajdonsagainak a
segitségével annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy egy T'(X) statisztika
elégséges legyen az X statisztikara nézve.

Neyman—Fisher faktorizacios tétel elégséges statisztikak jellemzé-
sérél. Legyen adva egy X wvaldsziniségi vdltozo egy (2, A) mérhetd téren,
amely értékeit az R" Fuklideszi veszi fel. Legyen az X wvaldsziniségi viltozo
eloszlasa valamely Py valdosziniiségi mérték az R™ Euklideszi tér Borel mér-
hetd részhalmazain, ahol ¥ € © egy © paraméter halmazzal. Tegyik fel, hogy
létezik eqy olyan p o-véges mérték az R™ tér Borel mérhetd részhalmazain,
amelyikre mindegyik Py, ¥ € ©, mérték abszolut folytonos erre a jn mértékre
az (R™,B"™) téren. Legyen T(x) R™ értékii mérhetd fugguény az R"™ téren.

A T(X) statisztika akkor és csak akkor elégséges az X statisztikdra nézve,
ha mindegyik 9 € © paraméterre a % Radon—Nikodym derivdlt az (R", B™)
FEuklideszi téren felirhato

—— () = fo(T(x))g() (2)



alakban, ahol fy(-) mérhetd figguény az R™ téren, g(x) pedig olyan mérhetd
fligguény az R™ téren, amelyik nem fiigg a ¥ paramétertol.

A Neyman-Fisher faktorizacios tétel bizonyitasaban fel fogjuk hasznélni
az alabbi lemma eredményét.

Lemma. Legyen adva Py, ¥ € O, valosziniségi mértékek olyan csalddja az
(R™, B"™) Euklideszi téren, amelynek mindegyik eleme abszolit folytonos egy az
(R™, B™) téren definidlt . o-véges mértékre. Ekkor létezik megszamldlhatéan
sok V1,0s,..., ¥; € ©, 3 = 1,2,..., paraméter, és ¢; > 0, 7 = 1,2,...
valds szdmok sorozata gy, hogy >272,c; = 1, és Q = 372, ¢; Py, olyan
valdszindségi mérték az (R",B™) téren, amelyre teljesil, hogy Py abszolit
folytonos a QQ mértékre minden ¥ € © index esetében.

Megjegyzés. A cj, ¢; > 0, 3272, ¢; = 1 paramétereket tetszlleges moédon
valaszthatjuk a fenti lemmaban.

A lemma bizonyitisa. Feltehetjiik, hogy a lemmaban szereplo p mérték véges
és nem csak o-véges. Valdban, ha p felirhaté p = 3272, p; alakban, ahol p;,
7 =1,2,..., véges mérték, akkor a p mértéket helyettesithetjiik tetszoleges
W= 2721 ¢jpy alaku mértékkel is a lemmadban, ahol ¢; > 0, és a ¢; konstansok
alkalmas valasztasaval elérhetjiik, hogy az 1j ' mérték véges legyen.

Vezessiik be a valészintiségi mértékek P csaladjat, ahol P € P | ha
léteznek olyan Py, mértékek, o; € O, és ¢; > 0, j = 1,2,..., konstansok,
amelyekre >37%, ¢; = 1, és P = 3772, ¢; Py,. Vilagos, hogy mindegyik P € P
mérték abszolut folytonos a p mértékre.

Elég belétni, hogy van olyan ) € P mérték, amelyre igaz, hogy mindegyik
P € P mérték abszolut folytonos erre a () mértékre. Egy ilyen mérték
megtalaldsa érdekében definidljuk a B(Q) = {:c: %(m) > 0} halmazt minden

Q € P mértékre, és legyen A = sup pu(B(Q)). Azt allitom, hogy létezik
B(Q): QeP
olyan @) € P mérték, amelyre pu(B(Q)) = A. Valéban, vegyiik olyan B(Q,),

Q. € P, n=1,2,..., halmazok sorozatét, amelyekre u(B(Q,)) — A. Ekkor
a @ = Y 27"P, mértékre Q € P, B(Q) D U B(Qn), ezért u(B(Q)) >
=1 n=1

limsup,,_, . u(B(Q,)) > A, illetve az A szam definiciéja miatt p(B(Q)) = A.

Azt allitom, hogy minden P € P mérték abszolit folytonos az el6bb
konstrualt () mértékre. Valéban, tekintsiink egy P € P mértéket. Ha ez
nem lenne abszolit folytonos a () mértékre, akkor létezne olyan D € B
halmaz, amelyre P(D) > 0, és Q(D) = 0, ezért D N B(Q) = 0. Tovébba
PD')>0aD =Dn {x: %(m) > 0} halmazra, ezért pu(D’) > 0. Innen
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egyrészt (B(Q) U D) = w(B(Q)) + u(D') > p(B(Q)) = A, mdsrészt a
Q" = 3(Q + P) mértékre Q* € P, és B(Q) U D' C B(Q*). Ez azt jelenti,
hogy u(B(Q*)) > u(B(Q)UD') > A, és ez ellentmondds. A lemmat belattuk.

A Neyman—Fisher faktorizdcids tétel bizonyitdisa. El6szor azt latjuk be, hogy
ha a T'(X) statisztika elégséges, azaz teljesiti a (1) relaciot, és uegy a Py, ¥ €
©, valdszintiségi mértékeket domindlé mérték, akkor teljesiil a (2) reldcié is
ezzel a p mértékkel. Elso 1épésben a % Radon—Nikodym derivaltak helyett a
Cilﬂ Radon—Nikodym derivéltakat szamoljuk ki, ahol ) a lemméaban szereplo
tulajdonsagokat teljesité mérték.

Megmutatjuk, hogy az (1) tulajdonsdg nem csak a Py, ¥ € ©, hanem
minden P € P mértékre, tehat specidlisan a ) mértékre is érvényes. En-
nek érdekében tekintsiink egy A € B(R") és B € B(R™) halmazt, egy
P = 37 ¢iPy, € P valosziniiségi mértéket, és végezzik el a kovetkezd
szdmolast, amelyikben felhasznaljuk az (1) formuldt, és benne a h(T'(x))
fliggvény jelentését.

P({a: x € Ay {z: T(z) € B})
- chpﬁj({x; z e Ay n{z: T(z) € BY)

fjc /{” EB}hA(T(a:))dPﬂj

J=1

Z Cj hA dPﬁ
GB}

ahonnan
P(x € Alo(T(z))) = ha(T(z)) minden P € P mértékre.
Specialisan
Py(x € Alo(T(X))) = Q(z € Alo(T(z))) minden ¥ € © paraméterre.

Ennek az utolsé reldcidnak a segitségével fogjuk bizonyitani a (2) relaciét.

Ennek érdekében el6szor a %2 9 € ©, Radon-Nikodym derivéltat fogjuk

dQ
kiszémolni.



Jelolje f9(T'(x)) a % Radon-Nikodym derivaltat az (R™, o(T(x))) téren,
azaz, amikor azt a o(T'(z)) o-algebrat tekintjiik az R™ téren, ami a legsziikebb
olyan o-algebra az R"™ téren, amelyikre a T'(z) fiiggvény mérhets. Ez a
Radon—Nikodym derivélt a T'(x) fliggvény fiiggvénye, mert o (7' (x)) mérheto.

Ekkor tetszéleges A € B(R™) halmazra, felirhatjuk hogy

Py(z: w € A) = /p,g(x e Alo(T(x)))dPy
= [ QU w € Alo(T(@) fs(T(2))dQ
= /EQ(I{@U: searfo(T(x))]o(T(X))dQ

= [Tweenfo@)aQ = [ (T()dQ,
ahol 14 az A halmaz indikator fiiggvényét jeloli.
Innen

dPy
@(I) = fo(T(z)),

dP, dP, dQ
) = @) 2 0) = Tl

ahol g(z)) a % Radon—Nikodym derivélt az (R", B") téren. A (2) formulat
belattuk.

és

Lassuk be, hogy a (2) formuldbdl kovetkezik a (1) formula. Ennek érde-

kében el6szor kiszamoljuk a % Radon—Nikodym derivaltat, ha a % Ra-

don—Nikodym derivéalt teljesiti a (2) reldcidt.
Azt allitom, hogy

C;]g;(gg) =uy(T(x)) a B" o-algebran (3)
o _ e(T(2)
uo(T(@)) = 721 ¢t (T(2))

fiiggvénnyel. Az uy(T(x)) fiiggvény explicit alakjanak az ismeretére nem
lesz sziikségiink, elég azt tudni, hogy ez T'(z) fiiggvénye. Azért hasznosabb
a (3), mint a (2) formula, mert ebben nem szerepel a masodik, nem a T'(x)
fiiggvénytdl fiiged g(x) faktor, (amelyik viszont nem fiigg a ¢ paramétertol).
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P19 _ dPy dQ

A (3) bizonyitésédban felhasznaljuk a %2 — kT

azt kapjuk, hogy

azonossagot, ahonnan

FoT@)g(o) = 4 @) (i cjfﬁj<T<x>>>g<x>) .

‘gg Radon-Nikodym derivaltat megkapjuk a (3)

Innen osztassal kifejezve a
formulat a megadott uy(7T'(z)) fliggvénnyel. Valdjaban az emlitett szdmolas
jogossaga némi indoklasra szorul. Mi van akkor, ha a felhaszndlt azonossag
mind a két oldala nullaval egyenlé? Csak réviden indokolom meg a szamolas
jogossdgdt. A bizonyitandd azonossig igaz, ha 2" < fy(T(x))g(x) < 271
és 2™ < 52 ¢ifo,(T(x))g(x) < 2m71 valamilyen n,m = 0,£1,£2,...
szamokkal. Innen kovetkezik, hogy a (3) formula igaz majdnem minden
x pontban a () mérték szerint, mert csak null mértékii halmazt nem vettiink
figyelembe a szamolasban.

Beldtom, hogy a (3) formula teljesiilése esetén érvenyes az (1) formula
a ha(T(x)) = Eq(U{z: wcay|o(T(x))) vélasztdssal minden A € R"™ Borel
mérheté halmazra. Ez az alabbi szamolasbdl kovetkezik.

Tetszoleges A € R" és B € R™ Borel mérheté halmazokra

/{QC:T(LE))EB} {o: e d)B29 {z: T(z)eB} o EA}er( (x)) Q

- {a: T( )eB}E QUta: cayus(T(z))|o (T (2)))dQ

" o M0

— ha((T(2))dP,,
o T A((T(x))dPy

és ha(T'(z)) o(T(x)) mérheté fiiggvény. Ezért
By(z € A)|o(T(x)) = ha(T(2))).

Ezzel a tétel mindkét iranyu allitasat belattuk.

E jegyzet befejez6 részében azt mutatjuk meg, hogy ha adva van egy
ugynevezett torzitatlan paraméter becslés, akkor tudunk konstrualni olyan
elégséges statisztikan alapuld torzitatlan becslést, amelyik jobb ennél a becs-
lésnél, mert tetszoleges paraméter esetén kisebb a szorasa. A tétel megfogal-
mazasa elott felidézem a torzitatlan becslés definicidjét.

8



Torzitatlan becslés definicidja. Legyen adva egy (2, A) mérhetd tér és
azon eqy X wvalosziniiségi vdltozo, amely értékeit az R™ Euklideszi téren veszi
fel.  Legyen az X waldsziniiségi vdltozo eloszldsa Py, ahol ¥ € © egy ©
paraméter halmazzal. Annak a 9 paraméternek az értéke, amelyik megha-
tarozza az X wvaldsziniiségi vdltozo eloszldasat ismeretlen.

Legyen adva valamely (09), 9 € ©, figguény amelyet meg akarunk be-
cstilni. Az X waldszindségi vdltozo eqy S(X) figgvényét, ahol S(x) mérhetd
figgvény az (R"™, B™) téren becslésnek nevezink. Azt mondjuk, hogy S(X)
torzitatlan becslése a (V) figgvénynek, ha ES(X) = EyS(x) = () minden
¥ € O paraméterre abban az esetben, ha az X wvaldsziniiségi vdltozo eloszldsa
Py, ahol Ey vdrhato értéket jelent a Py mérték szerint.

A kovetkez6é Rao—Blackwell-Kolmogorov tétel arrdl szdl, hogy hogyan
lehet egy torzitatlan paraméter becslést helyettesiteni egy jobb, elégséges
statisztikdn alapuld torzitatlan becsléssel.

Rao—Blackwell-Kolmogorov tétel. Legyen adva egy (2, A) mérhetd tér,
azon eqy X R" térbeli értéket felvevd valdsziniségi valtozo, amelynek eloszldsa
a Py, v € O, eloszlasok csalddjaba tartozik valamely ismeretlen ¢ € ©
paraméterrel. Legyen adva a ¥ paraméter valamely 1(9) fiigguvényének egy
torzitatlan S(X) becslése az X waldsziniiségi vdltozo segitségével. Ezenki-
vil tegyik fel, hogy létezik egy olyan p o-véges mérték az R™ téren, amelyre
mindegyik Py, ¥ € ©, mérték abszolit folytonos, és egy olyan T(x) mérhetd
fligguény az R™ térbol valamely R™ térbe, amelyre a p mértékkel egyitt tel-
jestl a (2) formula valamely fo(T(x)) és g(x) fliggvényekkel.

Ekkor T(X) elégséges statisztika a Neyman—Fisher faktorizdcids tétel sze-
rint. Ezenkivil az Ey(S(x)|o(T(x))) feltételes varhato érték a Py mérték sze-
rint teljesiti az U(T(x)) = Ey(S(x)|o(T(x))) azonossdgot egy olyan az R™
téren definialt mérhetd U(x) fiigguénnyel, amelyik nem fiigg a ¥ paramétertdl.
U(T(X)) torzitatlan becslése a (V) figgvénynek, amelyre VarU(T(X)) <
VarS(X) minden 9 € © paraméterre, ha X Py eloszldsi 9 € © paraméterrel.

A Rao—Blackwell-Kolmogorov tétel bizonyitdasa. Eloszor azt kell megmutatni,
hogy az Ey(S(x)|o(T(z)) feltételes varhaté érték nem fligg a Py mértéktol.
A bizonyitas alapgondolata az, hogy a feltéteteles eloszlasok nem fiiggnek
a 1 paramétertdl, és a vizsgalt feltételes varhatd értéket ki lehet szamolni
a feltételes eloszlasok szerinti integral segitségével, tehat egy olyan integral
formdajaban, amely nem fiigg a 9 paramétertdl.

Ahhoz, hogy ezt a bizonyitast végrehajtsuk sziikséglink van a valdszinti-
ségszamitas egy nem trividlis eredményére a feltételes eloszlasok 1étezésérol,
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amelyek szerinti klasszikus Lebesgue integral lehetové teszi a feltételes varha-
t6 értékek kiszamoldsat. Valojaban ennél kicsit tobbre van sziikségiink. Ugy
kell megadni a feltételes eloszlasokat mindegyik Py mérték szerint, hogy ez az
eloszlas ne fliggjon a ¥ paramétertél. (A feltételes eloszldsok konstrukcidja
soran megjelenod kiilonbozé ¥ paraméterekhez tartozé null-mértékii kivételes,
rossz halmazoknak egyiittesen is kicsiknek kell lenniiik.) Ez a tulajdon-
sag azonban a Neyman—Fisher tétel bizonyitasaban kapott részeredmények
segitségével biztosithato.
Felidézem a feltételes eloszlasok 1étezésérol széld eredményt.

Legyen adva egy (€2, A, P) val6szintiségi mezo, azon egy F C A o-algebra
és egy & valdszinliségi valtozo amely értékeit az R™ Euklideszi térben veszi
fel. Ekkor létezik egy olyan F'(B,w) fiiggvény, ahol az els6 B koordinata az
R™ Euklideszi tér Borel-mérhet6 részhalmaza, a masodik w koordinata az §2
halmaz pontja, igy hogy a kovetkezo tulajdonsagok teljestilnek.

a) F(-,w) valésziniiségi mérték minden rogzitett w € € pontra az R™ tér
Borel mérhetd részhalmazain.

b) F(B,-) F mérhet6 fiiggvény az 2 halmazon, az R" Euklideszi tér minden
B rogzitett Borel mérheto részhalmazara.

c) P(§ € B|F)(w) = F(B,w) az R" tér minden B Borel mérheté részhalma-

zZara.

A Neyman—Fisher féle faktorizacios tételben belattuk, hogy a tétel feltéte-
leinek teljesiilése esetén 1étezik olyan () valdszintiségi mérték az R™ tér Borel
mérheté részhalmazain, amelyre Q(x € Blo(T(x))) = Py(z € Blo(T(x)))
minden B Borel mérheto halmazra az R"™ Euklideszi térben. Alkalmazhatjuk
a feltételes eloszlasokrdl szol6 tétel eredményét az (R™, B", Q) valdszinliségi
mezon a &(x) = x valdsziniliségi valtozéra és F = o(T(z)) o-algebrara. A
fenti eredmény alapjan a fenti vélasztasal kapott Q(B, x) feltételes eloszlas
véalaszthat6 a Py(B, x) feltételes eloszldsnak minden ¢ € © paraméterre.

Innen, és abbdl a viszonylag egyszerii eredménybdl, amely lehetové teszi
a feltételes varhaté érték kiszamolasat a feltételes eloszlds segitségével kovet-
kezik, hogy a

V(@) = Bo(S@)o(T(@) = [ Su)Qdy,)

10



fiiggvény nem fiigg a ¥ paramétertdl, és V(z) felirhaté V(x) = U(T(x))
alakban, mert o (7T (z)) mérheté fiiggvény.
A tétel befejez6 részének a bizonyitasa egyszert.

EU(T(X)) = EyU(T(2)) = Ey(Eo(S(2)|o(T(x)))
— E,S(2) = ES(X) = ()

ha az X valdszintiségi véltozé eloszlésa Py, tehdt U(X) az S(x) valészintiségi
véltozéhoz hasonléan a ¥ (v) fiiggvény torzitatlan becslése.
Hasonléan, felhasznélva a feltételes varhaté érték tulajdonsdgait kapjuk,

hogy

EUAT(X)) = EyUT(x)) = Ey ([Eo(S(@)|o(T(2))]?)
< ByS*(z) = BES*(X),

ha az X valdszintliségi valtozo eloszlasa Py.
Ezért az U(T(X)) és S(X) becslések torzitatlansdgét felhaszndlva kapjuk
a

Var U((T(X)) = BUX(T(X)) — v(9)? < ES*(X) — (9)? = Var S(X)
egyenlotlenséget, ha az X valdszintiségi valtozé eloszlasa Py.
Kiegészités.

Roviden ismertetek néhany tovabbi hasznos fogalmat és eredményt a becs-
lésekkel kapcsolatban. A bizonyitasokat elhagyom.

Az elégséges statisztikak nem egyértelmiien meghatarozottak. Példaul az
eredeti megfigyelt véletlen vektor mindig elégséges statisztika, de érdekes ese-
tekben van mas, kevesebb informaciét tartalmazo elégséges statisztika is. Az
a kérdés, hogy van-e legjobb elégséges statisztika. A vélasz nagyon altalanos
esetekben igenlo, de az eredmény megfogalmazasa érdekében elészor be kell
vezetni a megfelel fogalmat. Ezért definialjuk a minimalis elégséges statisz-
tikakat.

Minimalis elégséges statisztika definicidja. Legyen adva egy (2,.A)
mérhetd tér és azon eqy X wvaldsziniiségi vdltozo, amely értékeit az R™ Euk-
lideszi térben veszi fel, és eloszldsa valamely Py, ¥ € © wvaldszintiségi mérték
az R" téren egy © paraméter halmazzal.
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Legyen T'(z) olyan mérhetd (vektor értéki) fiigguény az R™ téren, amelyre
T(X) elégséges statisztika ezzel a Py, O € ©, mértékesaldddal. Azt mondjuk,
hogy T'(X) minimdlis elégséges statisztika, ha minden olyan S(x) figguényre
az R™ FEuklideszi téren, amelyre S(X) elégséges statisztika ugyanezzel a Py,
U € O, mértékcsaldddal, a T(x) = u(S(x)) azonossdg teljesil valamely u(-)
mérhetd fiigguénnyel, vagy ami ezzel ekvivalens, o(T(-)) C o(S(+)), azaz az
a legsziikebb o-algebra az R™ téren, amelyre a T(-) fiigguény mérhetd, kisebb,
mint az a legszikebb o-algebra az R"™ téren, amelyre az S(+) fliggvény mérhetd.

Ha két kiilonb6z6 Si(x) és So(x) fiiggvény mindegyike meghataroz egy
minimalis elégséges statisztikat (ugyanazzal a Py, ¥ € O, mértékcsalad-
dal), akkor az &ltaluk generélt o-algebrdk megegyeznek, vagy ami ezzel ek-
vivalens, e transzformécidk egymads fliggvényei, azaz léteznek olyan wuy(-) és
ug(+) fiiggvények, amelyekre Sy(x) = ug(S1(x)), és Si(x) = u1(S2(x)) . Ez az
eredmény megmondja, hogy milyen mértékben egyértelmiien meghatarozott
egy minimalis elégséges statisztika.

Nagyon altalanos feltételek mellett 1étezik minimalis elégséges statisztika.
Bahadur R. R. (1957) On unbiased estimetes of unifrormly minimum vari-
ance cimi cikkében, Sankhya,18, 211-224, bebizonyitotta minimalis elégséges
statisztikdk létezését akkor, ha létezik a Py, ¢ € O, mértékeknek kozos
dominélé mértéke. (Ez volt a Neyman-Fisher faktorizacids tétel feltétele
is.) Ismeretes ezenkiviil a minimélis elégséges statisztikdknak jellemzése is.
Errdél szél az alabbi tétel.

Tétel minimalis elégséges statisztikak jellemzésérol. Legyen a Py, 9 €
O, eloszlascsalad az R™ téren olyan, hogy e valdsziniségi mértékcsalddnak
van eqy p o-véges domindalo mértéke. Legyen a Py, v € O, mérték siri-
ségfiggvénye a p mérték szerint Ly(x). Egy T(x) figgvény akkor és csak
akkor hatdroz meg eqy minimdlis elégséges T'(X) statisztikdt, ha tetszdleges
x,y € R™ pontpdrra

Ly ()
Ly (y)

nem fiigg a ¥ € © paramétertél <= T(x) =T (y).

Heurisztikus szinten egyszertien megmagyarazhatéak az elébb megfogal-
mazott eredmények. Vezessiik be a kovetkezo ekvivalencia osztalyokat az R™
téren. Egy x ésy pont akkor tartozik ugyanabba az ekvivalencia osztalyba, ha
az Lo(@) hanyados értéke nem fiigg a 9 € © paramétertél. Vegyiik észre, hogy

Ly(y)
egy x és y pont ismerete ugyanazt az informaciot adja a ¥ € © paraméter
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értékérdl, ha ezek a pontok ugyanabban az ekvivalencia osztdlyban vannak,
mig eltérd informaciét ad, ha kilénbozo ekvivalencia osztalyokban vannak.
Ez a kovetkez6 képet sugallja.

Tekintstik azt az U o-algebrat az R™ téren, amelynek atomjai az el6bb
definidlt ekvivalencia osztalyok. Heurisztikus szinten azt varjuk, hogy egy
T(X) statisztika akkor és csak akkor elégséges, ha a T'(z) fliggvény mérhetd
az U o-algebrdra. Ez azt jelenti, hogy U a (1étezd) minimalis elégséges
statisztikdt meghatdrozé o-algebra, és T'(X) akkor és csak akkor minimélis
elégséges statiszika, ha a T'(x) fiiggvény az U o-algebrat generilja.

Egy mésik probléma, amivel foglalkozni fogunk az, hogy taldljunk minél
jobb torzitatlan paraméter becslést egy minta segitségével. Bevezetem az e
problémaval kapcsolatos legfontosabb fogalmakat, és megadok néhany ered-
ményt, de a bizonyitasokat elhagyom. Az els6 fogalom a hatdsossdg (effi-
ciency), amely arrdl szdl, hogy mikor jobb egy torzitatlan becslés, mint a
masik.

Hatasossag definicidja. Legyen T1(X) és To(X) a ¥ paraméter valamely
(V) figguényének torzitatlan becslése. Azt mondjuk, hogy a Ti(x) becslés
hatdsosabb, mint a To(X) becslés, ha

Vary(Th(X)) < Vary(Tx(X)) minden ¥ € © paraméterre.

A 9 € © paraméter eqy ¥(V), figguényének torzitatlan becslése hatdsos, ha
az a P(¥), 9 € O, fiigguvény minden torzitatlan becslésénél hatdsosabb.

A most bevezetett hatdsossag csak részben rendezés, ezért nincsen mindig
hatasos rendezés. Ha viszont van, akkor az egyértelmii. Ezt mondja ki az
alabbi tétel.

Tétel. Ha Ti(X) és To(X) egyardnt torzitatlan, hatdsos becslései a 1 (V),
¥ € 0, figguénynek, akkor

Py(Ti(z) = Tz(x)) =1 minden ¥ € © paraméterre.

Ez a tétel megegyezik a Bolla-Kramli konyv 3. fejezetének az 1.3 tételével.
A bizonyitast, amely megtaldlhaté ebben a konyvben elhagyom. Csak meg-
jegyzem a bizonyitas 6 gondolatat. Ha T7(X) és To(X) egyarant torzitatlan,
hatdsos becslései a ¥ (), ¥ € O, fuggvénynek, akkor ugyanez elmondhaté a

w becslésre is. S6t, abbdl hogy ez nem lehet szigorian hatasosabb,
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mint a 7 (X) és To(X) becslések, (kiilonben az utébbi becslések nem lennének
hatasosak) kovetkezik a tétel éllitasa.

Eredekel minket az is, hogy mikor van egyetlen torzitatlan becslés. Ez
vezetett az alabbi fogalom bevezetéséhez.

Teljes statisztika definiciéja. FEgy T'(X) statisztika teljes a Py, ¥ € O,
eloszldscsaldd szerint, ha minden olyan g(-) fliggvényre, amelyre érvényes az
Ey(9(T(x)) = 0 relacio minden ¥ € © paraméterre, ugyancsak érvényes a
Py(g(T(x)) =0) =1 reldcié minden 9 € © paraméterre.

A Rao—Blackwell-Kolmogorov tétel alapjan tudjuk, hogy ha T'(z) elég-
séges statisztika, akkor tetszdleges torzitatlan becslésnél van hatasosabb, a
T(X) statisztikdn alapul6 torzitatlan becslés. Ha ez a T'(X) statisztika tel-
jes, és egy ¥ (¥) fiiggvénynek van egy a T'(X) statisztikan alapul6 ¢g(T(X))
torzitatlan becslése, akkor ez a becslés hatasos, mert a teljesség miatt a ¢ (v)
fiiggvénynek nincs més a T'(X) statisztikan alapulé torzitatlan becslése.

Erdemes kimondani a kovetkezd tételt is. (Ez a Bolla—Kramli konyv
mdsodik fejezetének 3.3 tétele.)

Tétel. Ha eqy T(X) elégséges statisztika teljes, akkor az minimdlis elégséges
statisztika is.

Végiil ismertetem egy fontos eloszlascsaladnak, az igynevezett exponenci-
alis eloszlascsaladnak a fogalmat. Egyrészt fontos eloszlascsaladokrol mond-
hatjuk, hogy exponencialis fiiggvénycsaladot alkotnak, masrészt ezeknek szép
tulajdonsdgai vannak. Ezekben lehet taldlni természetes modon érdekes
elégséges statisztikakat, amelyek nagyon altaldnos feltételek mellett telje-
sek is. Ez az elobb kimondott tétel alapjan azt jelenti, hogy e statisztikak
minimalis elégséges statisztikak.

Exponencidlis eloszlascsaladok definicidja. Azt mondjuk, hogy az R"
Fuklideszi téren definidlt Py, ¥ € ©, waldsziniségi mértékek halmaza ex-
ponencidlis csalddot alkot, ha © C R* walamilyen k > 1 indexszel, a Py,
¥ € © mértékeknek Iétezik eqy v o-véges dominalo mértéke, és a Py, ¥ € O,
meértéknek a v mérték szerinti siriségfiigguénye a kévetkezd alaki.

dp, i

d—ﬂ(:c) = ¢(¥) exp {Z a;(NT;(x) p h(z) minden ¥ € © paraméterre, (4)
v s

valamilyen eldre megadott

a(®) = (a1 (9),...,ax(9)), T(z)= (T1(z),...,Te(x)), h(x) >0 és (V)
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fiigguényekkel, ahol a: © — R* és T: R™ — R*, h(x) egy alkalmas fiigguény
az R™ téren, és c(0) alkalmas normdld konstans, amelyik biztositja azt, hogy
Py valosziniiségi mérték legyen.

A Neyman—Fisher faktorizacios tételbol kovetkezik, hogy a
T(z) = (T (x),..., Te(z))

fliggvény elégséges statisztikat hararoz meg. Tovabba, ha Xi,..., Xy fiig-
getlen példanyai egy dd%(x) stirtiségfiiggvényli exponencidlis csaladnak egy v
dominalé mértékkel, akkor, ahogy azt egyszerii szamolas mutatja, az

X(N) = (Xla"'aXN)

==

vektor is exponencidlis eloszlast dv™ (zy,...,2x) = v(dz;) dominal6

J=1

(V)

-y . dP . . .
mértékkel, és a —f5y slirliségfiiggvényét is egyszertien fel lehet irni a kovet-
kez6 képlet segitségével.

(V) k l Al
IBy oy sow) = (D) exp {Z o) (310 } [ A,

j=1

Innen kovetkezik, hogy ebben az exponencialis eloszlascsaladban a

TNy, ... xy) = (én@g,...,in@g) (5)

vektor elégséges statisztika. (Lasd a Bolla-Kramli konyv 2. fejezetében a 3.4
Tétel bizonyitdsdnak a szdmoldsait.)

Abban a speciélis esetben, amikor a (4) formulaban a;(¥) = ¥;, 1 <
7 < k, van természetes paraméterezésii exponencialis csaladrdl beszéliink.
Ha adva van egy az (4) képlettel megadott stiriiségfiiggvénnyel rendelkez6
exponencidlis csalad, akkor ebbdl a ¢ = (d4,...,9) paraméter alkalmas
transzformacidjaval természetes paraméterezésii exponencidlis csaladot ka-
punk. Nevezetesen a 1J; paramétert az a;(v) paraméterrel helyettesitjiik
minden 1 < j < k indexre. (A v dominélé mértéket nem véltoztatjuk meg.)
Egy természetes paraméterezésii exponencialis csalddban szereplé mértékek
stirliségfliggvénye

dPy

ﬁ(as) = ¢(V) exp {Z ﬂjTj(az)} h(x) minden ¥ € © paraméterre  (6)

J=1
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alaku. Egy természetes paraméterezésii exponencidlis csaldadot teljes rangu-
nak neveziink, ha a © C R* paramétertartomany tartalmaz nyilt részhal-
mazt. Igaz a kovetkezo eredmény.

Tétel. Legyen adva egy a (6) képlettel definidlt természetes paraméterezést
exponencidlis csaldd. Ha ez az exponencidlis csaldd teljes rangi, akkor a
T(x) = (T\(x),...,Tk(x)) statisztika elégséges és teljes.

Megjegyzem, a (5) képletben definidlt statisztika szintén elégséges és tel-
jes, ha a hozzdkapcsol6dd exponencidlis csalddot az elobb leirt modon egy
teljes rangu természetes paraméterezésii exponencialis csalad segitségével

definialjuk.
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