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Negyedik fejezet: Hatarfeltételek folytonos idejii Markov folyamatokra, kiilonos tekintet-
tel a sziletési és haldlozdsi folyamatokra.

A konyv negyedik fejezete olyan folytonos idejii Markov folyamatok minél teljesebb
leirasat probalja megadni, amelyek véges ido alatt elérhetik a fazistér egyik hatarpontjat.
Folytonos idejii Markov folyamatokat altalaban a Markov folyamat infinitezimalis ope-
ratoranak vagy annak egy ebben a konyvben karakterisztikus operatornak nevezett
valtozatdanak a segitségével irnak le. A Markov folyamatok néhany mély tétele biztositja,
hogy ha a Markov folyamat nem keriil véges id6 alatt az allapottér egy hatarpontjaba,
akkor ez az operator, ‘amely infinitezimalisan megadja a Markov folyamat végtelen kis
ido alatt torténd valtozasat’, egyértelmiien meghatarozza egy adott kezdeti allapotbdl
inditott Markov folyamat eloszldsat. De problémat okoz az, ha a Markov folyamat
véges ido alatt elérheti az allapottér egy hatarpontjat, mert ekkor nem vilagos, hogy
mi torténik ezutan. E fejezet {6 témaja annak targyaldsa, hogy hogyan lehet folytatni
egy Markov folyamatot egy hatarpont elérése utan gy, hogy az tovabbra is Markov
folyamat maradjon.

E kérdés vizsgalata komoly problémat jelent a legegyszeriibb esetekben is, amikor
az infinitezimalis vagy karakterisztikus operatort egyszertien definidljuk, és a Markov
folyamatot kénnyen meg tudjuk konstrudlni az infinitezimélis vagy karakterisztikus
operator segitségével addig a véletlen idépontig, amikor a Markov folyamat eléri az
allapottér egy hatarpontjat. A fejezet elsO alfejezete ismerteti bizonyitas nélkiil azt,
hogy hogyan tudjuk megadni az 6sszes olyan Markov folyamatot a (—oo, 0] félegyenesen,
amely Wiener folyamatként viselkedik a (—oo,0) nyilt félegyenesen, és ha eléri a 0
hatarpontot, akkor ugy viselkedik, hogy tovabbra is Markov folyamat maradjon. A
konyv roviden megemliti e probléma egy természetes egyszerti altalanositasat is, azt
az esetet, amikor Wiener folyamat helyett igynevezett diffuziés folyamatot tekintiink.
Ezutan ratér az ebben a fejezetben részletesen targyalt tigynevezett sziiletési és hala-
lozasi folyamatok vizsgdlatara. Ez az elobb emlitett Wiener illetve diffuzids folyamat
egy technikailag egyszeriibben vizsgalhaté ‘diszkrét allapottérrel rendelkezd’ valtozata,
amelyben az allapottér a nem negativ szamok halmaza. Ez a modell hasonléan viselkedik
a Wiener folyamatokhoz, ezért ennek targyalasa segit az elérhetd hatarpontokkal ren-
delkez6 tartoméanyokon definidlt Wiener folyamatok viselkedésének a jobb megértésében
is. A fejezet vizsgalatanak fontos része ennek a hasonld viselkedésnek a megmutatésa.

Leirom réviden, informalis médon azt, hogy hogyan lehet jellemezni azokat a Mar-
kov folyamatokat, amelyek Wiener folyamatként viselkednek a (—oo,0) félegyenesen, a
0 pont pedig hatarpontjuk. Lehetséges, hogy a Wiener folyamat 0 pontja elnyel6 fal,
azaz ha a részecske eléri a 0 pontot, akkor orokre ottmarad. Elképzelhet6, hogy a 0
pont eltiintetd (extinction) fal, azaz a részecske a 0 pontot elérése utén eltiinik. Ez azt
jelenti, hogy a 0 pont elérése utan a Markov folyamat megsz{inik 1étezni. Lehet, hogy a 0
pont tiikrozo fal, azaz a Markov folyamat a 0 pont elérése utan ugy viselkedik, mint egy
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—|W (t)| sztochasztikus folyamat, ahol W (t) egy Wiener folyamat a (—oo, 00) egyenesen.
Lehetséges tovabba, hogy a Markov folyamat egy ideig var, és ez a véletlen varakozasi
id6 exponencidlis valamilyen a > 0 paraméterrel, (az exponencidlis vérakozasi idé
sziikséges a Markov tulajdonsdg megérzéséhez), majd véletlenszertiien a (—oo, 0) félegye-
nes valamely pontjaba ugrik, ahonnan egy Wiener folyamatként folytatja a palyajat.
Ebben az esetben egy technikai feltételt is tesziink az ugras nagysagarol, ami azért
sziikséges, hogy kizarjuk a tulsdgosan szabdlytalan Markov folyamatokat, amelyeknek
a trajektériai csunyan viselkednek. Azt koveteljiilk meg, hogy a Markov folyamat tra-
jektoridi jobbrol folytonos (continue a droite) fiiggvények legyenek.

Ha a vizsgalt Markov folyamat eléri a 0 pontot, akkor valaszthatjuk bizonyos
valészintiséggel ezen lehetséges folytatasok valamelyikét, és kissé pontatlanul fogalmazva
azt mondhatjuk, hogy ezzel leirtuk az Osszes lehetoséget. Valdjaban a helyzet kissé
bonyolultabb, mert a véletlen varakozasi id6 utan bekovetkezd véletlen ugrés lehet-
séges megvalosulasa Osszetettebb jelenség. Ha a Markov folyamat egy ty idépontban
meglatogatja a 0 pontot, akkor el6fordulhat az is, hogy a 0 pont ezt kovetd latogatasi
idopontjai torlédnak ehhez a ty idéponthoz, és e latogatasok kozott a Markov folyamat
kis ugrasokat végez. Az Osszes lehetéséget tigy tudjuk pontosan leirni, hogy megadjuk a
Markov folyamat U karakterisztikus operatoranak a hatdsit a (—(oo, 0] félegyenes min-
den pontjaban, tehat az x = 0 pontban is. Emlékeztetek a karakterisztikus operator
definicigjara. Egy Markov folyamat allapotterén definialt fliggvények alkalmas osztalyan
definialt U karakterisztikus operator a kovetkezo:

o) — tim B0 = 1)

Ulz E,.T

(4.1)

ahol U | x azt jelenti hogy nyilt halmazoknak az x pontra sziikiil6 sorozatat tekintjiik,
FE. az x pontbdl kiindulé Markov folyamatra vett varhaté érték, és 7 az els6 idépont,

amikor az z pontbdl kiindulé z(t), ¢ > 0, Markov folyamat kilép az U halmazbdl.
A keresett Markov folyamat karakterisztikus operatorara Uf(x) = %A f(x), ha
x < 0. Definidlni kell még a U f(0) mennyiséget. Erre a kovetkez6 formula érvényes.

0

BUF(0) + af'(0) +~.f(0) + / [£(0) = f(y)l=(dy) =0, (4.2)

— 00

ahol a, (3 és v nem negativ konstansok, 7 olyan mérték a (—oo,0) félegyenesen, amelyre

0
r((~oe,~1) ~ [ yr(dy) <o,
-1
Az o, B, v és § = m(—00,0) szamok nem lehetnek egyszerre nulldk.

Mint a konyv egy heurisztikus indoklasban megindokolja, ha o = v = 6 = 0, és
B # 0, akkor ez a formula azt jelenti, hogy a 0 pont elnyel6 fal, haa # 0, 3 =~v =49 =0,
akkor a 0 pont tiikr6zo fal, ha v # 0, a = g = § = 0, akkor a 0 pont eltiinteto
(extinction) fal, ha o = f = v, és 0 < § < oo, akkor egy véletlen ugrés torténik =/
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eloszlassal. Hasonld, de bonyolultabb ugras torténik, ha a =3 =v=0, és § = co0. Az
altalanos esetben e hatasok keveréke torténik.

Ha Wiener folyamat helyett diffuziés folyamatot tekintiink a (—oo, 0) félegyenesen,
aminek az infinitezimalis operatora (a %%22 operator helyett)
d? d
L=a(x)—5 + b(x)—,
( )dx2 + b )dx
akkor hasonld, de Osszetettebb jelenség 1ép fel. Specidlisan, ebben az esetben meg kell
hatarozni azt is, hogy milyen a(x) és b(x) egyiitthatok esetén éri el a diffuziés folyamat
véges id6 alatt a 0 pontot.

A fejezet tovabbi részében a szerzok bevezetik a sziiletési és haldlozasi folyamatokat,
amelyek a diffuziés folyamatok diszkretizalt valtozatanak tekinthetok. Ezek a folyama-
tok a diffuzids folyamatokhoz hasonlé viselkedést mutatnak, ezért segitenek megérteni
azok viselkedését. Masrészt a sziiletési és haldlozasi folyamatok targyalasa egyszeriibb.

Ismertetem a sziiletési és haldlozasi folyamat definiciéjat.

A sziiletési és halalozasi folyamat definicidja. Legyen adva egy po,pi1,... szdm-
sorozat, amelynek tagjaira po = 1, 0 < p, < 1 minden n = 1,2,... szamra, és legyen
qn = 1—p, mindenn =0,1,2,... szamra. Legyen tovdbbd adva eqy ag,aq,..., a, >0,
n=20,1,2,... szamsorozat. E szamsorozatok segitségével a kovetkezoképpen definidljuk

az dltaluk meghatdrozott sziletési és haldlozdsi folyamatot.

Az X(t) sziletési és haldlozdsi folyamat olyan folytonos idejii Markov folyamat
valamely 0 < t < T(w) wvéletlen iddintervallumban, 0 < T(w) < oo, amely értékeit a
nem negativ egész szamok halmazdn veszi fel, és a kévetkezdképp viselkedik. A Markov
folyamat valamely ko, 0 < ko < 0o, dllapotbol indul a t = 0 idépontban, azutdn dtugrik
eqy k1, 0 < k1 < oo dllapotba valamely véletlen 1dd mailva, és igy tovabb; ha eljutott
valamely k dllapotba, akkor wvéletlen ideig ott marad, majd dtugrik egy uj dllapotba.
Ezen wvéletlen ugrdsok helyét és iddpontjat a Markov folyamat a, €s p, paraméterei a
kovetkezoképp hatarozzdak meg.

Ha a Markov folyamat valamely t idépontban jutott a k dllapotba, és k > 1, akkor
az véletlen ay paraméteri exponencidlis eloszldsu iddtartamig a k dllapotban marad, (ez
a véletlen idétartam fiiggetlen a Markov folyamat kordbbi viselkedésétdl), és utdana py
valosziniséggel a k+ 1, qr = 1 — pr valosziniséggel a k — 1 dllapotba lép. Ha a Markov
folyamat valamely t idépontban a 0 dllapotba jutott, akkor véletlen ag paraméteri expo-
nencidlis eloszldsi idétartamig a 0 dllapotban marad, (ez az idétartam szintén figgetlen
a Markov folyamat kordbbi viselkedésétél), és utdina pg = 1 valdsziniséggel az 1 dllapotba
keriil.

Jelolje T,, = T,,(w) az n-ik ugrds idépontjit az X (t) folyamat értékében, és legyen

T=T(w)= lim T,(w). (4.3)

n—oo

Az X (t) folyamatot a [0,T(w)) intervallumban definidljuk az el6bb definidlt T'(w) vald-
sziniségr valtozoval.



Szemléletesen az elébb ismertetett Markov folyamat a kovetkezot jelenti. Van egy
populécié, amelyiknek 1étszama idonként megvaltozik, mert vagy meghal valaki vagy
1j egyed sziiletik. E populacié 1étszamanak idébeli valtozasa Markov folyamatot alkot,
és ennek a Markov folyamatnak a viselkedését vizsgaljuk. Ha a populacié létszama
egy adott id6pontban n, akkor exponencidlis ideig (a, paraméterrel) kell varni, mig
a poulacio létszama megvaltozik. Ekkor p, valdszintiséggel 1j egyed sziiletik, és g,
valoszinliséggel meghal valaki. Ha n = 0 akkor a helyzet kissé mdédosul, mert ekkor csak
1j egyed sziilethet. El6fordulhat, hogy a populacié 1étszama véges ido alatt végtelenre
novekszik. Az els6 kérdés az, hogy ez a Markov folyamat milyen p,, és a,, n =0,1,...,
paraméterei esetén kovetkezik be. Ha ez bekovetkezik akkor az egyik lehetOség az,
hogy a Markov folyamatot ebben az id6pontban megallitjuk. Ezért volt természetes
a Markov folyamatot csak egy véletlen id6pontig tekinteni. A sziiletési és haldlozasi
folyamat definiciéjdban szereplé T'(w) valdsziniiségi valtozé 1 valdszintliséggel ezzel a
véletlen idoponttal egyenld.

A mésodik vizsgdlandé kérdés az, hogy ha a Markov folyamat véges id6 alatt
végtelen nagysigura novekszik (amit gy is interpretalhatunk, hogy a Markov folya-
mat véges id6 alatt eléri az allapottér oo hatarpontjat), akkor hogyan folytathatjuk
a Markov folyamatot (a oo ponttal kibovitve az éllapotteret) tigy, hogy az igy kapott
sztochasztikus folyamat tovédbbra is Markov folyamat maradjon (ugyanazokkal az &t-
menetvaldsziniiségekkel, ha a kiindulé pont a 0,1,... pontok valamelyike. A konyv e
fejezetének {6 témaja ezen kérdések megvalaszolasa.

Megjegyzés: Annak érdekében, hogy valéban Markov folyamatot definidljunk sziikséges
volt feltenni, hogy a varakozasi idok egy sziiletés vagy haldlozas bekovetkeztéig ex-
ponencidlis eloszlasuak. Feltettiik, hogy 0 < p, < 1 minden n > 1 indexre szigoru
egyenlotlenséggel. Ennek a feltételezésnek technikai okai voltak.

El6szor azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy mikor éri el a Markov folyamat véges
idon beliill a oo hatarpontot. E kérdés megvalaszolasa érdekében elsé 1épésben azt
vizsgaljuk, hogy egy sziiletési és halalozasi folyamat mikor konvergal co-hez, ha a Markov
folyamat lépéseinek szédma tart a végtelenhez. E kérdés megvalaszolasdhoz érdemes
tudni azt, hogy ha a Markov folyamatot elinditjuk egy [a,b] intervallum belsejébdl,
akkor mi annak a valésziniisége, hogy a Markov folyamat kilép ebbdl az intervallumbol,
és a b jobboldali végpont iranydaban 1ép ki ezen intervallumbél elGszor.

Ha Wiener folyamatot tekintiink, akkor ismerjiik az analég kérdésre a vélaszt. Ha
adva van egy [a,b] intervallum, és a Wiener folyamat egy z, a < < b, pontbdl indul
el, akkor annak valészintisége, hogy a Wiener folyamat az a és b pontok koziil el6szor
a b pontot éri el 7=, és annak a valdsziniisége, hogy az a pontot éri el elGszor Z:—i.
Bevezetiink egy olyan tigynevezett kanonikus skalat egy sziiletési és haldlozasi folyamat
allapotterén, amelynek alkalmazasa esetén ezen sziiletési és halalozasi folyamat kilépési
valészintiiségei egy adott intervallumboél hasonld képleteket teljesitenek, mint a Wiener
folyamat megfeleld val6szintiségei. Pontosabban szélva a {0,1,2, ...} nem negativ egész
szamokbdl all6 allapottéren definialt sziiletési és halalozasi folyamat helyett egy alkalmas
UG, Uy -+ .y Uy < Uy < ..., pontokbdl allé allapotteren definidlt szintén sziiletési és
halalozasi folyamatnak nevezett Markov folyamatot tekintiink, amelyben egy 1épésen

r—a
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belil az u,, allapotbdl vagy az u,+1 vagy az wu,_; allapotba juthatunk. Ezen allapot-
valtozas bekovetkezéséig exponencidlis eloszlasi varakozasi ido telik el a,, paraméterrel,
és p, valosziniiséggel jutunk az wu, pontbdl az w,,; pontba, és g, valdsziniliséggel az
u,_1 pontba. E mddositott és eredeti sziiletési és haldlozasi folyamat kozott egyszerii
kapcsolat van, és az wu,, pontok (a kanonikus skdla) valasztdsa esetén a minket érdekld
valoszinliségek hasonléan viselkednek, mint az analég valészinliségek a Wiener folyamat
esetében. A tovabbiak ban a sziiletési és haldlozasi folyamatokat gy fogjuk tekinteni,
hogy azok értékeiket a kanonikus skdlan veszi fel, azaz lehetséges értékeik az ug, uq, ...
szamok a 0,1,2,... szamok helyett.

Definidljuk az wu,, szamokat a kovetkez6 moédon: Legyen ug = 0, u; = 1, és ezutan
definialjuk rekurziv médon az u,, szamokat a

Unp+1 — Un Up — Up—1
qn = + y Pn = , > 1,
Un+1 — Un—1 Un+1 — Un—1
képletek segitségével. (Ez annak felel meg, hogy [a,b] = [up—1,Unt1], T = u, esetén a

kilépési valdsziniiségekre olyan képleteket kapjunk, mint a Wiener folyamatok esetében.)
Némi szamolas azt adja, hogy ilyen valasztassal

q1 q1 - qn-1

UOZO,ulzl,Un:60+"'5n,1:1+—+"'+—, nZl, (44)
P P1-Pn—1

ahol

Gp = ks (4.5)
b1 Dk
Legyen
r= lim u, =1+ lim (q—l—i——i—w), (4.6)
n—00 n—oo \ P1 P1-Pn-1

és nevezzilkk az € = {ug,uq,...} halmazt a Markov folyamat allapotterének, és az r

pontot az allapottér hatarpontjanak.

Tekintstink egy [a,b] intervallumot, és egy a < u < b pontot, amelyekre a = u;,
b = ug, u = us valamely uj,up,us € £ pontokkal. A kovetkezd tételben megadjuk
annak valészintiségét, hogy az u = us pontbdl kiindulé sziiletési folyamat elébb éri el a
b pontot, mint az a pontot, illetve annak valdszintliségét, hogy az a = ug = 0 esetben
valamikor eléri a b pontot. Ugyancsak megadjuk a megfelel6 valdszintiségeket akkor, ha

b=r.

4.1. Tétel. Legyen adva eqy X (t) sziiletési és haldlozdsi folyamat, a kanonikus skdld-
zdssal. Tekintsink egy [a,b] intervallumot, és egy a < u < b pontot, amelyekre a = u;,
b = ug, u=us valamely u;, u, us € £ pontokkal. Jelslje p(u;a,b) annak valosziniiségét,
hogy az u = ug pontbol kiindulo sziletési folyamat elobb éri el a b pontot, mint az a
pontot, és q(u;a,b) annak valdsziniségét, hogy el6bb érje el az a pontot, mint a b pontot.
Legyen p(u;b) annak valdszinisége, hogy az uw pontbdl kiindulé sziletési és haldlozdsi
folyamat valamikor eléri a b pontot, ahol u = us, b = ug, us,ux € £, és u < b. Ekkor a
kovetkezo azonossdgok érvényesek:
uU—a b—u

- q(u;a,b) = PR

p(u;a,b) = p(u;b) = 1.



Ha p(u;a,r) és q(u;a,r) jeloli a p(u;a,b) és q(u;a,b) mennyiségeket abban az esetben,
ha a b = uy paramétert a b = r paraméterrel helyettesitjik, akkor az aldbbi azonossdgok
érvényesek:

u—a

har <
puza,r)={ r—a’ TS

0, har= oo,

rTr—u

ha r < oo
q(usa,r) =< r—a’

1, har=oc.

Roviden ismertetem 4.1. tétel bizonyitasanak a f6 gondolatat. Ha a = u,,, és
b = u,, akkor minden u = u;, m <l < n, szamra felirhatjuk a

p(w) = qp(ui—1) + pip(ui41)

azonossagot a p(u,) = 1, p(u,,) = 0 hatarfeltételekkel, ahol p(u), u € &, annak a
valészintiségét jeloli, hogy az u pontbdl kiindulé sziiletési és haldlozasi folyamat elobb
éri el a b, mint az a pontot. Ennek az egyenletrendszernek a segitségével be lehet
bizonyitani a p(u; a, b) kifejezésre kapott formulét. A g(u;a,b) kifejezésre adott formula
hasonléan bizonyithatdé. A p(u;b) kifejezésre hasonld relacidkat irhatunk fel a = ug =0
valasztassal. Az egyetlen kiilonbség az, hogy a p(a) = 0 hatarfeltétel eltlinik, helyette
az p(ug) = p(uy) azonossdg jelenik meg. Innen kapjuk a kifejezést a p(b;u) kifejezésre.
A tétel tobbi allitasat a tétel méar bebizonyitott részének a segitségével kapjuk b T r
hataratmenet segitségével.

A 4.1. tétel eredménye lehetové teszi annak megadéasat, hogy mikor rekurziv és
mikor tranzitiv az az Xo, X1,... Markov lanc, amelyet tgy kapunk, hogy feltiintetjiik
egy sziiletési és halalozasi folyamat allapotat az egymast koveto ugrasok utan, de nem
jegyezzilk meg, hogy ezek az ugrasok mely idoponoktban kovetkeztek be. A kovetkezo
eredményt kapjuk.

4.2. Tétel. Tekintsink eqy sziletési és haldlozdsi folyamatot a kanonikus skdldzassal,
és definidljuk azt az X, X1,... Markov lancot, amelyet gy kapunk, hogy feltintetyik e
sziiletési €s haldlozdsi folyamat dllapotdt az eqgymdst kovetd ugrasok utan. Ha a sziletési
és haldlozasi folyamat & dllapotterének r hatdarpontjira r = oo, akkor egy valdsziniséggel
a Markov lanc a £ dllapottér minden pontjdt végtelen sokszor ldtogatja meg, ezért a
Markov lanc nem konvergdl az r ponthoz. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az r hatdrpont a
sztiletési és haldlozdsi folyamat taszito hatdrpontja.

Ha r < oo, akkor egy valosziniiséggel a Markov lanc a € dllapottér minden pontjdt
véges sokszor latogatja megq, ezért a Markov ldnc konvergdl az r ponthoz. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy az r hatdrpont a sziletési és haldlozdsi folyamat vonzo hatdrpontja.

Meg kivanjuk hatarozni, hogy a sziiletési és halalozasi folyamat mikor éri el a
fazistér r hatarpontjit véges id6 alatt. (Mint a kés6bbi eredményekbdl kideriil, ennek
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valészintisége mindig vagy nulla vagy egy.) Ha r = oo, és igy az r pont a sziiletési és
haldlozasi folyamat taszité hatarpontja akkor ez nem torténik meg. Ha r < oo, azaz
r a sziiletési és haldlozasi folyamat vonzd hatarpontja akkor a kérdés megvalaszolasa
tovabbi vizsgalatokat igényel. Ebben az esetben a valasz az egyes ugrasok kozott el-
telt idot meghatarozé a, paraméterektdl is fiigg. Annak érdekében, hogy a kérdést
megvalaszoljuk, érdemes meghatirozni annak az idonek a véarhaté értékét, ami ahhoz
sziikséges, hogy egy valamilyen u € [a, b] pontbdl indul6 sziiletési és haldlozési folyamat
kilépjen az [a,b] intervallumbdl.

E véarhaté érték kiszamoldsa esetében is érdemes megvizsgalni a Wiener folyama-
tokra megfogalmazhaté analég problémat, és megkeresni a hasonlésagot a két feladat
megoldasa kozott.

Legyen adva egy [a, b] intervallum, inditsunk el egy Wiener folyamatot az [a, b] in-
tervallum valamely u, a < u < b pontjabdl, és szamitsuk ki annak az idének a varhaté
értékét, ami ahhoz sziikséges, hogy a Wiener folyamat elérje az [a, b] intervallum valame-
lyik végpontjat. Be lehet latni, hogy ez a vérhaté érték —(u — a)(u — b)-vel egyenld.

Ennek az eredménynek lehet a kovetkezo geometriai interpretaciét adni: Tekintsiik
a —x? parabolat, és azt az egyenest, amelyik e parabola (a, —a?) és (b, —b?) pontjait koti
ossze. Ekkor a minket érdekld valdszinliség megegyezik az x = u egyenesnek e parabola
és egyenes kozé es6 szakaszanak a hosszaval. Azért érdemes ezt a geometriai képet meg-
fogalmazni, mert a sziiletési és haldlozési folyamatra megfogalmazott analég kérdésre
hasonld, geometriailag megfogalmazhaté allitas érvényes, csak ott a parabola szerepét
egy masik, a konyvben az x(t) sziiletési és haldlozasi folyamat karakterisztikdjanak
nevezett S(u) fliggvény veszi at. Definidljuk ezt a fiiggvényt.

Az S(u) fiiggvény megtaldldsa érdekében vezessiik be az m(u,) = m(un,;a,b)
fiiggvényt valamely a = wug és b = w; paraméterekre, amelyik egyenlé annak a 7(a,b)
idonek a varhaté értékével, ami ahhoz kell hogy az wu, pontbdl kiinduld sziiletési és
haldlozasi folyamat elérje vagy az a vagy a b pontot.

A koényv belatja, hogy m(u,) < oo minden u < u, < u; szdmparra. Nem nehéz
beldtni, hogy az m(u,) fliggvény teljesiti az

() = =+ gum(un 1) + pum(ung) (47)

egyenletet és az m(a) = m(b) = 0 hatarfeltételeket.

Ahhoz, hogy a (4.7) képletet felirhassuk, és szimolni tudjunk vele meg kell mutatni,
hogy m(a,b) = E,, 7(a,b) < co. Ennek érdekében a szerzék bebizonyitjak a kovetkezd,
késobbi vizsgalatokban is hasznélt eredményt.

4.3. Lemma. Legyen adva eqy Markov lanc valamely E dllapottéren, és legyen I C E
ezen allapottér eqy (véges vagy végtelen) részhalmaza. Jeldlje T az I halmazbdl vald elsd
kilépés idopontjdat. Ha léteznek olyan t < oo és a > 0 szdmok, amelyekre

P,(t <t)>a minden u € I pontban,
akkor
Pt <o0)=1, és E,7<o0
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minden u € I pontban.

Az S, = S(uy), n=0,1,2,... sorozatot a (4.4) formuldhoz hasonléan definialjuk
azzal a kiilonbséggel, hogy minden u,, € £ pontban definidljuk, és az

SO =38 (UQ) =0
hatarfeltételt valasztjuk, és bevezetjik az S_; = 0 mennyiséget is. Ekkor az

1 1
(Sn—|—1 - Sn)pn = (Sn - Sn—l)Qn - T n Z 17 és Sl = T
(079 ap

azonossagot irhatjuk fel. Ezt az azonossdgot érdemes atirni a (4.5) formuldban definialt
0r mennyiségek segitségével. Ekkor azt kapjuk, hogy

o 6n—1 o 571
pn_én—l‘i_én7 qn_dn—1+5n,

és
Sy — Sn— Sn — Sn— 1 0p_1+40n
L= e (4.8)
671 577,—1 (029 5n—15n
Tekintsiik a v,, = —M, n=1,2,..., é vy = - sorozatot. Ekkor a (4.8) formula
alapjan
Up = Up_1+ 2, n>1, wvy=2u, (4.9)
ahol L s 5 .
1+
Uty = — LTI > 1, és 2u0 = —. 4.10
Mn an 5”‘715” n - €s IU’O an ( )
Megjegyzem, hogy az S,, és v,, szamokat ki lehet fejezni a sziiletési és haldlozasi folyamat
Pry @n =1 —pn és an, n=0,1,2,... paraméterei segitségével a kovetkezé modon:
Vp = i Y i n>0
n — M = ar ) = Y,
—0 =1
= 1 .
__va(;m:_ Z _M’ n>1.

a P
m=0 0<k<m<n—1 %k Pk Pm

Definiadljuk az el6bb bevezetett S,, és v, sorozat segitségével a kovetkez6 S(u) és
v(u) fliggvényeket. Az S(u) fiiggvényt a 0 < ¢ < r intervallumon definidljuk, ahol az

r szamot a (4.6) formuldban vezettiik be, az S(u) = uu"jll uu Sn + i - Snt1, ha

Up < u < Upt1, n = 0,1,... A képlet segitségével. Azaz S(u,) = Sy, és az S(u)
o0
fiiggvény linedris az [uy,,un41] intervallumokban. A wv(u) fliggvényt a |J (wn, tnt1)

n=0
halmazon definidljuk a v(u) = v,, képlet segitségével az u,, < u < u,41 intervallumban.
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Adva egy z(uy,) sorozat, A < n < B+ 1, valamely 0 < A < B < oo szamokkal
B

az € halmaz egy részhalmazan, definidljuk annak D, z(u) derivaltjat a J (un,unt1)
halmazon a -

Dyz(u) = #nt1) = z(un)’ ha u, < u < Upiq (4.11)
Un4+1 — Un *

képlet segitségével. Ekkor a v,, sorozat definiciéja miatt
D,S(u) = —v(u), (4.12)

ha u € (up, Upt1) minden (U, u,41) intervallumban. Nem nehéz beldtni, hogy a v(u)
fliggvény szigortian mononton névekvé, és az S(u) fiiggvény monoton csokkend, konkav
fiiggvény a [0, r) intervallumban. Az S(u) fiiggvényt kiterjeszthetjiik a zart [0, r| inter-
vallumra is az S(r) = iliri S(u) képlet segitségével. Ezt az S(u) fliggvényt nevezziik az

x(t) sziiletési és haldlozési folyamat karakterisztikdjanak.

Jelolje m(u; a,b) annak az id6nek a vérhaté értékét, ami ahhoz sziikséges, hogy az
u pontbdl kiindulé sziiletési és haldlozasi folyamat elérje az a vagy b pont valamelyikét
m(u;b) annak az id6ének a varhaté értékét, ami ahhoz sziikséges, hogy az u pontbdl
kiindulé sziiletési és haldlozasi folyamat elérje a b pontot, ahol a = ug, b = u;, u = us,
és a < u < b. Hasonléan definidljuk az m(u;a,r), és m(u;r) mennyiségeket, ha a
b = w; szdmot a b = r szammal helyettesitjiik. Mind az S,, mind az m(u,;a,b) és
m(un;b) sorozatok teljesitik a (4.7) formuldt. Két olyan sorozatnak az m(u,)-nel jelolt
kiilénbsége, amely teljesiti a (4.7) formulat teljesiti az

m(un) - qnm<un—1) +an(un+1)

azonossagot. Az ilyen relacidt teljesité sorozatok egyszerlien jellemezhetoek. FEzt a
tényt felhasznalva a konyv bebizonyitja, hogy az elobb definidlt mennyiségek teljesitik
az aldbbi azonossagot.

4.4. Tétel. Egy sziiletési és haldlozdsi folyamatra az elébb definidlt m(u;a,b), m(u,b),
m(u;a,r) és m(u;r) vdarhato értékek teljesitik a kévetkezd azonossdgokat.

m(u; 0,b) = S(u) - — ,
m(u;b) = S(u) = S(b),

m(usa,r) = §(u) - OO WA o
m(uir) = S(u) = S(r), har < o

Megjegyzés. Ki tudndnk szamolni az m(u;a,r) és m(u;r) mennyiségeket az r = oo
esetben is, de erre nincs sziikségiink.



A 4.4. tétel azt mondja ki, hogy egy sziiletési és halalozasi folyamat esetén egy
intervallum hataranak eléréséhez sziikséges ido varhato értékét egy hasonld geometriai
képpel interpretalhatd képlet fejezi ki, mint a Wiener folyamat esetén, csak ebben az
esetben a —x? fiiggvény szerepét az S(u) fiiggvény veszi 4t, amelyet karakterisztikdnak
neveziink. A két eset kozotti hasonlésagot még jobban ki tudjuk fejezni a kovetkezo
fogalmak bevezetésének a segitségével.

Vezessiik be a p mértéket a szdmegyenesen, amely az € = {ug, u, ... } halmazra van

koncentralva, és p(u,) = pin, n =0,1,2,... a (4.10) képletben definiélt p,, szdmokkal.
o0

Definialjuk egy olyan a |J (un,tn41) halmazon definidlt z(u) fiiggvény derivéltjdt a p
n=0

mérték szerint, amelyik minden (u,,, u,41) intervallumon konstans, a kdvetkezé médon.

A D, (z) derivalt egy olyan a & = {ug,u1,...} halmazon definidlt fiiggvény, amelynek

értékeit a
" o /
D, z(uy,) = M, € (Un_1,Un), U € (Up,Ups1), n>1,
a (4.13)
Z(u”)

D, z(up) = , v’ € (ug,uq)
Ko

képlet adja meg.
Ekkor a (4.9) formula felirhaté D,,v = 2 alakban, és a (4.12) formula szerint

D,D,S(u) = -2.

Tekintsiik a 4.4. Tétel megfogalmazasa el6tt bevezetett m(u;a, b), m(u;b), m(u; a,r) és
m(u; r) mennyiségeket, amelyeket bizonyos u = ug, us € £ paraméterekre definidltunk.
Rogzitett a, b vagy r paraméterre jelolje m(u, ) az igy definidlt mennyiségeket (azon wu,,
paraméterekre, amelyekre ezeknek értelme van). Erre a sorozatra is teljesiil a

D,D,m(u) = -2

azZonossag.

Ez az azonossag érdekes hasonlésdgot mutat a hatar eléréséhez sziikséges ido var-
haté értékével a Wiener folyamat esetén. Jelolje ebben az esetben is m(u) annak az
idonek a varhatd értékét, ami ahhoz sziikséges, hogy az u pontbdl kiindulé Wiener
folyamat elérje az [a,b] intervallum valamely hatérértékét. Ezt gy is felirhatjuk, mint
a dd—;m(u) = —2, m(a) = 0, m(b) = 0 egyenlet megolddsat. Ez hasonlé a sziiletési és
halalozasi folyamat viselkedéséhez, csak itt a %, (az egydimenzids Laplace) operator
jatszik olyan szerepet, mint a D,D, operdtor a sziiletési és haldlozasi folyamatok
esetében. A Laplace operator %—del SZOrozZva, azaz a % operator a karakterisztikus (vagy
infinitezimélis) operator a Wiener folyamatok esetében. Mint a kés6bbi vizsgalatokbdl
kideriil a az %DHDU operator a karakterisztikus operdtor a sziiletési és haldlozasi folya-
matok esetében. A konyv azt is megmutatja, hogy a diffuziés folyamatok esetében is
hasonlé eredmények igazak.

10



A D, D, operétort fel tudtuk irni az S(u) fliggvény segitségével, amit a sziiletési és
haldlozési folyamat karakterisztikdjanak neveziink. Az S(u) fliggvényt meghatarozzak
& P, an, n=0,1,2 ... paraméterek, de ez az allitds megfordithats. Az S(u) fliggvény
meghatarozza ezeket a paramétereket. FEzért egy sziiletési és haldlozasi folyamatot
meghataroz annak S(u) karakterisztikdja, és ez az ilyen folyamatok természetes meg-
adasi modja.

A mar ismertetett eredmények segitenek azon kérdés megvalaszolasaban, hogy
mikor éri el egy felijitasi folyamat véges idon belill az allapottér r hatarpontjat. A
kovetkez6 tétel jellemzi azt, hogy mikor teljesiil 1 illetve 0 valészintiséggel a T'(w) = oo
esemény a (4.3) formuldban definidlt T'(w) valészintiségi valtozora.

4.5. Tétel. Tekintsink eqy sziletési és haldlozdsi folyamatot valamely S(u) karak-
terisztikaval. Az, hogy T'(w) < oo vagy T(w) = oo attdl figg, hogy S(r) < oo wvagy
S(r) = o0o. Pontosabban,

P,(T(w) < 00) és B, T(w) < oo minden u € € pontra,

ha S(r) > —o0, és
P,(T(w) =00) minden u € £ pontra,

ha S(r) = —oo.

Egy sziiletési és halalozasi folyamat r hatarpontjat elérhetének mondjuk, ha ezt a
folyamatot barmely u € £ pontbdl inditva P, (T (w) < oo) = 1, és nem elérhetének, ha
barmely u € £ pontra P,(T'(w) = o0) = 1.

A kovetkezo tétel tekintheto a 4.5. tétel egy valtozatanak.

4.5'. Tétel. Tekintsiink eqy x(t) sziletési és haldlozdasi folyamatot valamely S(u) karak-
terisztikaval. A kovetkezd lehetosegek vannak.

(i) r < oo, és S(r) > —oco. Ekkor P,(T(w) < o0) =1, és %rgx(t) =1 egy valoszi-
niséggel minden u € £ pontra. (Sziletési és haldlozdsi folyamat, elérhetd, vonzo

r < 0o hatdrponttal.)
(ii) r < oo, és S(r) = —o0. Ekkor P,(T(w) = 00) =1, és hTr%lac(t) = r egqy valdszini-

t

séggel minden u € & pontra. (Sziiletési és haldlozdsi folyamat, nem elérhetd, vonzd

r < oo hatdrponttal.)
(iii) r = oo, és S(r) = o0o. FEkkor P,(T(w) = o0) =1, és T — oo esetén a sziiletési és
haldlozasi folyamat minden dllapotot végtelen sokszor megldtogat eqy valosziniiséggel

minden u € € pontra. (Sziletési és haldlozdsi folyamat, nem elérhetd, taszité r = oo
hatdrponttal.)

A tovabbi vizsgalatok f6 kérdése az, hogy az (i) esetben, amikor r < oo, és
S(r) > —oo, hogyan tudjuk a sziiletési és haldlozasi folyamatot a T'(w) id6pont utan
ugy folytatni, hogy az tovabbra is Markov folyamat maradjon. El6szor ezt a kérdést
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pontosabban meg kell fogalmaznunk. A pontosabb megfogalmazasban definidljuk a
sziiletési és haldlozasi folyamatok A osztalyba tartozd folytatdsait, és célunk az lesz,
hogy jellemezziik az Osszes A osztélyba tartozé sztochasztikus folyamatot.

Egy sziiletési és halalozasi folyamat A osztalyba tartozé folytatasai olyan Markov
folyamatok, amelyek ennek a sziiletési és haldlozasi folyamatnak folytatasai bizonyos t >
T id6pontokra, és allapotteriik az £ halmaz kibovitése a sziiletési és haldlozasi folyamat
r hatarpontjaval. Teljesitik nemcsak a Markov, hanem az er6s Markov tulajdonsagot
is. A leglényegesebb 1j feltétel az, hogy egy A osztdlyba tartozé sztochasztikus folya-
mat trajekériai minden pontjukban jobbrol folytonos fiiggvények. Ez azt jelenti, hogy
az r hatarpont elérése utan a trajektoria nem viselkedhet nagyon szabalytalanul. Ez
bizonyos, a tobbi feltételnek eleget tevé Markov folyamatokat kizar az A osztalyba tar-
tozd sztochasztikus folyamatok koziil. Megadjuk az A osztalyba tartozd sztochasztikus
folyamatok pontos definicigjat.

Sziiletési és halalozasi folyamatok A osztalyba tartozé folytatasainak a defi-
niciéja. Legyen adva egy T(t), 0 < t < T, sziiletési és haldlozdsi folyamat elérhetd és
vonzo hatdrponttal, amely értékeit a kanonikus skdldn veszi fel. Azt mondjuk, hogy egy
x(t) sztochasztikus folyamat az T(t) sziletési és haldlozdsi folyamat A osztdlyba tartozo
folytatdsa, ha teljesiti a kévetkezo feltételeket.

(1) Az x(t) sztochasztikus folyamat trajektoridi az z(t) folyamat [0, T(w)) intervallum-
ban megadott trajektoridinak a folytatdsai valamely [0, ((w)) intervallumba, T'(w) <
((w) < 00. Az x(t) folyamat trajektoridinak adott idépontbeli értékei az u, € £
szamok valamelyike vagy az € halmaz dllapottér r hatarpontja.

(2) Az x(t) sztochasztikus folyamat trajektoridinak P,, u € &, eloszldsa, (ha az x(t)
sziiletési és haldlozdsi folyamat az u pontbdl indul) egy bévebb halmazrendszeren
definidlt valdsziniségi mérték, mint az u pontbdl kiinduls Z(t) folyamat eloszldsa.
Azon események valdszintisége, amelyek a sztochasztikus folyamat T (w) idejéig be-
kovetkezett eseményeitol fiiggenek megegyezik a két esetben. Emellett el van irva
az x(t) sztochasztikus folyamat P, eloszldsa abban az esetben is, ha az xz(t) szto-
chasztikus folyamat az r pontbol indul.

(8) Az x(t) sztochasztikus folyamat teljesiti az erés Markov tulajdonsdgot, azaz, tetszd-
leges T(w) T(w) < ((w), megdlldsi szabdlyra, az y(t) = x(t+7) sztochasztikus folya-
mat feltételes eloszldsa feltéve az x(t) sztochasztikus folyamat T idépontig torténd
viselkedése dltal generdlt o-algebrdt csak az x(T(w)) = u € EU{r} szdmtdl figg, és
megegyezik a P, valosziniségi mértékkel.

(4) Az xz(t) folyamat trajektoridi jobbrdl folytonosak, azaz x(t + h,w) — z(t,w) ha
h | 0 minden w elemi eseményre és 0 < t < ((w) szamra. (Ez azt jelenti, hogy
ha x(t) = u és u # r, a kkor x(-) a t idépont utdn egy rovid ideig az u pontban
marad, és ha x(t) = r, akkor kis idé alatt a trajektoria csak kevéssé tud eltdvolodni
az r ponttdl.)

(5) (T (w),w) = r. (Ez a relicié akkor érvényes, ha ((w) > T(w), azaz z(T(w))
definidlva van.)

Célunk egy z(t) sziiletési és haldlozasi folyamat Gsszes A tulajdonségu folytatasanak
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megtalaldsa. A Markov folyamatok altalanos elméletének eredményeibdl kovetkezik,
hogy e folyamatok jellemzéséhez elég megadni azoknak a (4.1) formuldban definialt U
karakterisztikus operatorat. A konyv ezt a karakterisztikus operatort megadja explicit
alakban. Tegyilink el6szor néhdny megjegyzést a (4.1) képlet pontos értelmezésérol.
Eléfordulhat, hogy az z(t) Markov folyamat soha nem 1ép ki az U tartomanybdl. Ekkor
definicié szerint 7(w) = ((w) a (4.1) képlet nevezjében szereplé E,7 definicidjaban. A
szdmlaléban szereplé Ef(x(7)) definiciéjdban viszont a 7 = { eseményt nem vessziik
figyelembe. He E,(7) = oo az x pont minden U kornyezetére, akkor U f(z) = 0.

A U f(u) mennyiséget egyszerii kiszamolni egy sziiletési és haldlozasi folyamatban,
illetve annak A tulajdonsdgu kiterjesztésében minden v € £ pontban. FErrol szél a
kovetkez6 eredmény.

4.6. Tétel. Tekintsiik eqy sziiletési és haldlozdsi folyamatnak vagy annak A tulajdonsdgi
folytatasanak az U karakterisztikus operdtordat. Ez teljesiti a

1

Uf(w =

D,D,f(u) minden u € & pontban.

reldciot, ahol a D,, és D,, operdtorokat a (4.11) és (4.13) képletekben defindltuk.

Bizonyitds. Szamoljuk ki a U operatort egy u € £ pontban. Nem nehéz belatni, hogy
ha az u, € &£ pont U kornyezete elég kicsi, akkor az csak az wu,, pontot tartalmazza.
Ezért

uf(un) _ an(un—l) +pn{(un+1) — f(un>

an

ezért

’ 3 5n z _ 61171
Masrészt q,, = S 10, S Pn =5 150

f(un+15)_f(un) o f(un)(s_f(“n—l)
uf(un) = = 1 On_146n =

An 51171677,

D, "y — D, ! D, ") — D, : 1
e fw;M ) SDuD.su),

an Opn—19n
ahol v’ € (up—1,up), és u” € (Up, Upt1).

Az A tulajdonsagu folytatdsok megtalalasanak f6 nehézsége a hozzdjuk tartozé
U f(r) mennyiség meghatarozasa. E feladat megolddsédnak érdekében tekintsiik a kovet-
kez6 problémakat.

Minden y = u,, € & pontra definidljuk az r pont U, kornyezetét, mint az U, =
{tnt1, Unta, ... }U{r} halmazt. Jelolje 7, azt az elsé id6pontot, amikor egy az r pontbdl
kiindul6 sziiletési és haldlozasi folyamat A osztélyba tartozé folytatdsa az U, halmazbdl
kilép, azaz az els6 olyan idépontot, amikor ez a sztochasztikus folyamat vagy az ug, uq,

. Uy, értékek valamelyikét veszi fel, vagy eltlinik. Az els6 feladat az x(t) sztochasztikus
folyamat eloszldsanak megaddsa a t = 7, iddpontban. Mint 1atni fogjuk ez az eloszlas
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a sziletési és haldlozasi folyamat p,, és a, paraméterein kiviil e folyamat A osztalyba
tartozo folytatdsainak tovabbi paramétereitdl is fiigg. A kovetkezo feladat az, hogy
amennyiben ezeket (és esetleg més paramétereket is) rogzitiink, akkor szdmoljuk ki az
E, 1, varhat6 értéket is. Ha e feladatokat megoldottuk, akkor ki tudjuk szdmolni az
U f(r) mennyiséget, azaz a karakterisztikus operator hatdsdnak az értéket az r pontban
is.

A fenti problémak megoldédsat érdemes a kovetkezd megjegyzéssel kezdeni. Abban
az esetben, ha x(t) egy sziiletési és haldlozési folyamat A osztalyba tartozé folytatésa,
és az r pont ennek elnyel6 pontja, azaz ha az x(t) folyamat az r pont meglitogatasa
utan 6rokké ott marad, akkor P.(1, = oo) = 1, és E,7, = oco. Ellenkezd esetben a
kovetkez6 eredmény érvényes.

4.7. Lemma. Ha x(t) egy sziletési és haldlozdsi folyamat olyan A osztalyba tartozd
folytatdsa, amelynek az r pont nem elnyeld pontja, akkor

P(ry<oo)=1, és E,1y <00
minden y € € pontra.

Megjegyzem, hogy a 4.7. lemma igazolasaban fontos szerepet jatszik a 4.3. lemma
alkalmazasa.

Ezutén a konyv tekinti egy sziiletési és haldlozési folyamat x(t) A osztalyba tartozé
folytatasét, és azt vizsgélja, hogy milyen lehet az x(7,) valészintiségi valtozé P, mérték
szerinti eloszlasa, ahol 7, az az elsé idépont, amikor az r pontbdl inditott x(t) Markov
folyamat elészor kilép az U, halmazbdl. Itt y € £ tetszdlegesen valasztott pont.

A konyv eloszor megoldja ezt a feladatot egy természetes specialis esetben. Akkor,
ha az x(t) Markov folyamat az r hatarpontba érve tgy visekedik, hogy ot exponen-
cidlis eloszlasu ideig var, majd m(ux) valészinliséggel az uj pontba ugrik, ug € &, és

> m(ug) = 1. Itt a kdnyv a kovetkezd, a jelolést kissé leegyszertisité konvencidt vezeti
k=—1
be. Azt az eseményt, hogy a részecske eltiinik, gy interpretalja, hogy a részecske az
u_1 = —1 allapotba keriil, és onnan mar tobbé nem lép ki. Ennek a valdsziniiségét
m(—1)-nel jeloli. A szerz6k megmutatjék, hogy ebben az esetben a m,(u) = P.(z(1,) =
u) valdsziniiségek, ahol u = ug, —1 < k < n, ha y = u,, a kovetkez6képp adhatdak
meg.

= m(w) au
my(u) = ; ) +aly) ha u < y, (4.14)
“ _nly) +aly)
Ty(y) = ; @)+ o)’ (4.15)
ahol

aly) = ! > (r—2)m(2). (4.16)



A most emlitett formula megadja a m,(u), u < y, eloszlast egy sziiletési és haldlozasi
folyamat A osztalyba tartézé bovitéseinek egy nagy csaladjara, de nem irja le az Gsszes
lehetOséget. A tekintett példaban ugyanis olyan modelleket tekintettiink, amelyekben
az r hatarpont valamely t idopontbeli elérése utan van egy kovetkezo idopont, amikor
a folyamat az r pontbdl valamelyik u,, pontba ugrik. De nem minden modellben van
ilyen tulajdonsagu ‘kévetkezo idopont’. Elofordulhat az is, hogy az r pontbdl torténo
ugrasok idépontjai (jobbrdl) konvergilnak a ¢ id6ponthoz. A kévetkezd tételben is-
mertetett eredményben megadjuk az Gsszes lehetséges m,(-) eloszlast egy sziiletési és
haldlozasi folyamat valamely A osztdlyba tartozé x(t) folytatdsdnak az esetében. Ezek
az eloszlasok a sziiletési és haldlozasi folyamat paraméterein kiviil fliggnek még egy
m = (m(u_1),m(ug), m(u1),...) nem negativ szamokbol all6 sorozattél, amit az ugras
mértékének és egy o > 0 szamtodl, amit tikkrozési egyltthaténak neveznek. Ha a m
vektort és a szamot megszorozzuk ugyanazzal a pozitiv szammal akkor azok ugyanazt
a m, eloszlast fogjak definidlni, minden y € £ pontra, de ettdl a pozitiv egyiitthatéval
valé szorzastol eltekintve kiilonbozd (m, ar) parok kiilonbozd eloszlasokat definidlnak. A

> 7(uy) Osszeg lehet divergens. Erdemes megjegyezni, hogy a 4.7. lemma szerint m(-)
n

egy valddi eloszlds a {u_1,ug,...,y} halmazon minden y € £ pontra, ha r az x(t) szto-
chasztikus folyamatnak nem elnyel6 fala, mig az ellenkez6 esetben m,(u) = 0 minden
u € {u_1,ug,...,y} pontban. A pontos eredmény a kovetkezot allitja.

4.8. Tétel. Legyen adva eqy sziletési és haldlozdsi folyamat A osztdlyba tartozo x(t)
folytatdsa. Akkor létezik egy olyan multiplikativ faktor erejéig egyértelmiien meghatdro-
zott a > 0 tiikrozési egyitthatonak nevezett konstans és m = (mw(u—1),7(ug), 7(u1),...)
nem negativ szamokbol dllo a

Z(r —u)m(u) < 00 (4.17)

u

feltételt teljesito, az ugrds mértékének nevezett sorozat, amelyek rendelkeznek a kovetkezo
tulajdonsdgokkal.

(1) Az z(t) folyamat dltal meghatdrozott o szam és w vektor elemei akkor és csak akkor
egyenléek mind nulldval, ha r az x(t) sztochasztikus folyamat elnyeld pontja.

(2) Ha az a szdm és a w vektor elemei kézil legaldbb egy nem egyenld nulldval, akkor
minden y € € pontra az x(t) sztochasztikus folyamat dltal meghatdrozott m, eloszldst

a (4.14), (4.15) valamint az

aly) = L ot > (r—2)m(2) (4.18)

képletek hatdarozzak meg ezzel az v szammal és w vektorral.

Csak roviden vazolom ezen eredmény bizonyitasanak f6 gondolatait. Azt, hogy
az elGszor tekintett viszonylag egyszeri modellben a 7, (u), u < y, valdsziniiségeket a
(4.14)—(4.16) képletek segitségével lehet megadni a 4.1. Tétel segitségével bizonyithat-
juk. Ez ugyanis lehetové teszi ezen valdszintiségek kiszamitasat felhasznélva azt, hogy

15



tudjuk, hogy ha egy z, x < z < r, pontba keriiliink, akkor milyen valészintiséggel jutunk
innen az x és r pontok koziil el6szor az x, illetve az r pontba. Azt kapjuk, hogy

my(u) = m(u) + Z 7T(Z)Z — ywy(u), ha u <y,

y<z<r r=y
= n(z) | 2= i
n) =5+ 3 @ [Zn ) + 122
Tyl\u) = F(U) aUu
y( ) 1_ riy y<§<r(z—y)ﬂ'(z), h <?h
o () — m(y) + (y)
y(y) 1<_'Tiy ygg;r(z-_-y)ﬂ(Z),

Innen megkapjuk a (4.14) és (4.15) formuldkat, ha felhasznaljuk az

1= S o) =Y ) - —— 3 (= p)n2)

r—y

y<z<r z<r y<z<r
1
=> w(z)+ — Y (r=2)mz)=> w(z) +ay)
z<y y<z<r z<y

azonossagot.

A 4.8. tétel bizonyitasa nehezebb. E tétel bizonyitasaban a m ugras mérték soroza-
tot, illetve az a tlikrozési egyiitthatét is meg kell taldlni. Ebben az esetben a bizonyitas
kiindulé 1épése az, hogy az y € £ ponton kiviil rogzitiink egy = € £, x > y, pontot
is, és az el6z6 esethez hasonléan a my(u), u < y, valészinliségeket kiszamoljuk a 7, (u),
u < x, valészintiségek segitségével. Ekkor a m,(u), u <y, valészintiségeket a kévetkezo,
a (4.14)—(4.16) formuldkhoz nagyon hasonlé képletek segitségével lehet kifejezni:

= e (1) au
A SER TR
_ ma(y) +ax(y)
Wy(y) - ; Tw (U) + . (y)7
ahol )
o)== 3 (- 2m(). (4.19)

y<z<lz

Ezutan az © — r hataratmenet segitségével be lehet latni a kivant formulat.
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A részletek kidolgozasa soran a bizonyitas egyik fontos lépése annak igazoldsa, hogy
létezik egy olyan m = (m(u_1),m(ug),7(u1),...) nem negativ szamokbdl &ll6 sorozat,
amelyre igaz, hogy tetszbleges y € £ pontra a {m,(u): u <y, u € EU {u_1}} vektor
ennek a 7 vektor £ U {u_1} halmazra valé megszoritdsanak a konstansszorosa. Jelolje
A(z) azt a szamot, amellyel a 7, (u), u < z, vektort beszorozva megkapjuk a m vektornak
az u_j, up, U1, ... Uy = x paraméterekhez tartozé koordinatait. A m,(u), u < y, és

_ ™(w)

my(y)-ra kapott kifejezésekbe behelyettesitve a m,(u) = o) azonossagokat azt kapjuk,
hogy a (4.14) és (4.15) formulék érvényesek az

a(y) = ax(y)A(z), (z>y), (4.20)

konstanssal. Az utolsé formula azt is jelenti, hogy az ott felirt azonossag jobboldala
nem fiigg az x paramétertél. Tovabba a (4.14) formula segitségévek kapjuk, hogy a
A(y) szamok, y € &, teljesitik a

Ay) =) _7(y) + ay) (4.21)

uly
relaciot.

Ilyen médon megtaldltuk azt az a(y) szdmot, amellyel érvényesek a (4.14) és (4.15)
reldciok, de még meg kell mutatnunk, hogy ez az a(y) szam kifejezheté a 7 vektor és
az (eddig még nem definidlt) a tiikozési egyiitthatéd segitségével a (4.18) formuldban
megadott médon. Ennek érdekében elészor megmutatjuk a (4.20), (4.19) és (4.14),

(4.15), (4.21) azonossagok segitségével (az utolsé harom azonossdgot az = és nem az y
paraméterre alkalmazva), hogy teljestil az

1
r—y

alz)(r—x) + Z (2)(r — 2)

y<z<z

aly) =

azonossag is. Specidlisan ezen azonossag jobboldala nem fligg az x paramétertol. Al-

kalmazva ebben a képletben az z — r hatdrdtmenetet megkapjuk eldszor a (4.17)

egyenl6tlenséget, majd a (4.18) azonossigot o = lim a(z)(r — z) vélasztdssal. Spe-
r—r

cidlisan ez a limesz 1étezik, és ez lehet6vé teszi (a 7 vektor ismeretében) az « tiikrozési
egylitthato definiciéjat is.

A 4. fejezet 4.8. tételt bizonyité alfejezete tartalmaz néhany megjegyzést a tételben
szereplé paraméterek jelentésérél. Ha a = 0, és > m(u) < oo, akkor feltehetjiik azt is,
hogy > 7m(u) = 1. Ez megegyezik az elséként térgyalt specidlis esettel. Ha 7(u,) = 0
minden u,, indexre, és a > 0, akkor m,(y) = 1, és my(u) = 0 minden u < y allapotra.
Ekkor végtelen sok ugras torténik, mielott a részecske eléri az y pontot, de ezek az
ugrasok kicsik. A rendszer viselkedése ekkor hasonlit a Wiener folyamathoz, amely
tiikr6zodik a hatarpontban, ezért az itt megjeleno viselkedést tiikkrozésnek nevezziik.

Ha a = 0, és > m(u) = oo akkor is végtelen sok ugras kovetkezik be, mielétt a
részecske elér egy y pontot. Ez részben hasonlit a tiikrozés esetéhez, de ilyenkor vi-
szonylag nagy ugrédsok is torténhetnek. Viszont annak érdekében, hogy a A osztalyba
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tartozé folyamatok (4) tulajdonsédga is teljesiiljon az ugrasok nagysagéra bizonyos kor-
latot is fel kell tenni. Ilyen feltétel a (4.17) relacié. Az altaldnos eset, amikor o > 0
és m > 0 egyszerre lehetséges akkor a folyamat egy tiikkrozés és ugras keveréke. Ezt a
kérdést targyalja a fejezet utan megadott Feladatok rész.

A kovetkezo vizsgalt kérdés az, hogy egy sziiletési és halalozasi folyamat A osztalyba
tartozo x(t) folytatasa esetén hogyan tudjuk kiszdmolni az E, 7, varhaté értéket. Vegyiik
észre, hogy ha az r pont az x(t) sztochasztikus folyamat elnyel6 pontja akkor Et, = oo
minden y € £ pontra. Mdsrészt a 4.7. lemma alapjan E7, < oo minden y € £ pontra,
ha az r pont nem elnyel6 pontja az x(t) sztochasztikus folyamatnak. Az aldbbiakban
ismertetem azt az eredményt, amely megadja az x(t) folyamat altal meghatarozott 7,
valdszintiségi valtozé m(y) = E, 7, varhato értékét minden y € £ pontban. Ez a varhaté
érték fiigg a kiinduld z(t) sziiletési és haldlozasi folyamat p,, és a,, paramétereitél, az
x(t) folyamatot jellemz6 és a 4.8. tételben bevezetett av > 0 tiitkrozési egyiitthatétol, a
m = (m(u_1),m(ug), 7(uy),...) nem negativ szamokbdl allé és ugras mértéknek nevezett
sorozattél, valamint egy 1j abszorpcids egyiitthaténak nevezett 3 > 0 konstanstél. Ha
az «, és [ szamokat és a m vektort beszorozzuk ugyanazzal a pozitiv konstanssal, akkor
azok ugyanazt az m(y) = E,7, varhatd értéket hatarozzak meg.

4.9. Tétel. Legyen adva egy T(t) sziletési és haldlozdsi folyamat A osztdlyba tartozd
x(t) folytatdsa, és tekintsik minden y € € pontra a kordbban definidlt T, valosziniségi
vdltozot és annak m(y) = E,(1,) vdrhatd értékét. Létezik egy olyan B > 0 konstans,
amelyik nem egyenld nullaval akkor, ha o =0 és m =0 a 4.8. tételben meghatdarozott o
szammal és m vektorral, és amelyikkel érvényes az

ptav(r)+ > m(2)[5(z) = S(r)] = a(y)[S(y) —S(r)]

m(y) = Ev(7,) = 0 ,

(4.22)

azonosdg minden y € £ pontban, ahol a (4.22) formuldban szerepld kifejezések a kivet-
kezb6képp vannak definidlva. S(-) az Z(t) sziletési és haldlozdsi folyamat karakteriszti-
kdjanak nevezett figguény, v(r) = lim v(u) a —S(t) figgvény (monoton névekvd, nem

negativ) a (4.11) és (4.12) formuldkban definidlt derivdltjinak a limesze az r pontban, «
a 4.8. tételben bevezetelt tikrozési egyiitthato, w(z) a 4.8. tételben bevezett m ugrds mér-
téknek nevezett sorozat megfeleld koordindtdja, az a(y) és A(y) szamok e mennyiségek
segitségével a (4.18) és (4.21) formuldkban vannak kifejezve. E képletben az av(r) kife-
jezést az o = 0, v(r) = oo esetben az

av(r) =0, ha a=0¢év(r)=0

képlettel definialjuk.

Az x(t) folyamat vizsgalatdban megjelent o, v(r) szamok, S(t) karakterisztika és a
T az ugras mértéknek nevezett sorozat teljesitik az

av(r) < oo (4.23)
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> m(u)[S(u) — S(r)] < oo (4.24)

u

egyenlotienségeket.

Ha a = 0 és m = 0, azaz, ha r elnyel6 pontja az z(t) sztochasztikus folyamatnak
akkor a (4.22) képletben meghatarozott m(y) mennyiségre m(y) = co. A t6bbi esetben
m(y) < oo. Vegyiik észre, hogy, ha az « és [ szdmokat és v vektort megszorozzuk
ugyanazzal a pozitiv szammal, akkor a (4.22) formula jobboldaldn szerepld kifejezés
értéke nem valtozik. Ez azt jelenti, hogy az («, 3, m) vektor csak egy pozitiv konstans
szorzé erejéig van meghatarozva.

A 4.9. tétel bizonyitasanak nem targyalom minden részletét, csak néhany megjegy-
zést teszek a bizonyitassal kapcsolatban.

A 4.9. tétel bizonyitdsdban hasonléan a 4.8. tétel bizonyitasahoz, vesziink két
x,y € €, y < x pontot, és elészor az m(x) és m(y) varhatd értéket hasonlitjuk Gssze,
és megvizsgaljuk mit kapunk az x — r hataratmenet végrehajtasa esetén. Jelen eset-
ben a kivant formuldk bizonyitdsdnak érdekében a 4.4. és 4.3. tételek eredményeit
érdemes alkalmazni. A 4.4. tétel megadja azon id6 m(z;y,r) varhaté értékét, ami
ahhoz sziikséges, hogy a z pontbdl kiindulé sziiletési és haladlozasi folyamat elérje az y
és r pont valamelyikét, (y < z < r). Részletesebben kifejtve, a 4.4. tétel 3. formuléja
alapjan felirhatjuk, hogy

r—2z)S(y)+ (z—y)S(r r—=z

mizsy,r) = 5(z) - CAWEEZI g0y g - T2 E 50y - 50,
r—1y r—y

és mivel egy z pontbdl kiindulva, y < z < r, az y és r pontok koziil ::; valoszintiséggel

elészor az y pontot és =2 valdszintiséggel elészor az r pontot érjik el, ezért
r—y

(o) = mle) + 3 () [mleizar) + 2= my)

y<z<zx

Ezek a formuldk, tovabba a korabban a p,(z) valészinliségekre kapott kifejezések le-
het6vé teszik, hogy egy alkalmas formuldt irjunk fel az m(x) és m(y) varhat6 értékek
kapcsolatarol. Néhany korantsem trividlis atalakitast végrehajtva azt kapjuk, hogy

AMy)m(y) + a(y)[S(y) — S(r)]
= Mz)m(z) + a(@)[S(z) — S(r)]+ > 7(2)[S(z) — S(r)].

y<z<z

Azt kell tanulmanyozni, mit kapunk ezen azonossag segitségével az x — r hataratmenet
végrehajtasa esetén. Mivel az azonossag baloldala nem fligg az x szamtol, nem nehéz
beldtni ilyen médon a (4.24) egyenl6tlenséget. Masrészt vizsgalnunk kell az a(x)[S(x) —
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S(r)] kifejezés limeszét x — r hatdradtmenet esetén. Némi nem trividlis szdmolds azt
adja, felhasznélva az S(-) fiiggvény tulajdonsagait, hogy

lim a(x)[S(z) — S(r)] = av(r).

zTr
Ennek segitségével be lehet latni a (4.22) formulat a

B = li%n Az)m(x) (4.25)
valasztassal. Specidlisan az is kovetkezik ebbdl a gondolatmenetbdl, hogy a ( szamot
definidlé limesz valéban létezik. Végiil a (4.23) formula kovetkezik a (4.22) formulabdl.

A szerzok ismertetnek egy olyan eredményt is, amely egyben megmagyarazza, hogy
a (4.22) formuldban szereplé [ szdmot miért hivjdk abszorpciés egyiitthaténak. Azt
vizsgaljak, hogy az x(t) sztochasztikus folyamat mennyi id6t tolt az r hatarpontban
azelOtt hogy az az r pontbdl elészor kilép egy U, halmazbdl. Bebizonyitjak a kovetkezd
tételt.

4.10. Tétel. A J.9. tételben tekintett x(t) sztochasztikus folyamat az ott haszndlt
jelolésekkel teljesiti minden y € € pontban az

Ergy = L

AMy)

reldciot, ahol &, jeloli azt annak az idének a (Lebesgue) mértékét, amelyet az r pontbol
kiindulo x(t) folyamat az r hatdarpontban téltétt, mielétt kilépett az U, halmazbdl.

Ez azt jelenti, hogy az az id6, amit az r pontbdl kiindul6 x(t) folyamat az r pontban
tolt, miel6tt elszor kilép az r pont egy U, kornyezetébdl aranyos a 3 szdmmal.

Nem nehéz beldtni a (4.18) és (4.21) képletek segitségével, hogy

m(u) haa=0
lim A(y) = ;

T
sy oo haa>0,

és ez a limesz véges, ha o = 0 és > m(u) < 0o, és végtelen, ha o > 0 vagy > m(u) = oo.
u u
Az elsé esetben van egy véges idéintervallum, ameddig az r pontban tartézkodd x(t)

folyamat az r pontban marad, mig a masodik esetben azon idopontok halmaza, amikor
az x(t) folyamat az r pontban tartézkodik nem tartalmaz intervallumot. Viszont be
lehet latni, hogy ebben az esetben azon t idépontok halmaza, amelyet az r pontbdl
kiindul6 x(t) folyamat az U, bél valo kilépés el6tt az r pontban tolt a P, mérték szerint
egy valdszinliséggel pozitiv mértéki Cantor halmaz, és e halmaz mértéke ardnyos a (3
paraméterrel.

Lattuk, hogy egy sziiletési és haldlozasi folyamat A osztalyba tartozo folytatasanak
teljesitenie kell a (4.17) és (4.23) egyenlStlenséget. Be lehet viszont latni, felhaszndlva
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az S(t) fliggvény tulajdonsigait, hogy a (4.23) egyenl6tlenségbél kovetkezik a (4.17)
egyenlotlenség. Bizonyos esetekben ez a két egyenlétlenség ekvivalens. Az ilyen esetek
megadasanak érdekében bevezetjiik a kovetkezo fogalmat. Egy sziiletési és haldlozasi
folyamat r hatdarpontjat beliilr6l elérhetének nevezziik, ha v(r) < oco. Ebben az esetben
a (4.17) és (4.23) egyenlétlenségek ekvivalensek. Ez az allitas viszont nem feltétleniil
igaz akkor, ha az r pont nem beliilrél elérheto.

Az eddig térgyalt eredmények lehet6ve teszik hogy kiszamitsuk az U f(r) meny-
nyiséget, azaz a karakterisztikus operator értékét az r pontban. Az altalanos feladat az,
hogy irjuk le a sziiletési és haldlozasi folyamatok A osztalyba tartozoé folytatasanak U
karakterisztikus operatorait. Azt mar lattuk, hogy egy ilyen sztochasztikus folyamatra
Uf(y) = %D“Duf(y), ha y € &, (megadtuk a D, és D, operatorok pontos lefrdsat),
de hidnyzik még a U f(r)-nek a megadasa. Ez a sziiletési és haldlozasi folyamat S(u)
karakterisztikdjan kiviil fligg egy « tiikrozési, B abszorpciés egytlitthatotol és és egy
m = (m(u_1),m(up), m(u1),...) ugrds mértékének nevezett sorozattél. A tovdbbiakban
bevezetjiik a v = w(u_1) = w(—1) jelolést, és a 7 vektor koordinatai koziil elhagyjuk
ezt az elemet. A v > 0 szamot eltiinési (extinction) egytitthaténak fogjuk hivni. Megfo-
galmazom a U karakterisztikus operatort leird tételt, aztdn teszek néhany megjegyzést
ezzel kapcsolatban, végiil elmagyarazom a tétel bizonyitasanak fo 1épéseit.

4.11. Tétel. Egy sziiletési és haldlozdsi folyamat A osztdlyba tartozo x(t) folytatdsdt
a kovetkezoképp adhatjuk meg. Veszink eqy pn, n = 0,1,..., po = 1, 0 < p, <
1, han > 1, an, a, > 0, n = 0,1,2,..., sorozatot, tekintunk eqy e paraméterek
daltal meghatdrozott T(t) sziletési és haldlozdsi folyamatot, definidljuk e folyamat S(u),
0 < u < r, karakterisztikdjdat, annak v(u) derivdltjat és az dltala meghatdrozott D,
és D, operdtorokat a mdr leirt modon. E sziletési és haldlozdsi folyamat egy x(t)
A osztalyba tartozo folytatdsdt olyan o > 0 tiikrozési, B > 0 abszorpcids, v > 0 tikrdzési
egyiitthatok és m = (mw(ug),m(u1),...), m(u,) > 0, n = 0,1,..., ugrds mértékének
nevezett sorozat segitségével adjuk meg. Ezek a mennyiségek teljesitik a (4.23), (4.24)
és a?+ 32 +72+> m(u)? > 0 feltételeket. (A (4.23) feltétel értelmezésében az av(r) = 0,
u

ha a =0 és v(r) = oo konvencidt alkalmazzuk.) Az x(t) sztochasztikus folyamatot an-

nak U karakterisztikus operdtordnak a segitségével adjuk meg, amelyet a kovetkezoképp
definidlunk.

UF(u) = %DuDuf(u) haueé,

BUF(r) +af'(r) +7f(r) + Y m(@)[f(r) = f(u)] =0 (4.26)

eqy olyan f(u), u € & U {r} sorozatra, amely tekinthetd egy a [0,r] intervallumon
definidlt, az r pontban differencidlhaté fligguény megszoritisanak erre a halmazra. A
(4.26) formula ugy értelmezhetd, hogy egy f(u), u € EU{r}, sorozatot azonositunk egy
ilyen a [0,7] halmazon definidlt f(u) figgvénnyel, és csak olyan sorozatokat tekintink,
amelyekre ez az f(u) fliggvény az r pontban differencidlhatso. Az x(t) folyamat jellemzé-
sében szerepld o, B és v konstansok, illetve m vektor egy pozitiv konstanssal valo szorzds
erejéig egyértelmien meg vannak hatdrozva.
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A konyvben az van bebizonyitva, hogy egy sziiletési és haldlozasi folyamat A osz-
talyba tartozoé folytatasa csak ilyen alaku lehet. Annak a kérdésnek a megvalaszolasa,
hogy egy ilyen karakterisztikus operator valéban definidl-e egy kivant tulajdonsigu
Markov folyamatot, mas e konyvben nem targyalt mdédszerek kidolgozasat igényli. Ezért
a konyv bizonyitds nélkill ismerteti a valaszt erre a kérdésre. Viszont az utolsé al-
fejezetben bebizonyitja, hogy az igy definidlt U karakterisztikus operator egyértelmiien
meghatdrozza a sziiletési és haldlozési folyamat x(t) A osztalyba tartozé folytatdsdnak
az eloszldsét. Erdemes megjegyezni, hogy a (4.26) formula nagyon hasonlit a [—oo, ]
félegyenesen definialt Wiener folyamat karakterisztikus operatoranak a 0 hatarpontbeli
értékét megadd (4.2) képlethez.

Az altalanos, de a konyvben nem ismertetett elméletbol kovetkezik, hogy a 4.9.
tételben megadott U operator mindig definidl egy Markov folyamatot. Ez egyben egy
sziiletési és halalozasi folyamatnak az A osztalyba tartozé folytatdsa, kivéve azt az
esetet, ha

Ekkor ugyanis az A osztdlyba tartozo folytatas definicigjanak (4) és (5) pontban meg-
fogalmazott, a sztochasztikus folyamat trajektéridinak 7' idépontbeli jobboldali folyto-
nossagat eloird feltétele nem teljesiil. Erdemes megjegyezni, hogy ez az eset hasonlé a
4.8. tétel targyalasa elott vizsgalt specidlis esethez. A lényeges kiilonbség kozottik az,
hogy ott az r hatarpontbdl valé valamely u € £ pontba torténd ugras bekovetkezéséhez
exponencidlis eloszlasu ideig varni kell, mig az itt emlitett esetben a 3 = 0 feltétel azt
jelenti, hogy azonnal megtorténik az ugrds. A kivant folytonossagi tulajdonsag ezért
nem teljesiil az adott esetben.

A 4.10. tétel bizonyitasdhoz eloszor fel kell irni a karakterisztikus operator értékét
az T pontban, azaz azt az U f(r) kifejezést, amit vizsgdlni akarunk. Ez a U operator
definicidja, illetve (4.14), (4.15) és (4.21) formula alapjan igy irhaté fel:

m(u) f(u) + a(y) f(y) — AMy)f(r)

O<u<ly

Uufr) =lim OLI)

Iletve mivel A(y) a (4.21) formula és a v = w(u(—1) jelolés bevezetése miatt

Ay) = Y mw+oaly) =7+ > w(u)+ oy

—1<u<y 0<u<y
ezt a formulat atirhatjuk, mint

>, m(w)[f(u) = fF(r)] +a)lf(y) = ()] =7 f(r)

Uf(r) =1lim O<uzy

i YO0 (4.27)

A (4.27) kifejezésben szereplé tort nevezdjére a (4.25) reldcid szerint igaz a
lim A(y)m(y) = 6
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azonossag. Némi vizsgédlat azt mutatja, hogy amennyiben az f(u) fiiggvény derivalhatd
az r pontban, akkor e tort szamlaldja konvergal a

> w(w)[f(u) = f(r)] + af (r) = v f(r)

u

kifejezéshez, ha y T r. Ezen allitas igazoldsdhoz azt kell megmutatni, hogy a

> ww)[f(u) = f(r)]

0<u<ly

osszeg az adott esetben konvergdl a > 7w(u)[f(u) — f(r)] végtelen Gsszeghez, ha y 1

r, és az utébbi Osszeg véges. FEz azonban konnyen igazolhat6 a (4.17) formula és az

f(u) — f(r) ~ f'(r)(u—r), ha u T r relacié segitségével.

A fenti, a (4.27) formula szamlél6jara és nevezdjére kapott aszimptotikus reldcidk
implikéljdk a (4.26) formuldt a 3 > 0 esetben. A 3 = 0 esetben ezt a hatdratmenetet
nincs jogunk elvégezni. De akkor mondhatjuk azt, hogy a U f(r) formulét megadé limesz
csak akkor létezik, ha a szamlalé tart a nullahoz w T r esetén, azaz, ha

S w@)f () = £()] +af'(r) = 7 f(r) = 0.

u

Ez viszont megegyezik a (4.26) formulaval a 8 = 0 esetben. Ez azt jelenti, hogy az
Uf(r) kifejezés, (ha egydltalan 1étezik) teljesiti a (4.26) formulat. Itt meg kell jegyezni
azt is, hogy abban az esetben, ha r elnyel6 allapot, (ezt az esetet nem targyaltuk az
el6z6 vizsgalatokban), akkor « =y =n =U =0, > 0, tehdt a (4.26) formula ebben
az esetben is érvényes.

A fenti érvelés azt bizonyitja, hogy a karakterisztikus operator csak olyan lehet,
amelynek az értéke az r pontban teljesiti a (4.26) formulat. Az, hogy egy sziiletési és
halalozasi folyamat A osztalyba tartozo folytatasa valoban létezik ilyen karakterisztikus
operatorral (enyhe megszoritasok esetén), més e kényvben nem targyalt vizsgalatokbdl
kovetkezik.

A konyv még tartalmazza annak bizonyitdsat, hogy a karakterisztikus operdator
egyértelmiien meghatarozza egy sziiletési és halalozasi folyamat A osztalyba tartozé foly-
tatasanak az eloszlasat. Roviden ismertetem, ezen allitas bizonyitasanak legfontosabb
gondolatait. Ezek a Markov folyamatok elméletének néhany fontos mddszerének az
alkalmazasan alapulnak.

Azt kell beldtni, hogy a megadott U f operator értékei, ha az U operatort az & U
{r} halmazon folytonos fliggvények terén alkalmazzuk meghatarozzédk a p(t,u,v) =
P,(z(t) = v) és P(¢ > t) valészinliségeket. Ezt az éllitdst az analizis eredményei
alapjan vissza lehet vezetni annak bizonyitasara hogy a U operator hatasa a folytonos
fiiggvények terére egyértelmiien meghatarozza az igynevezett rezolvenst, azaz a

Raf(u) = / e NE, f(a(t)) dt
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fiiggvényt minden folytonos f fiiggvényre és A > 0 szamra. Ez a képlet ugy értendo,
hogy a t > ( esetében, vagyis akkor, ha x(t) nincs definidlva, f(z(t)) = 0. Ervényes a
rezolvens kovetkezo jellemzése is:

RA:/ e MNP, dt,
0

ahol P;, t > 0, a Markov folyamat korabban is targyalt félcsoportja.

A koényv belatja, hogy amennyiben f folytonos fliggvény akkor az F'(u) = F)(u) =
Ry f(u) fuggvény is folytonos minden A > 0 szamra. Ezenkiviil igaz az aldbbi (a rezol-
vensek elméletében nagyon altalanos feltételek mellett érvényes) azonossag.

Ry — R, = (p—A)R,Ry minden A > 0, p > 0 szdmparra.

Ezen oOsszefliggések segitségével a konyv belatja a kovetkezo lemmat.

4.12. Lemma. Ha f folytonos figgvény az € U {u} halmazon, akkor minden A > 0
paraméterre az F(u) = Fx(u) = Rxf(u) figgvény olyan folytonos figguény az € U {u}
halmazon, amely teljesiti a

f=AF-UF (4.28)
azonossdgot.

Ezen eredmény alapjan a kivant egyértelmiiség bizonyitasahoz elég megmutatni azt,
hogy rogzitett folytonos F fiiggvényre a (4.28) egyenletet egyetlen (folytonos) f fiiggvény
elégiti ki. Ezt a kovetkezoképp lathatjuk be. Elég megmutatni, hogy a A\F' —UF =0
egyenletet egyedill az F' = 0 fliggvény elégiti ki a folytonos fiiggvények terében. Ha
ez nem teljesiilne, akkor létezne olyan folytonos F' megolddsa ennek az egyenletnek,
amely bizonyos pontokban szigorian pozitiv, s6t létezne olyan u pont, amelyre F'(u) =

max F'(v) = M > 0, azaz az F fliggvény maximuma felvétetik. De az U operator
definicidja szerint UF(u) < 0, ezért F(u) = yUF(u) < 0 ebben az u pontban. Viszont

F(u) = M > 0 az u pontban, és ez ellentmondas.
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