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Masodik fejezet: Néhany parcidlis differencidlegyenlet megoldasa valosziniségszamitdsi
modszerrel.

E fejezet f6 témaja a kovetkezo két parcialis differencidlegyenlet vizsgalata.

Legyen adva egy szép G tartomany az R' [-dimenziés Euklideszi térben. Az els
probléma az tgynevezett Dirichlet feladat megoldasa ebben a tartomanyban, azaz a

Af(u) =0, haue G, és lim f(u)=p(z), hax e dq,

uUu—x

egyenlet megoldédsa, ahol OG a G tartomany hatéardt jeloli, p(x) egy elére megadott
folytonos és korlatos fliggvény a OG hataron, és A az els6 fejezetben bevezetett Laplace
operatort jeloli.

A maésodik probléma az tigynevezett Poisson egyenlet, azaz a

Af(u)=-2, haue G, és lim f(u)=0, haxze€ oG

uU—x

egyenlet megoldasa.

Ezenkiviil e fejezet tartalmazza a fenti problémak megoldasanak néhény érdekes
alkalmazasat. Példaul megoldja a kovetkezo feladatot. Legyen adva két koncentrikus
gombfeliilet, és inditsunk egy Wiener folyamatot egy a két gombfeliilet kozotti pontbdl.
Mi annak a valdszintisége, hogy ez a Wiener folyamat elobb éri el a belsé gombfeliiletet,
mint a kiils6t? Foglalkozik e konyv azzal a kérdéssel is, hogy a Dirichlet feladat
megoldasa egyértelmii-e. Ha a G tartomany (szép hatarral rendelkezik, és) korldtos,
akkor nem nehéz belatni egy maximumelv segitségével a megoldas egyértelmiiségét.
Nem korlatos tartomanyok esetén a helyzet bonyolultabb. Ezzel a kérdéssel is foglalkozik
a konyv. Megmutatja az itt megadott megoldés egy kiilonleges tulajdonsagat ebben az
esetben.

A probléma megolddsa azon alapul, hogy az visszavezetheté a Dirichlet feladat
vizsgalatara specialis hatarfeltételek mellett. Ebben az esetben a Dirichlet feladat
egyszerliien megoldhato, és a megoldas segit a keresett valdszintiség kiszamolasaban.

A bizonyitasokban felhasznaljuk a Af(x) = 0 egyenletet kielégitd, ugynevezett
harmonikus fiiggvények kovetkez6 jellemzését.

2.1 Tétel a harmonikus fliggvények jellemzésérdl. Egy f(-) figguény akkor és csak
akkor harmonikus eqy G nyilt halmazon, azaz akkor és csak akkor teljesiti a Af(u) =0
egyenletet a G nyilt halmaz minden u € G pontjaban, ha minden a € G pontra és olyan
a kozéppontu és r sugari C(a) = {u: |a —u| = r} gombfeliletre, amelynek a belsejét
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tartalmazo {u: |a —u| < r} gomb is a G tartomdnyban van, és a C(a) gombfelileten
levd p = pq,r egyre normdlt egyenletes eloszldsra teljestl az

fla) = f(u)p( du)

C(a)
az0nossag.

Megjegyzés E konyvben csak az van bebizonyitva, hogy a fent megfogalmazott azo-
nossagbhdl kovetkezik, hogy az f fiiggvény harmonikus, mert itt csak erre az allitasra
van sziikség. A bizonyitds soran elGszor azt latjak be, hogy egy ezt az azonossiagot
teljesito fiiggvény elég sima. Ezt felhasznalva, alkalmas Taylor sorfejtés segitségével
bizonyithatd, hogy a fenti egyenletet teljesito fiiggvények harmonikusak. Megjegyzem,
hogy a masik iranyu allitas bizonyitasa az igynevezett Green azonossagon alapul, amely
szerint
/ (uAv — vAu) dV = / (uDpv —vDpu)ds
Q o9

az R™ n-dimenziés Euklideszi térben, ahol €2 egy korlatos nyilt halmaz sima OS2 hatarral,
u és v kétszer folytonosan differencidlhato fliggvények egy az 2 halmaz lezartjat tartal-
mazdé nyilt halmazon, dV a Lebesgue mérték az R™ téren, ds a Lebesgue mérték altal
indukalt felszini mérték a 02 hatarfeliilleten és D,u, D,v az u és v fiiggvény differen-
cialhanyadosai a 0f) hatar kifelé mutaté egység normalvektoranak az iranydban. Az
utolsé allitds pontosabban azt jelenti, hogy egy a 02 hataron levé = pontban D, u(z)
és D,v(z) egyenld a gradu(z) és gradv(z) gradiens vektorok skalarszorzataval a OS2
hatarfeliilet = pontbeli kifelé mutaté normalis egységvektoraval.

A Dirichlet feladat megoldasat az [-dimenzids térben az [-dimenziés Wiener fo-
lyamatok segitségével tudjuk megtaldlni valésziniiségszamitasi modszerekkel. Ebben a
megoldasban felhasznéljuk a Wiener folyamat néhany tulajdonsdgat. Kiilonosen fontos
szerepet jatszik e tulajdonsagok kozott a Wiener folyamat erés Markov tulajdonsédga.
Felidézem a Wiener folyamat definicidjat és a ra érvényes erds Markov tulajdonsag
megfogalmazdasit. Eloszor az 1-dimenziés Wiener folyamat definicigjat adom meg.

Egy dimenziés Wiener folyamat definiciéja. Eqy X (t) sztochasztikus folyamat egy
(Q, A, P) valdsziniiségi mezdén 1-dimenziés Wiener folyamat egy [0,a] intervallumban
(illetve a [0,00) félegyenesen), ha X (t) Gauss folyamat (azaz dsszes véges dimenzids
eloszldsa normdlis), EX(t) = 0, EX(s)X(t) = min(s,t) minden 0 < s,t < a (illetve
0 < s,t < o) paraméterre, és minden w € § elemi eseményre az X (-,w) trajektoria
folytonos fugguény.

2.2 Tétel. Létezik Wiener folyamat, és annak véges dimenzios eloszldsai eqyértelmiien
meg vannak hatdrozva.

Az [-dimenziés, [ > 1, Wiener folyamat definicidja az 1-dimenzios Wiener folyamat
segitségével egyszerti.



Egy I-dimenziés Wiener folyamat definiciéja. Egy X, (t), értékeit az R' I-dimen-
2108 Euklideszi téren felvevd sztochasztikus folyamat egy (2, A, P) valdsziniségi mezdn
[-dimenzids Wiener folyamat egy [0,a] intervallumban (illetve a [0,00) félegyenesen)
r=(21,...,71) € R kezddértékkel, ha X,(t) = (x1 + X1(t), ...,z + X;(t)), és X1(t),
.., X(t) fiuggetlen 1-dimenzids Wiener folyamatok a [0,a] intervallumon, illetve a
[0,00) félegyenesen.

Megjegyzés. Egy X, (t) [-dimenziés Wiener folyamat rendelkezik a kovetkez6 tulajdon-
sagokkal:

a) X, (t) figgetlen névekményii folyamat, azaz tetszéleges 0 < t1 < to < -+ < tg
idépontokra az X, (t1) — x, X, (t2) — Xz (t1), ..., Xo(tg) — X (tg—1) véletlen vek-
torok fiiggetlenek. Kz kovetkezik abbdl, hogy a tekintett valdsziniiségi valtozok
egyiittesen Gauss eloszlasu vektort alkotnak, amelynek koordinatai korreldlatlanok.
Ez a tulajdonsag azt is jelenti, hogy egy Wiener folyamat Markov folyamat. Némi
szamolas azt is mutatja, hogy egy Wiener folyamat stacionarius Markov folyamat.

b) Az R' Euklideszi tér tetszéleges x pont koriili elforgatdsa (altaldnosabban min-
den az R' térben definidlt T(u) = = + (u — x)U, u € R', alakt transzormécio,
ahol U unitér (linedris) transzformécid) egy = pontbdl kiindulé I-dimenziés Wiener
folyamat olyan transzformaciéjat indukalja, amely nem valtoztatja meg annak el-
oszlasét. Ezt lathatjuk, ha felirjuk az x pontbdl kiindulé X, (¢) Wiener folyamat
véges dimenzids eloszlasainak a stirtiségfiiggvényeit. Példdul az X, (t) valésziniiségi

valtozo stirliségfiiggvénye ¢, (u) = We_(“_’*“_’”)/ 2t " ahol (-,-) skalarszoratot

jelol.

Adva egy X,.(t) I-dimenziés Wiener folyamat (valamely z € R! kezdéponttal a
0 < t < oo félegyenesen) tekintsiink egy rogzitett ¢ > 0 szamot és a kovetkezd két
sztochasztikus folyamatot:

Az X, (s), 0<s<t, ésY,(u) =X,(t+u) — X,(t), u> 0, sztochasztikus folyamatok.

Ekkor az X.(s), 0 < s < ¢, és Yy(u), u > 0, sztochasztikus folyamatok egymdstol
fiiggetlen Wiener folyamatok, amelyek koziil az elsé az x pontbdl, a masodik az origébdl
indul ki. Ez a tény fejezi ki a Wiener folyamat Markov tulajdonsagat. A konyv meg-
fogalmaz egy olyan analég, er6s Markov tulajdonsdgnak nevezett allitast, amelyben az
X (-) Wiener folyamatot nem egy fix ¢ id6pontban, hanem egy alkalmasan definialt,
jo tulajdonsigokkal rendelkez6 véletlen 7 idépontban &llitjuk meg. Az erds Markov
tulajdonsig azt jelenti, hogy az X,(7 + u) — X,(7), u > 0, sztochasztikus folyamat
olyan Wiener folyamat, amely fiiggetlen az X, (-) sztochasztikus folyamat viselkedésétél
a (véletlen) 7 id6pontig. Ez az allitds pontosabb magyarazatot igényel. Megfogalma-
zok egy olyan eredményt egy specialisan definialt 7 megallasi idépontra, amely az erés
Markov tulajdonsig érvényességérol szold tétel specidlis esetének tekinthetd. Késobb
targyalni fogom az er6s Markov tulajdonsig altaldnos megfogalmazasat Wiener folya-
matokra. A most megfogalmazott allitdas ezen eredmény specialis esetének tekintheto.
De ennek magyarazatat csak jelzem, a részletes indoklast elhagyom.

A szdmunkra érdekes allitas a kovetkezo:



2.3 Tétel. Tekintsink egy valamely x pontbdl kiinduld X, (t), t > 0, l-dimenzids Wiener
folyamatot. Rogzitsiink egy v > 0 szdmot, és tekintsik azt a T véletlen iddpontot, amikor
a Wiener folyamat elbszér éri el a C(x) = {u: |u— z| = r} gombfeliletet. Ekkor
X, (1) egyenletes eloszlast valdszindségi valtozé a C(z) gombfelileten, és az Y,(t) =
X(t+7)— X (1), t >0, sztochasztikus folyamat eqy az X, (7) valoszindiségi viltozdtol
fuggetlen, az origobol kiindulo Wiener folyamat.

A 2.3 Tétel alabbi kovetkezménye lesz szamunkra fontos.

A 2.3 Tétel kovetkezménye. Legyen adva egy G nyilt halmaz és egy korldtos p(x)
fiigguény a G halmaz OG hatdrdn. Minden uw € G pontra tekintsink egy az u pontbdl
kiindulo X, (t), t > 0, Wiener folyamatot, és definidljuk azt a ¢ (u) véletlen idépontot,
amikor ez az u pontbdl kiindulé X, (t) Wiener folyamat eléri a OG hatdrt. Vegyik a
o(+) fligguény o(Xu(ra(u)) értékét ebben a (véletlen) X, (tq(u)) € G pontban, illetve
annak f(u) = Ep(Xyu(1a(u)))) vdrhatd értékét. Ez a vdrhato érték gy értendd, hogy
a o(Xyu(1a(u))) valdszindiségi vdltozdt csak azon w € Q pontok halmazdn integrdljuk,
ahol T (w) < oo. Ekkor teljesil a Af(u) = 0 azonossdg a G tartomdny minden u € G
pontjaban.

Természetes azt varni, hogy ha adva van egy G tartoméany és egy a 0G hataron
definialt ¢ fiiggvény, akkor az altaluk meghatarozott Dirichlet feladatot meg tudjuk
oldani a 2.3 Tétel kovetkezményének a segitségével, ha alkalmazzuk annak eredményét
a Dirichlet feladatban szereplo ¢ fiiggvénnyel. Ekkor minden v € G pontban teljestil
a Af(u) = 0 azonossig a 2.3 Tétel kovetkeményében definidlt f(-) fiiggvénnyel. A &
probléma annak eldontése, a 1101—% f(u) = ¢(z) hatarfeltétel is teljesiil-e minden z € 0G

pontban. Azt varjuk, hogy ha 0G szép halmaz, akkor erre a kérdésre igen a vélasz.
Ez a feltételezés helyes, de szeretnénk pontos képet kapni arrél, hogy mikor teljesiil
ez a hatarfeltétel. A konyv masodik fejezetében targyalt egyik f6 probléma ennek a
kérdésnek a vizsgdlata.

Heurisztikus szinten egyszertien le tudjuk vezetni a 2.3 Tételbdl annak kovetkez-
ményét, felhaszndlva a harmonikus fiiggvények 2.1 Tételben megadott jellemzését.

Tekintsiink egy a € G pontot, és vegyiink egy olyan r sugaru a kézépponti C(a) =
{u: |u—al = r} gémbfeliiletet, amelynek a belseje is a G tartoményban van. Legyen 7
az elsé olyan idépont, amikor az a pontbdl indulé X, (t), ¢ > 0, Wiener folyamat eléri a
C(a) halmazt. Akkor a 2.3 tétel szerint X, (7p) egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozo
a C(a) halmazon, és fiiggetlen az Y, (t) = X,(70 +t) — Xo(70), t > 0, sztochasztikus
folyamattol, amely egy az origobdl kiindulé Wiener folyamat. Ezt a tényt felhasznalva az
f(la) = Eo(X,(1a(a))) varhaté értékét a kovetkez6 médon tudjuk kiszadmolni. Tekint-
sik az X, (19) valdsziniiségi valtozdt, és rogzitve annak u = X, (79) értékét szamoljuk
ki az ettol az értéktdl figgd Ep(u + Y, (7g(u))) varhaté értéket. Ezutén integralva
ezt az u valtozdtdl fiiggd kifejezést az X, (79) valdszintliségi véltozé eloszldsa szerint
megkapjuk az f(a) értéket. Az igy kapott formuldbdl és a 2.1 Tételbdl kivetkezik, hogy
f(-) harmonikus fliggvény.

A részletesebb, pontosabb bizonyitasban kissé masképp érveliink. Definialunk egy
alkalmas szorzatteret, rajta egy szorzat valdszinliségi mértéket tigy, hogy a szorzattér

4



két koordinatdjanak a mértéke megegyezzen az X, (7p) valészinliségi valtozo és az Y, (t),
t > 0, Wiener folyamat eloszlasdval. Ezen a szorzattéren egy alkalmasan definialt
fiiggvény segitségével bebizonyitunk egy formuldt, amelybdl kovetkezik, hogy az f(-)
fiiggvény harmonikus.

Egy (C(a) X Boo,B X A, g x Py ) alaki szorzatteret vezetiink be, ahol mind
(C(a),B, y) mind (Bso, A, Py) egy valdszinliségi mez6, és ezeket a kovetkezSképp
definidljuk. Az els6 valdszintiségi mez6 a C(a) = {u: |u—a| = r} gdmbfeliilet, rajta a B
Borel o-algebraval és a u, egyre normalt egyenletes eloszlassal. A méasodik valészintiségi
mezoben a Wiener mértéket definidljuk. Itt a B, alaptér a t > 0 félegyenesen definialt,
értékiiket az R' I-dimenziés Euklideszi téren felvevd folytonos fiiggvények tere. Ebben
bevezetjik a {v(-): v(-) € B, v(t) € B} alaki hengerhalmazok altal generdlt A o-
algebrat, ahol ¢ > 0 tetszdleges nem negativ valos szam, és B valamely Borel mérhet6
halmaz az R' Euklideszi térben. Végiil a Py mérték az origébdl kiindulé I-dimenziés
Wiener folyamat eloszldsa a (Bso,.A) térben.

A fenti szorzattérben definidlunk egy n(u,v(-)) fliggvényt, ahol u € C(a), v(-) €
Boo, az n(u,v(+)) fiiggvény értékét a G halmazban veszi fel, és egyenld azzal az x € 0G
ponttal, amelyet az u + v(t) folytonos fiiggvény el6szor vesz fel a OG halmazon. Azaz
vessziik azt a legkisebb ¢ > 0 szamot, amelyre u + v(t) € 0G, és n(u,v(-)) = u + v(t)
ezzel a t szdmmal. Azokra az (u,v(-)) argumentumokra, amelyekre nincs ilyen ¢ szédm,
nem definidljuk a n(u,v(-)) fliggvényt. Ha adva van egy ¢(x) fiiggvény a dG halmazon,
akkor definidljuk a ¢(n(u,v(-))) fiiggvényt is. Ezt azokra az (u,v(+)) argumentumokra is
definidlni akarjuk, amelyekre az n(u, v(+)) fliggvényt nem definidltuk. Ebben az esetben
a p(n(u,v(-))) = 0 képlettel adjuk meg e fiiggvény értékét.

Vegyiik észre, hogy a 2.3 Tétel kbvetkezményében definidlt X, (7g(a)) valésziniiségi
valtozo teljesiti a X, (7g(a))(w) = n(X(70)(w), Y (+)(w)) azonossagot, mert az azonossag
jobboldaldn levé kifejezés azzal az x € OG ponttal egyenls, amelyet az X, (m9)(w)
pontbdl kiinduld Y, (t)(w) + X (70)(w)) = Xa(70 + t)(w), t > 0, trajektdria el6szér meg-
latogat. Masrészt a 2.3 Tétel alapjan éllithatjuk, hogy a T(w) = (Xa(70)(w), Ya(+)(w))
leképezés mértéktartéd leképezés az (€2, A, P) valésziniiségi mez&bél az el6bb definialt

(C(a) X Boo, B X A, jia X Py
szorzattérbe. Ezért
1) = B(@(Xa(ra(a)) = Be(n(Xa(m)(@), Ya()()))
- /C o PO G P ().

Miésrészt felirhatjuk minden v € C(a) pontra, hogy

f(u) = /B o, 0())) P (du(-)).

Ezért a Fubini tétel alapjan
fa= [ . ( / ) so(n(u,vc»)PW(dv(-))) palan) = [ s,
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és ezt az azonossagot kellett igazolnunk, ahhoz hogy belassuk, hogy az f(-) fiiggvény
harmonikus.

Roviden ismertetem az er6s Markov tulajdonsidgot, amelynek specialis esetét fel-
hasznaltuk az el6z6 eredmény bizonyitasaban. Elotte megfogalmazok egy egyszerii, a
konyvben is bizonyitott eredményt, amely szintén fel van hasznélva a fenti bizonyitas
részleteinek a kidolgozasaban.

2.4 Tétel. Tekintsink eqy az origobol kiindulo Wiener folyamatot, és legyen T az
a véletlen idépont, amikor ez a Wiener folyamat elészor eléri az origo kozéppontiu R
sugarid gombfeliletet valamely R > 0 szamra. Fkkor P(t < oo) = 1, sét az ET < o0
reldcio is teljestil.

Az er6s Markov tulajdonsag azt jelenti, hogy nemcsak rogzitett T idépontokra igaz
az, hogy a Markov folyamat T id6 utani viselkedésétol fiiggd valdszintiségi valtozok
feltételes eloszlasa feltéve a T' id6 elotti események o-algebrdjat egyenld azok feltételes
eloszlasaval, feltéve a T idopontbeli események o-algebrajat, hanem ez a tulajdonsag
érvényben marad az olyan véletlen T id6pontokra is, amelyek nem tartalmaznak plusz
informaciot a jévore nézve. Annak érdekében, hogy ezt az allitast pontosan megfogal-
mazzuk el6szor definidlni kell az ilyen tulajdonsagu idépontokat. Ezeket az irodalom-
ban megallasi szabalynak (megdalldsi szabdly altal meghatarozott idépontnak) nevezik.
Ezenkiviil definialni kell azt a o-algebrat is, amely a véletlen T idépontig Osszegyiijtott
informaciot tartalmazza. Ebben a jegyzetben az er6s Markov tulajdonsagot csak Wiener
folyamatokra fogalmazom meg, és olyan definiciét ismertetek, amely kihasznalja azt,
hogy a Wiener folyamat fiiggetlen novekményti folyamat. Ilyen folyamatokra egyszeriibb
az er6s Markov tulajdonsag megfogalmazasa és bizonyitasa. Megjegyzem azt is, hogy az
itt megallasi szabaly altal meghatarozott idépontnak nevezett fogalmat a konyv Markov
idopontnak hivja.

A megallasi szabaly fogalmanak definiciéja. Legyen adva F;, t > 0, o-algebrdknak
a pozitiv félegyenes pontjaival inderezett novekvd csaldadja, azaz legyen Fs C Fi, ha
t > s, és legyenek ezek a o-algebrdk rész o-algebrdi egy (X2, A, P) valdsziniségi mezd
A o-algebrdjinak. Egy T nem negativ értékeket felvevd valdsziniségi vdltozot megalldsi
szabdlynak neveziink az F; o-algebra rendszerre nézve, ha minden t > 0 szamra {17 <
t} € Fi. Kényelmi okokbol megengedjiik azt is, hogy a T valdsziniiségi vdltozd ne legyen
mindendtt definidlva, azaz lehetséges az is, hogy P(T < 00) < 1.

Legyen adva egy X(t), t > 0, sztochasztikus folyamat egy (2, A, P) valdsziniségi
mezén. Azt mondjuk, hogy egy T mem negativ értékeket felvevd valdsziniiségi valtozo
megdalldsi szabaly erre a sztochasztikus folyamatra nézve, ha az megalldsi szabaly az
Fi=0(X(s), s <t), t >0, névekvd o-algebra csalddra nézve.

Egy megallasi szabaly altal meghatarozott id6pontig 6sszegyiijtott informa-
ciét tartalmazd o-algebra definiciéja. Legyen T megdllasi szabdly egy (2, A, P)
valdszinidségi mezén eqy Fy, t > 0, névekvd o-algebra rendszerre vagy eqy X (t), t > 0,
sztochasztikus folyamatra nézve. Ekkor az F, o-algebrdt, amelynek szemléletes tartalma
az, hogy ez a T idépontig 0sszeqyijtott informdciot tartalmazo o-algebra, a kévetkezoképp
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definidljuk. Egy az (2, A, P) valésziniiségi mezében levé B esemény akkor és csak akkor
teljesiti a B € F, reliciot, ha BN{r <t} € F; minden t > 0 szamra.

Megjegyzés. Nem nehéz belatni, hogy a fenti definiciéban megadott F, halmazrendszer
valoban o-algebra.

A fenti fogalmak segitségével meg tudjuk fogalmazni az er6s Markov tulajdonsagot
Wiener folyamatokra.

2.5 Tétel az er6s Markov tulajdonsag érvényességérol Wiener folyamatokra.
Legyen X, (t), t > 0, (I-dimenzids) Wiener folyamat (valamely x kezddponttal), és legyen
T megdlldsi szabdly erre a Wiener folyamatra nézve. Ekkor az Yy (t) = Xy (7+t)— X, (7),
t > 0, sztochasztikus folyamat egqy az origobol kiindulé Wiener folyamat, amely figgetlen
az F; o-algebratol.

Ahhoz, hogy ezt az eredményt az altalunk vizsgalt esetben alkalmazni tudjuk be
kell még latnunk az aldbbi heurisztikusan magatél értet6dd, de bizonyitasra szoruld
allitast is.

2.6 Tétel. Legyen X, (t), t > 0, I-dimenzidos Wiener folyamat valamely x kezddponttal,
és G egy nyilt halmaz az R I-dimenzios Euklideszi térben. Jeldlje T azt a legkisebb t > 0
szamot, amelyre X (t) € 0G, ahol G a G halmaz hatdra. Ekkor T megdlldsi szabdly,
és X (1) eqy Fr mérhetd valdsziniségi vdltozo. Abban a specidlis esetben, amikor G
eqy x kozépponti r sugard gomb X, (7) egyenletes eloszldsu valdszindségi vdltozé az x
kézépponti és r sugari gombfelileten.

Nem targyalom a 2.6 Tétel bizonyitasat, csak néhany megjegyzést teszek annak f6
gondolatardl. Tekintsiik az X, (s) val6szintiségi véltozokat az olyan s argumentumokra,
amelyek racionélis szamok. Irjuk fel ezen (megszamlalhaté szamossagi) valészintiségi
valtozo segitségével az {w: 7T(w) < t} és {w: X, (7)(w) € F} eseményeket minden
t > 0 szadmra és zart F C 0G halmazra alkalmas médon ezen valdsziniiségi véaltozok
segitségével. Alkalmas reprezentacio segitségével be tudjuk bizonyitani, hogy 7 megallasi
szabdly, és X, (1) egy F, mérhetd valésziniiségi valtozd. A reprezentécié megkeresése
soran kihasznéljuk azt, hogy az X, (-)(w) trajektéridk folytonos fiiggvények. A 2.6 Tétel
utolsé allitasanak bizonyitasaban azt érdemes felhasznalni, hogy ha G egy x kozépponti
és r sugari gomb, akkor az X, (7) — x valészinliségi valtozo értékeit az origd kézépponti
és r sugari gdmbon veszi fel, és eloszldsa invaridns az R' Euklideszi tér minden unitér
transzformaciéjara nézve. Ezenkiviil a 2.4 Tétel szerint P(7 < o0) = 1.

Rétérek a Dirichlet feladatban szereplé masik feltétel vizsgalatéara, annak a kér-
désnek a tanulmanyozasara, hogy miért igaz az, hogy egy szép hatarral rendelkezo
G tartomany és a hataron definialt folytonos és korlatos ¢ fliggvény esetében a 2.3
Tétel kovetkezményében definidlt f(u) = p(Xu(7g(u))), u € G, fliggvény teljesiti a
lel_r)r?.r f(u) = ¢(x) azonossdgot is minden x € JG pontban.

Bevezetjiik a késobbiekben hasznosnak bizonyult regularis pont fogalmat.

Regularis pont definicidéja. Legyen adva eqy G nydlt halmaz az R' Euklideszi térben.
Azt mondjuk, hogy a G halmaz egy a € OG hatdrpontja reguldris, ha minden h > 0
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szamra

P(7¢(u) > h) -0 hau— a,

ahol 7¢(u) = inf{t: t > 0, X, (t) & G}, és X, (t) az u pontbdl kiinduld Wiener folyama-
tot jeloli.

Megjegyzés. Ha u € G, akkor 7¢(u) = 7g(u) a 2.3 Tétel kovetkezményében definidlt
Ta(u) valdészintliségi valtozdval, és ha u ¢ G akkor 7¢(u) = 0. Kényelmi okok miatt volt
érdemes volt bevezetni a 7¢(u) valészinliségi valtozdt. Ezzel kényelmesebb dolgozni,
mint a 7g(u) valészintiségi valtozéval, mert ez minden u € R' paraméterre definidlva
van.

A konyv bebizonyitja a kovetkezo eredményt.

2.7 Tétel. Ha az a pont a OG halmaz reguldris pontja, a ¢(-) figgvény korldtos a OG
halmazon, €és folytonos az a pontban, akkor a 2.3 Tétel kovetkezményében konstrudlt
fu) = Eo(Xyu(ta(u))), u € G, figguény teljesiti a lim f(u) = p(a) azonossdgot is az

a pontban.

A 2.7 Tétel viszonylag egyszerii bizonyitasa azon alapul, hogy a

Z(h) = S | Xu(t) — Xu(0)]

val6szintliségi valtozé eloszlasa, ahol X, (t), t > 0, egy az u pontbdl kiindulé Wiener
folyamat, nem fiigg az u szamtdl, és Z(h) sztochasztikusan konvergél nulldhoz, ha h — 0.

Szeretnénk a 2.7 Tétel feltételében szereplo regularis pontnak egy egyszeriibb, jobb
jellemzését adni. Ilyen jellegli eredmény a kovetkezd, a konyvben bizonyitott allitas,
amelyet a 2.8 Tételben fogalmazok meg.

2.8 Tétel. Tekintsiink eqy G nyilt halmazt az R Buklideszi térben, valamint a G halmaz
eqy a € OG hatdrpontjdt és egy az a pontbol induld X, (t), t > 0, Wiener folyamatot.
Definidljuk a 0 = o(a) valdsziniiségi valtozot a o(a) = inf{t: t > 0, X,(t) ¢ G} képlet
segitségével. Ha P(o(a)(w) =0) =1, akkor a a OG halmaz reguldris pontja.

A o(a)(w) = 0 esemény azt jelenti, hogy nemcsak X,(0,w) = a ¢ G, hanem
azon t > 0 idépontoknak, amelyekre X, (t,w) ¢ G a 0 pont torlédési pontja. Bar a
konyv f6 része (amelybe nem tartoznak bele a feladatok) nem bizonyitja, a szerzok
megjegyzik, hogy a fenti allitasok megfordithatdak a kovetkezo értelemben. Ha teljesiil
a 11132 f(u) = p(a) azonossdg minden a JG halmazon definialt korlatos és az a pontban

folytonos ¢(+) fiiggvényre a 2.3 Tétel kovetkezményében definidlt (a ¢ fiiggvénytdl fiiggd
és a G halmazon definidlt) f(u) fiiggvénnyel, akkor az a pont reguldris, és teljestil a
P(o(a)(w) =0) = 1 azonossag is.

Ha el akarjuk donteni, hogy teljesiil-e a 2.8 Tétel feltételében szerepl$ P(o(a)(w) =
0) = 1 azonosséag, akkor hasznos lehet a kovetkezd nulla—egy torvény, amelynek eredeti
alakjat Blumenthal bizonyitotta be.



2.9 Tétel a Blumenthal-féle nulla—egy torvényrél. A 2.8 Tételben definidlt o(a)
valdszindiségi vdltozd teljesiti a P(o(a)(w) = 0) =1 vagy P(o(a)(w) =0) = 0 azonossd-
gok valamelyikét.

Kissé dltaldnosabban a kovetkezét allithatjuk. Legyen adva egy X(t), t > 0, (I-
vdltozds) Wiener folyamat, és definidljuk az F; = o(X(u),0 < u < t) o-algebrdkat

minden t > 0 szdmra, és definidljuk az Foy = [\ Ft o-algebrdt is. Ekkor minden
t>0
A € Foy eseményre P(A) =0 vagy P(A) = 1. Tovdbbd, {w: o(a)(w) =0} € Fo.

A fenti nulla-egy torvény segitségével sok érdekes esetben be lehet bizonyitani,
hogy egy G halmaz valamely a € OG hatarpontja regularis. Példaul, ha két-dimenzids
esetben egy G tartomanyt tekintiink, és tudjuk egy a € G pontrdl, hogy van olyan K
haromszog, amelynek egyik csicspontja az a pont, és teljes egészében a G tartomanyon
kiviil van, akkor azt is tudjuk, hogy a regularis pont. Ehhez elegendé a nulla-egy
torvény alapjan azt megmutatni, hogy P(o(a)(w) > 0) < 1. Viszont ellenkezé esetben
az a pontbdl kiindulé Wiener folyamat 1 valészintiséggel pozitiv ideig a G halmazban
tartézkodna, és addig nem latogatnd meg a K haromszog belsejét. De ekkor a Wiener
folyamat szimmetridja miatt 1 valdszinliséggel pozitiv ideig nem latogatnd meg a K
haromszog semmilyen a pont koriili elforgatottjat. De mivel az a pont kis kérnyezete
véges sok ilyen elforgatott haromszoggel lefedheto, ez ellentmondashoz vezetne.

Legyen adva egy G tartomany olyan 0G hatéarral, amelynek minden pontja regu-
laris, és legyen adva egy a OG hatdron egy folytonos és korlatos ¢(-) fiiggvény. Wiener
folyamatok segitségével megadtuk a Af(u) =0, ha u € G, és 7}13; flu) =p(x), haz €
0G egyenletnek, azaz a Dirichlet problémanak egy megoldasat. Felmeriil a kérdés, hogy
ennek az egyenletnek egyértelmii-e a megoldésa. A vélasz igenlé abban az esetben, ha
G korlatos halmaz, igy annak lezartja kompakt. Ugyanis a Laplace operatorra érvényes
maximum elv szerint, ha egy Osszefliggd, nyilt halmazon harmonikus fiiggvénynek van
maximuma, akkor az konstanssal egyenld. Ez egyébként konnyen lathaté a harmonikus
fliggvények 2.1 Tételben megadott jellemzése alapjan. Ezt a tényt felhasznalva kénnyen
bebizonyithatjuk a Dirichlet feladat megoldasanak egyértelmiiségét ebben az esetben.

Ha a tartomany nem korlatos, akkor eléfordulhat, hogy a Dirichlet feladat megol-
dédsa nem egyértelmi. Tekintsiik példdul a két-dimenziés tér {(z,y): x > 0} félsikjan az
fi(z,y) = e* cosy, és fa(x,y) = e * cosy fluggvényeket. Ez két harmonikus fiiggvény,
amelyek megegyeznek a tartomany x = 0 egyenes altal meghatarozott hataran. Mind
a két fiiggvény értéke cosy ezen a hatdron. (Egyébként ezeket a fliggvényeket tgy
konnytt megtalalni, mint az e* és e~ * analitikus fliggvények redlis részét, mivel az
ilyen fiiggvények harmonikusak.) Egy masik ilyen példa az fi(z,y) = log(x? + y?)
és fo(z,y) = 0 fiiggvények a G = {(z,y): 2?> + y? > 0} tartomdnyon, azaz az origd
kozéppontu egységkor kiilsejében. Ezen fliggvénypéarokban az fi(x,y) fliggvény nem
korlatos. Viszont magasabb dimenziéban példat mutatok arra, hogy nem korlatos tar-
toméanyokban el6fordulhat az is, hogy a Dirichlet problémanak két kiilonb6zo, korlatos
megoldasa van.

Vegyiik hdrom dimenziéban a G = {(z,y,2): 2% + y?> + 22 > 1} tartomanyt és
azon az fi(x,y,2) = (22 + y?> + 22)71/2 és az fo(x,y, z) = 1 fiiggvényeket. Ez két a G
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tartomanyon, korlatos és harmonikus fliggvény, amelyeknek az értéke a hataron 1-gyel
egyenlo.

Mint lattuk, a Dirichlet feladat megoldasa nem korlatos tartomanyokban nem
feltétleniil egyértelmii. Viszont az itt targyalt valdsziniiségszamitasi megoldasnak min-
dig megvan a kovetkez6 minimum tulajdonsaga.

2.10 Tétel a Dirichlet feladat valésziniiségszamitasi megoldasanak minimum
tulajdonsagardl. Tekintsik a Af(u) = 0, ha u € G, és ilir; flu) = ¢(x), ha
x € G egyenletet eqy olyan nem feltétlenil korldtos G tartomdnyban, amelynek min-
den hatdrpontja regquldris egy olyan a OG hatdron folytonos és korldtos ¢ fiigguvénnyel,
amelyre p(x) > 0 minden x € OG pontban. Ekkor a 2.8 Tétel kivetkezményében definialt
f(u) = BEo(Xyu(ta(w))), u € G, figgvény ennek a feladatnak minimdlis megolddsa a fel-
adat nem-negativ megolddsai kozétt, azaz, ha valamely fi(u) fliggvény szintén megolddsa
ennek a feladatnak, és ezenkivil fi(u) > 0 minden u € G pontban, akkor f(u) < fi(u)
minden u € G pontban.

Ismertetem e tétel bizonyitasanak az alapgondolatat, mert annak mas érdekes ko-
vetkezménye is van. Tekintsiik egy origd kozépponti R sugard gomb belsejét, és annak
metszetét a G tartomannyal. Vegyiik az fi(u) fiiggvény fi r(u) megszoritasat erre a
tartomanyra, mint a Laplace egyenlet (egyértelmiil) megolddsat ebben a tartomany-
ban, és azt a moédositott feladatot, amelyben ugyanezt a parcidlis differencidlegyen-
letet tekintjiikk csak a hatérfeltételt az R-sugari gomb hatdran megvaltoztatjuk, azt
ott nulldnak vessziik. Felirjuk ennek az egyenletnek az fgr(u) valdsziniiségszamitasi
megolddsat. Nem nehéz beldtni, hogy fr(u) < f1, r(u) e tartomany minden u pontjaban,
és R — oo hataratmenettel megkapjuk a 2.10 Tétel bizonyitasat.

Alaposabb vizsgélattal ezen gondolatmenet tovabbi kbvetkezményeit is bebizonyit-
hatjuk. fgy példaul lathatjuk, hogy a Dirichlet feladat egy korlatos, azaz egy az egész
tartomanyban egy univerzalis konstansnal kisebb megoldasa csak akkor kiilonbozhet a
feladat altalunk megadott valésziniliségszamitasi megoldasatol, ha a G tartomanynak
van olyan pontja, ahonnan kiindulva a Wiener folyamat egynél kisebb valdszintiséggel
latogatja meg a GG tartomany OG hatarat. Vegyiik észre, hogy ez magyardzza meg a
Dirichlet feladat nem egyértelmii megoldasara adott két és harom-dimenziés példank
viselkedésének a kiilonbséget. Két-dimenzids esetben egy tetszoleges pontbdl kiinduld
Wiener folyamat egy valdszinliséggel meglatogatja egy kis gomb belsejét, mig a harom
és magasabb dimenziés esetben az analdg allitds nem igaz. Egyébként a megkonstrudlt
példak a az origén kiviil harmonikus fiiggvények legfontosabb példdjan alapultak. Ez a
fiiggvény a két dimenziés esetben a log |x|, mig a [ > 3 dimenziés esetben ez az |z|(!=2)
fliggvény.

A konyv targyalja néhany valdszintiségszamitasi probléma megoldédsat. Ezen felada-
tok megolddsaban Osszehasonlitja a Dirichlet feladat valészinliségszamitasi megoldasat
a feladat bizonyos esetekben jol ismert megoldasaval.

A konyv tekinti tobbek a kovetkezo problémat. Legyen adva két origd kozépponti
r és R sugaru gombfeliilet az [-dimenziés Euklideszi térben, r < R. Tekintsiink egy a
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két gombfeliilet altal hatarolt gombgytirti belsejében levé x pontot, és inditsunk el abbdl
egy Wiener folyamatot. Szamoljuk ki annak valészintiségét, hogy ez a Wiener folyamat
elobb éri el az r sugart gombfeliiletet, mint az R sugarut.

E feladat megoldasa érdekében tekintsiik a kovetkezo feladatot. Talaljuk meg azt
a harmonikus fiiggvényt ebben a gombgytriiben, amelynek a hatarértéke az r sugaru
gombfeliileten 1, és az R sugart gombfeliileten 0. Az eddigi eredményekbdl kovetkezik,
hogy e fiiggvény értéke az x helyen egyenlé a keresett valdszintiséggel. Viszont a vizsgalt
egyenlet megoldasat meg tudjuk taldlni, mert az f(x) = C; log |z|+ Cs alaku fiiggvények
harmonikusak a két-dimenzids, az f(x) = C1|z|~(=2) 4 Oy alaki fiiggvények pedig har-
monikusak az [ > 3 dimenzids tér origét nem tartalmazé halmazain. Tovabba a Cy és Cs
konstansok alkalmas megvalasztasaval azt is biztositani tudjuk, hogy a hatarfeltételek
teljestiljenek.

Az igy kapott eredménynek van néhany érdekes kovetkezménye. Ha alkalmas
modon vizsgaljuk ennek az eredménynek a viselkedését az R — oo és r — 0 hatarat-
menetek esetén, akkor be tudjuk latni a kovetkezd allitasokat is. Annak valdszintisége,
hogy egy Wiener folyamat meglatogasson egy elére rogzitett pontot nulla, annak va-
16szintisége, hogy meglatogasson egy olyan gombot, amely nem tartalmazza a Wiener
folyamat kezdOpontjat a két-dimenzids esetben egy, a harom vagy magasabb dimenzios
esetben pozitiv, de szigoruan kisebb, mint egy.

A konyv tekinti a kovetkezo feladatot is. Tekintsiink a két-dimenzids térben egy
szogtartomanyt, amelynek hatarai egy O pontbdl kiindulé O A és OB félegyenes, és e két
félegyenes altal kozbezart szog . Vegytink egy X pontot a szogtartomany belsejében, és
szamoljuk ki annak a valdsziniiségét, hogy egy az X pontbdl kiindul6 Wiener folyamat
el6bb éri el az O A félegyenest, mint az OB félegyenest.

Legyen o az OA és OX félegyenesek altal kdzbezart szog. A konyv bebizonyitja,
hogy a keresett valészintiség egyenlé az f(a) = § szdmmal. Ennek érdekében elészor azt
veszi észre, hogy egy annak valdszintisége, hogy az X pontbdl kiindulé Wiener folyamat
valamikor eléri a tartomany hatarat, azaz vagy az OA vagy az OB egyenest, és az nem
az O pontban torténik. Nyilvanvald, hogy f(0) = 0 és f(¥) = 1. Azt sem nehéz beldtni

szimmetria meggondoldsok segitségével, hogy ha f(ai) = 5+ és f(az) = % valamely
0 < ag,as < 99, szogekre, azaz igaz a bizonyitandd &llitds abban az esetben, ha az
OA és OX félegyenesek oy vagy ag szoget zarnak be, akkor f (O‘lgo"") = 0‘1241'90‘2. Ezen

Osszefiiggés segitségével be lehet latni a feladat allitasat az altalanos esetben is.

Ezen feladat megoldasanak is van érdekes kovetkezménye. fgy példaul kiszamol-
hatjuk annak a valdszintiségét, hogy az a pont, ahol a fels§ félsik egy X = (z1,x2)
pontjabol kiindulé Wiener folyamat elGszor eléri az abszcissza tengelyt a (—oo, y) inter-
vallumban van valamely y szdmmal. Tekintsiik ugyanis azt a 180 fokos szogtartomanyt,
ahol a szogtartomany csicspontja az O = (y,0) pont, az OA félegyenes az abszcissza
(—00,y), az OB félegyenes pedig az abszcissza (y,o0) félegyenese. Tekintve az OA és
0OX félegyenesek szogét az el6zo feladat eredménye alapjan ki tudjuk szamolni a kere-
sett valdszintliséget. Ezen szamoldsok alapjan ki lehet szdmolni az X = (1, z2) pontbdl
kiindul6 Wiener folyamat és az abszcissza tengely els6 metszéspontjanak az eloszlasat.
Azt kapjuk, hogy ezen eloszlds siiriiségfliggvénye a p(x1,x2,y) = L

1
T x%—l—(y—zl)l .
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A fenti eredmény lehetOvé teszi a Dirichlet probléma megoldasat a félsikon. Azutan
néhany komplex fiiggvénytani eredmény lehetové teszi a Dirichlet feladat megoldasat egy
kor belsejében. Az igy kapott formula az irodalomban Poisson formula néven ismeretes.

Rétérek a Poisson egyenlet vizsgalatdra. Ebben a kovetkez6 eredmény hasznos.

2.11 Tétel. Tekintsiink eqy v € R’ pontot az l-dimenzids Euklideszi térben, valamint eqy
az x pontbol kiindulé X, (t), t > 0, l-dimenzios Wiener folyamatot és az x kozépponti r
sugariy S gombfeliletet valamely r sugdrral az R' I-dimenzids Euklideszi térben. Legyen
T az az elsé (véletlen) idépont, amikor a Wiener folyamat eléri az S gombfeliletet.
Ekkor ET = 112

A 2.4 Tétel alapjan tudjuk, hogy ET < oco. A kényv megmutatja ezen tény, és
a Wiener folyamat homogenitasa alapjan (ez azt jelenti, hogy a W(t) — EW(0) és
a=Y2(W (at) — W(0)) sztochasztikus folyamatok eloszlisa minden a > 0 szdmra meg-
egyezik), hogy ET = cr? minden r > 0 szdmra valamilyen ¢ > 0 egyiitthatéval. De a
c > 0 egyiitthato értékét csak néhany a konyv feladataiban szerepld allitas segitségével
bizonyitja be. Ugyanakkor tanulsdgos lehet felidézni a Wiener folyamatok egy nagyon
fontos, Paul Lévytol szarmazo jellemzését, amely magyarazatot ad arra is, hogy miért
% ez a c konstans az [-dimenziés esetben. Valgjaban nekiink ennek a tételnek csak
az egyszeribb felére van sziikségiink, és nem Paul Lévy tartalmasabb és nehezebben

bizonyitht6 eredményére.

2.12 Tétel Paul Lévy Wiener folyamatok tulajdonsagairél adott jellemzésé-
r6l. Legyen X(t), t > 0, egyvdltozds (az origébdl kiindulé) Wiener folyamat. Ekkor
X(t) és X2%(t) —t, t > 0, martingdlok.

Megforditva, ha egqy X(t), t > 0, sztochasztikus folyamat olyan, hogy mind X (t)
mind X2(t) —t, t > 0, martingdl, és ezenkiviil a sztochasztikus folyamat X (-,w) tra-
jektoridi folytonosak, akkor az X(t) sztochasztikus folyamat egy (az origébdl kiinduld)
Wiener folyamat.

Nem nehéz beldtni, hogy nemcsak az igaz, hogy egy egy-dimenziés X (t) Wiener
folyamatra X?2(t) — t egy martingal, hanem az is, hogy ha vesziink egy [-dimenziés
valamely x = (z1,...,2;) € R’ pontbdl kiindulé X, (t) = (X1(t),..., X;(t)), I-dimenzi6s

!

Wiener folyamatot, és definidljuk segitségével a Z(t) = > (X;(t) — z;)> —It, t > 0,
j=1

sztochasztikus folyamatot, akkor Z(t) (az F; = o(Xu(s), 0 < s < t) o-algebraval)

martingdl. Tudjuk, hogy nagyon altaldnos feltételek mellett egy Z(t) martingalra és

egy 7 megélldsi szabdlyra érvényes az EZ (1) = EZy azonossig. Ez az azonossig a

most definidlt Z(¢) martingélra és a 2.11 Tétel megfogalmazasaban definidlt 7 megélldsi

!
szabélyra is érvényes. Ezért 0 = EZ(1) = E | Y X7(r) | — IET = r*> — IET. Innen
j=1

kovetkezik a 2.11 Tétel allitasa.

Megfogalmazom a Poisson egyenlet valészintiségszamitasi megoldasardl szolo ered-
ményt.
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2.13 Tétel a Poisson egyenlet valészintliségszamitasi megoldasarol. Legyen G
eqy korldtos, nyilt halmaz az R' I-dimenzids Fuklideszi téren reguldris OG hatdrral. Te-
kintsiink minden u € G pontra egy u pontbdl kiindulé X, (t), t > 0, Wiener folyamatot,
és legyen 1¢(u) az a véletlen idépont, amikor ez a Wiener folyamat elészor eléri a G
tartomdny OG hatdrdt. Definidljuk az f(u) = Etg(u) figgvényt. Ekkor f(u) < oo, és az
f(u) figguény teljesiti a Poisson egyenletet, azaz Af(u) = —2 minden u € G pontban,
és ilgi f(u) =0 minden x € OG pontban.

A 2.13 Tétel bizonyitdisa. Az f(u) < oo tulajdonsag teljesiil a 2.4 Tétel alapjdn, mivel
a korlatos G halmaz része egy gombnek. Tekintsiink egy a € G pontot és egy olyan
a kozépponti és r sugari C(a) = C(a,r) gombfeliletet, amelynek a belseje is része a
G halmaznak. A Wiener folyamat er6s Markov tulajdonsaga és a 2.11 Tétel alapjan
felirhatjuk a 2.3 Tétel bizonyitasahoz hasonléan az

f@= [ fupadw+ 702
C(a)

azonossagot, ahol u, az egyenletes eloszlas a C'(a) gombfeliileten.

Valéban, ez az azonossag azért igaz, mert a dG hatar eléréséhez sziikséges ido
egyenl6 a C(a) gombfeliilet eléréséhez sziikséges 1y idének és annak az idének az Gssze-
gével, ami ahhoz kell, hogy a C(a) gombfeliilet els6 megldtogatott pontjabdl elérjiik a
OG hatart. Ezen Osszeg tagjainak a varhato értékét ki tudjuk szamolni. A Dirichlet
probléma vizsgalataban alkalmazott mdédszerhez hasonléan be tudjuk latni, hogy a ma-
sodik tag varhaté értéke az fc(a) f(u)pa(du) kifejezéssel egyenlé. Azt a tényt kell
felhasznalni, hogy a C'(a) halmaz elsé meglatogatott pontja, azaz az X, (1) val6szintiségi
valtozé értéke egyenletes eloszlast a C'(a) halmazon, és az Y, (t) = X, (ro+t)—X(79), t >
0, sztochasztikus folyamat a (79, X, (70)) véletlen vektortdl fliggetlen Wiener folyamat a
Wiener folyamatok er6s Markov tulajdonsidga miatt. (Valdjaban elég csak Y, (t), t > 0,
és X, (7o) fuggetlenségét tudni e formula kiszdmoldséhoz.) Az els6 tag varhaté értéke
Ery = %7’2 a 2.11 Tétel alapjan. Ezen relaciokbdl kovetkezik az elobb felirt azonossag.

Definidljuk a g(u) = f(u) + %uQ fiiggvényt. A bizonyitandd Af(u) = —2 azonossig
ekvivalens a Ag(u) = 0 azonossiggal minden u € G pontra. A harmonikus fiiggvények
2.1 Tételben adott jellemzése alapjan ez ekvivalens a

o) = S+ o= [ (104 1wt = [ gt an)

azonossaggal minden a € G pontra és olyan a kozéppontd, r sugard gombfeliiletre,
amelynek a belsejét is tartalmazza a G halmaz.

Ez utébbi allitds igaz az f(a) kifejezésre bebizonyitott azonossag és az

/ [ul*pa( du) = [af* + r*
c(a)
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relacié alapjan. Az utolsé relacié kovetkezik az

/ |u)? 1 (dur) :/ lu — a)? g (du) +]a!2+22/ i —aj)pa(du) =r* + |af?
C(a) C(a) C(a)

azonossdgbdl. E szdmoldsban kihasznaltuk, hogy szimmetria okok alapjdn [, C(a)(“J
aj)phe(du) = 0 minden 1 < j <[ indexre.

Annak a bizonyitasa, hogy korlatos, és regularis hatarral rendelkez6 G tartomanyra
lim f(u) = 0, ha u — = € OG hasonlé a Dirichlet feladat analdg allitasanak a bi-

zonyitasahoz. Annak a valészintisége, hogy egy regularis x € G ponthoz kozeli pontbdl
indulé Wiener folyamat nagyon hamar eléri a G hatart majdnem 1, és a hatar eléré-
séhez sziikséges id6 feltételes varhato értéke, feltéve, hogy a Wiener folyamat nem érte
el a hatart egy adott idépontig korlatos.

Erdemes megjegyezni, hogy annak az idének a varhato értéke, ami ahhoz sziikséges,
hogy egy olyan [-dimenziés Wiener folyamat, amely két r és R sugart koncentrikus
gombfeliilet k6zotti gobmbgytirti valamely u pontjabdl indul elérje a gobmbgytiri hatarat
hasonléan kiszamithaté, mint annak valészintisége, hogy ez az u pontbdl kiindulé Wiener
folyamat a bels§ gombfeliiletet kordbban éri el, mint a kiilsét. Ha f(u)-val jeloljik ezt
a vérhaté értéket, akkor f(u) — 7|u|? olyan harmonikus fiiggvény a gémbgyfiriiben,

amelynek értéke a korgytirtit hatarold r illetve R sugart hatar gombfeliileten —7 illetve
R

T

A konyv masodik fejezete néhany olyan megjegyzéssel zarul, amelyekben a szerzok
roviden elmagyarazzak, hogy a Wiener folyamatok és parcialis differencidlegyenletekrol
kifejtett gondolatok alaposabb kidolgozasa milyen altaldnosabb problémék vizsgalata-
ban nyujt segitséget. E magyardzatok nem tartalmazzdk a nehezebb részletek kidol-
gozasat.

Roviden targyaljak a folytonos idejii (stacionarius) Markov folyamatok elméletében
fontos szerepet jatszd infinitezimadlis operatorok fogalmat. Ez a kovetkezot jelenti.
Bevezetjik egy X(t), t > 0, folytonos idejii Markov folyamat &llapotterén definialt
f (valds értékii) fiiggvények egy alkalmas F osztalyét, és arra vagyunk kivéncsiak, hogy
ha a 0 idépontban elinditjuk a Markov folyamatot egy x kezdopontbdl, akkor hogyan
fejlédik kis ¢ paraméterre az Ef(X(t)) varhaté érték az f € F fliggvényekre. Ponto-
sabban, az

Af(e) — tim BT D) ~ )

t—0 t

) fef7

ugynevezett infinitezimalis operatort tekintjiik. Pontosabb definicié esetén meg kell
mondanunk azt is, hogy hogyan definidljuk a F fliggvényosztalyt, sot azt is, hogy az
infinitezimalis operator definiciéjaban szerepl6 limeszt hogyan értelmezziik.

Egy folytonos idejii Markov folyamatot egyértelmtien meghataroz kezdeti, 0 id6-
pontbeli eloszlasa és infinitezimalis operatora. S6t a Markov folyamat finomabb tu-
lajdonsagait annak infinitezimalis operatora segitségével tudjuk jol tanulmanyozni. A
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Wiener folyamat infinitezimalis operatora az %A operator, és az, hogy a Laplace opera-
tort a Wiener folyamat segitségével tudtuk jol tanulményozni szoros kapcsolatban van
ezzel a ténnyel.

A konyv masodik fejezete roviden targyal egy masik, az infinitezimélis operatorhoz
hasonlé operatort, amelyet karakterisztikus operatornak neveznek. Ebben a Markov
folyamat viselkedését nem egy rovid fix iddintervallumban vizsgaljuk, hanem egy kis
véletlen idGintervallumban. Azt az idéintervallumot vessziik, ami ahhoz sziikséges, hogy
a Markov folyamat kilépjen egy x pont kis U kornyezetébdl. Pontosabban, az

Uie) = im =%

kifejezést tekintjiik, ahol az x pontnak erre a pontra hiuzodé kis, nyilt U kérnyezeteit
vesszik, és 7 az a véletlen id6, ami ahhoz kell, hogy a Markov folyamat kilépjen az U
halmazbdl. A Wiener folyamat karakterisztikus operatora, hasonléan annak infinitezi-
malis operatordhoz %A—V&l egyenlo.

Felmeriil a kérdés, hogy milyen operatorok jelenhetnek meg, mint alkalmas Markov
folyamatok infinitezimalis operatorai, és a Markov folyamatok milyen differencidlopera-
torok vizsgalataban nytjtanak segitséget. Tekintsiik el0szor azokat a Markov folyamato-
kat, amelyek el6allnak, mint egy tobb valtozos Wiener folyamat linearis transzformacioi,
azaz felirhatok a kovetkez6 formaban:

Yi(t) = X;(0) + ¢ (Xa(t) = X2(0) + -+ - + (X (1) = Xiu(0)) + b5t, 1 <35 <1,

ahol (X1(¢),...,Xi(t)) egy l-dimenziés Wiener folyamat, és a c; s és b; szamok, 1 <
7,8 < 1, tetszoleges konstansok.

Ennek a Markov folyamatnak az infinitezimalis (vagy karakterisztikus) operatora
a kovetkez6 differencidloperator:

T 52 l 9
2522%,5 0z, ;bja_xj'

j=1s=1

ahol az A = (ajs), 1 < j,s < [, méatrix A = CC* alakban frhaté a C = (c¢;5),
1 < 7,8 <[, matrix segitségével, és C* a C' méatrix adjungaltja. Konnyen lathato, hogy
a fenti formulaban definialt A méatrix pozitiv szemidefinit.

Be lehet latni, hogy léteznek olyan Markov folyamatok is, amelyeknek infinitezi-
malis operatorai hasonléak az el6bb definidlt L operatorhoz, de a benne szerepld a; s
és b; egyiitthaték nem feltétleniil konstansok, hanem sima fiiggvények az R’ téren. Az
altaluk definidlt A métrix tovdbbra is pozitiv szemidefinit minden z € R’ argumen-
tum esetén. Az ilyen infinitezimélis operatorral rendelkez6 Markov folyamatokat dif-
fuzids folyamatoknak hivjdk. Egy mélyebb apparatus kidolgozasaval a diffuziés folyama-
tok infinitezimalis operatorainak vizsgalatara lehet kidolgozni jo valdszintiségszamitasi
modszereket.
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