Valoszintliségi mértékek és valdszintiségi valtozdk kozelségének kapcsolata

Ha két valészintiségi valtozé kozel van egymashoz, akkor ugyanez érvényes eloszlasaikra
is. Megforditva ez természetesen nem igaz, a két valdszintiségi valtozo lehet példaul
fiiggetlen és azonos eloszlasu is. Viszont a kovetkezd tipusu kérdésekre érdekes, nem
trividlis valasz adhaté. Ha adva van két egyméshoz kozel 1évo valdoszinliségi mérték p
és v valamely (X, p) metrikus tér Borel o-algebrajan, akkor tudunk-e konstrudlni egy
(Q, A, P) valdszinliségi mezot, rajta két valdszintiségi véltozét -t és n-t ugy, hogy &
eloszlasa p, n eloszlasa v, és a £ és n valdszinliségi valtozok kozel vannak egymaéashoz?
Természetesen a kozelség fogalmat pontositani kell.

Egy természetes konstrukcié a kovetkezé: Legyen (2,4, P) = (X x X, A x A, P),
ahol x direkt szorzatot jelol, A a p metrika, illetve az altala meghatarozott topoldgia
altal generalt o-algebra, és P alkalmas valészintliségi mérték az adott téren. Definidljuk
tovdbba a (1, x2) = x1, n(x1,22) = X2, (x1,22) € X X X, valészintiségi valtozdkat
ezen a téren. Ekkor a feladat a kovetkezéképpen fogalmazhaté at. Konstrualjunk olyan
P val6szintiségi mértéket az (X x X, A x A) téren, melynek margindlis eloszlasai p és
v, tovdbbd a P mérték nagyrésze az (x,z), x € X, pontokbdl allé &tl6 kozelébe van
koncentralva. E probléma vizsgalatdban nagyon hasznos a kombinatorikdban fontos
Konig-Hall tétel, (hdzassdgi probléma), illetve ennek egy folytonos véaltozata. Fzeket
az eredményeket megfogalmazzuk, illetve egy Appendix-ben bebizonyitjuk.

Konig—Hall tétel, (Hazassagi probléma). Legyen adva n fii és n ldny, melyek
kézott vannak olyanok, akik ismerik eqymdst. (Az ismeretségek kolcsinisek.) Akkor és
csak akkor tudjuk Sket gy pdrbadllitani (ésszehdzasitani), hogy csak ismerdsok keril-
jenek parba, ha a ldnyok bdrmely csoportja egyiittesen legaldbb annyi fiut ismer, mint
ennek a csoportnak a létszama.

Formadlisan megfogalmazva: Tekintsink eqy Y = {y1,...,yn}t €s Z = {2z1,...,2n}
halmazbol tovdbbd egy d: Y x Z — {0, 1} leképezésbdl dallé paros grdfot. Itt d(y,z) = 1,
y €Y, z € Z azt jelenti, hogy azy és z pontok dssze vannak kétve, d(y, z) = 0 pedig azt,
hogy nincsenek dsszekdtve. Egy A CY esetén definidljuk a B(A) C Z halmazt, mely az
A-beli pontokkal dsszekotott pontokat jeloli, azaz

B(A) ={z: z € Z, és létezik olyan y € A, melyre d(y, z) = 1}.

Akkor és csak akkor létezik ennek a pdros grdfnak faktorizicicja, azaz az'Y és Z halmaz
elemeinek olyan (y;, zx(j)), j = 1,2,...,n, pdrbadllitdsa, melyre d(y;, zx(jy) = 1 minden
j=12....nre ésw(j),j=1,...,n, az{l,...,n} halmaz alkalmas permutdcidja, ha
|B(A)| > |A| minden |A| C Z halmazra, ahol |C| egy C halmaz szdmossdgdt jelols.

Konig—Hall tétel egy folytonos valtozata. Legyen adva r raktar wi,us,...,u,
T S

nagysagi készletekkel és s tizem, vy ...,vs nagysdagi igényekkel, > u; = Y vi. Le-
j=1 k=1

gyenek bizonyos raktarak és tizemek tttal 6sszekdtve. Az Osszes igényt a létezd utakon
valo szdllitassal akkor és csak akkor elégithetyik ki, ha tizemek tetszdleges csoportjdra, az
ezek valamelyikével osszekotott raktarak osszkapacitdisa nem kisebb, mint ezen tizemek
0sszigénye.



Formadlisan megfogalmazva: Tekintsink eqy Y = {y1,...,yr} és Z = {z1,..., 25}

halmazokbol és d: Y x Z — {0, 1} leképezésbdl dllo pdros grdfot, ahol d(y,z) =1,y €Y,
z € Z azt jelenti, hogy az y és z pontok dssze vannak kétve, d(y, z) = 0 pedig azt, hogy
nincsenek 0sszekotve. Legyen tovdbbd adva két u(y), u(y) >0,y €Y ésv(z), v(z) >0,
z€Z,a Y uly) = > v(z) feltételt teljesitd sulyfiggvény. Minden A C'Y halmazra

yey z2€Z

definidljuk a B(A) C Z halmazt a

B(A) ={z: z € Z, és létezik olyan y € A, melyre d(y,z) = 1}

képlettel. Akkor és csak akkor létezik olyan w(y,z) > 0 “szallitdsi fliggvény”, melyre

i)

ii.)

> wl(y,z) =u(y) minden y € Y -re,

z: d(y,z)=1

és Y.  w(y,z) =v(z) minden z € Z-re.
y: d(y,z)=1

A w(y, z) > 0 egyenlétienség csak akkor teljesil, ha d(y,z) = 1,

ha minden A€ Y-re > wv(z)> > u(y).
z€B(A) yeA

Feladatok:

0.)

Léassuk be, hogy a Konig—Hall tételben, illetve annak folytonos véltozataban a
feltételek szimmetrikusak az Y és Z halmazokra, azaz, ha felcseréljik a feltéte-
lekben (és a B(A) halmaz definiciéjdban) az Y és Z halmazt, akkor a feltételek
érvényben maradnak.

Legyen adva két p és v valdszintliségi mérték egy (X, p) szepardbilis metrikus térnek
a metrika segitségével generalt toplogia altal meghatarozott B Borel o-algebrajan.
Jelolje B* = {z: p(z,B) < a} egy B C X halmaz « sugaru nyilt kdrnyezetét.
Tegyiik fel, hogy a u és v mértékek teljesitik a u(B) < v(B®) + [ feltételt minden
B C X zart halmazra valamilyen a > 0 és 3 > 0 szamokkal. Ekkor minden € > 0
esetén konstrudlhaté egy (Q,.A, P) valésziniiségi mez6, és azon olyan £ és n X
értékili valoszintiségi valtozok, melyek eloszlasa p illetve v, és amelyekre a

P(p(§,n) >a+e)<B+e (a)

relacié teljesiil. Megforditva, ha a p eloszlasu £ és v eloszlasi n valdszintiségi
valtozdk teljesitik az (a) relaciét, akkor pu(B) < v(BYTe) + 3 +e.

Ha X nemcsak szeparabilis, hanem teljes metrikus tér is, akkor az (a) relacié igaz
e = O esetén is. (Az utolsé allitas bizonyitdsdban felhaszndlhatjuk azt az eredményt,
mely szerint szeparabilis teljes metrikus téren u,, valésziniiségi mértékek egyenletes
kompakt sorozatanak létezik a mértékek gyenge konvergencidja szerint konvergens
részsorozata. )

Legyen adva egy (X, p) szeparabilis metrikus tér, azon a tér temészetes topoldgidja
altal meghatdrozott A Borel o-algebra. Jelolje M az (X,.A) téren értelmezett
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valészinliségi mértékek terét, és a valdszintiségi mértékparokon vezessiik be a ko-
vetkez6 d(-,-) figgvényt: Ha u € M és v € M, akkor

d(p,v) = inf{a: u(B) < v(B®) + a minden zart B C X halmazra},

ahol B® jelentése ugyanaz, mint az el6z6 feladatban. Léassuk be, hogy d(-, ) metrika
az M téren, és ez a metrika a valdsziniiségi mértékek terén értelmezett gyenge
konvergencidjat metrizdlja, azaz egy u, € M, n =1,2,..., sorozatra, és u € M-re
Wn = pn — oo esetén akkor és csak akkor, ha d(u,,n) — 0, ahol = a gyenge
konvergenciat jeloli. Az (M, d) tér szeparabilis metrikus tér, és ha (X, p) teljes
szeparabilis metrikus tér, akkor az (M, d) tér is az.

Megjegyzés: Az, hogy egy topoldgikus teret indukalé metrika teljes metrika-e vagy
sem, nem topoldgikusan invaridns, azaz lehetséges, hogy egy teljes és nem teljes
metrika ugyanazt a topoldgiat definidlja. Ezért abbdl az altaldnos eredménybol,
hogy teljes metrikus tér valoszinliségi mértékeinek terén létezik olyan teljes metrika,
mely a gyenge konvergenciat indukélja nem kovetkezik, hogy a fenti d(-, -) metrika
is teljes metrikus teret indukal.

Be fogjuk l4tni a kovetkezd Allitds A-t:

Allitas A: Alkalmazuk a 2. feladat jeloléseit. Ha a pyp, € M, n=1,2,..., valosziniségi
meértékek sorozata és eqy p € M waldsziniségi mérték teljesiti az p, = p, ha n —

oo feltételt, akkor létezik (2, A, P) valdszintiségi mezd, és azon &,, n = 1,2,..., és &
valosziniségi valtozok ugy, hogy &, eloszlasa p,, n =1,2,..., & eloszlasa p, és &, — &

eqy valosziniiséggel.

Az Allitds A bizonyitdsa azon alapul, hogy alkalmas konstrukcidban kiilonbozé n
indexekre azok az n indextdl fiiggé halmazok, amelyekre a &,, és € valdszinliségi valtozok
tavolsaga viszonylag nagy, atfedhetik egymast. Ezt elérendd, a &, valdszintliségi valtozok
egylittes eloszlasat alkalmasan kell megvalasztanunk. Ezért a fenti Allitds A-ban sze-
repld egy valdszintiségi konvergencia nem annyira hasznos, mint azt az elsé pillanatban
gondolndank. A valdszinliségszamitas tartalmas egy valdszintiséggel érvényes allitasokat
tartalmazé tételei ugyanis a valdsziniiségi valtozok egyiittes eloszlasatol fiiggnek. Az
Allités A viszont megengedi a valdszinliségi valtozok egyiittes eloszlasanak megvaltoz-
tatasat.

Az Allitas A bizonyitasa teljes szeparabilis terekben egyszeriibb, és ebben az esetben
a valésziniiségi mez6t is nagyon specidlisan lehet megvalasztani. Annak érdekében, hogy
Allitas A-t ebben az esetben beldssuk érdemes el6szor a kovetkezo feladatot megoldani.

3.) Legyen (X, p) teljes szepardbilis metrikus tér, pu valészintiségi mérték ezen tér Borel
o-algebrajan. Tekintsiik azt a specidlis (92, A, P) valésziniiségi mez&t, melyre Q =
[0,1], A a Borel o-algebra a [0, 1] intervallumon, P a Lebesgue mérték a [0, 1]
intervallum Borel o-algebrdjan. Konstrualhaté ezen a valészinliségi mezon olyan
az értékeit az X térben felvevo & valdszintiségi valtozd, melynek eloszlasa p.

4.) Bizonyitsuk be Allitds A-t,ha (X, p) szeparabilis, teljes metrikus tér. Ebben az
esetben valaszthatjuk a (€2, A, P) val6szintiségi mez6t, mint Q = [0,1], A a Borel
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o-algebra a [0, 1] intervallumon, és P a Lebesgue mérték a [0, 1] intervallum Borel
o-algebrajan.

5.) Az Allités A (egy alkalmasan nagy (M, A, P) valészintiségi mezén) érvényes tet-
sz6leges szepardbilis, nem feltétlentil teljes (X, p) metrikus tér esetében.

6.) Legyenek &,, n = 1,2,..., és £ (X, p) értékii valdsziniiségi véltozdk, ahol (X, p)
szeparabilis metrikus tér. Tegyiik fel, hogy &, = &, ahol = sztochasztikus konver-
genciat jelol. Ekkor a &, valészinliségi valtozok ., és a & valdszinliségi valtozok p
eloszlasara p,, = p, ahol = valdszinliségi mértékek gyenge konvergenciajat jeloli.

Léttuk (1. feladat), hogy az a kérdés, hogy egy (X,p) téren definidlt p és v
valoszinliségi mértékekhez, hogyan lehet olyan p és v eloszlasu & és n valdszintiiségi
valtozokat tgy, hogy azok kozel vannak egymashoz a kovetkezd némileg informalisan
megfogalmazhato “széllitdsi probléméhoz” vezet: Hogyan lehet egy p tomegeloszlasi
pontrendszer pontjait viszonylag kevés mozgatassal egy v tomegeloszlasi pontrend-
szerbe atvinni? Ha az (X, p) tér a szdmegyenes a szokasos metrikdval, akkor e téren
levé egyszeri rendezés miatt ez a “szallitasi probléma” 1ényegesen egyszertisddik. Ekkor
ugyanis bizonyos természetes kiértékelések esetén (lasd a késébbi 9. feladatot) érdemes
kizarni a kovetkezo lehetOséget: Léteznek olyan x1 < x5 és x3 < x4 szamparok, melyekre
az xry pontot az x4 és az xo pontot az x3 pontba széllitjuk. Ekkor ugyanis az r1 — x3
és xo — x4 szallitds gazdasagosabb. Ezt a lehetdséget zéarja ki az alabb ismertetendo
kvantilis transzorméaciénak nevezett konstrukcié, amelyiknek belatjuk egy optimalitasi
tulajdonsagat.

A kvantilis transzformacio definiciéjahoz sziikségiink lesz a kévetkez6 matematikai
statisztikaban is gyakran hasznalt tény felidézésére. Ha £ F' eloszldsu valdsziniiségi
véaltozo a szamegyenesen, akkor alkalmas feltételek esetén n = F'(£) egyenletes eloszlasu
valésziniiségi valtozé a [0, 1] intervallumon. Megforditva, ha n egyenletes eloszlasi valé-
szintiségi valtozé a [0, 1] intervallumon, akkor £ = F~1(n), ahol F~1(z) az F(z) eloszlds
inverze, F' eloszlasi valdszinliségi valtozo. A kovetkezo feladat ennek az allitasnak
pontositasa, enyhe altalanositésa.

7.) Legyen £ egy F(z) = P(§ < x) eloszldst és n egy a [0, 1] intervallumban egyen-
letes eloszlasu valdsziniiségi valtozo. Definidljuk az F'(z) (nem feltétleniil szigorian)
monoton fiiggvény altaldnositott inverzét az F~1(x) = sup{u: F(u) < x} képlettel.
Ekkor & = F~1(n) F eloszlast valészintiségi valtozé. Megforditva, legyen ¢ a
[0, 1] intervallumban egyenletes eloszldsi és a & valészin(iségi valtozdtdl fiiggetlen
valészintiségi véltozé. Ekkor 7 = F (€, &) = F(€)4€[F(£+0)—F(€)], ahol F(z+40) =

, lolrilll . F(x+h), a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldst val6szintiségi valtozo.
>0,h—

8.) Legyen adva két F' és G eloszlasfiiggvény. Ha ( egyenletes eloszlasi valészintiségi
valtozé, akkor a & = F~1(¢) és 7 = G~Y(¢) valdszinfiségi véltozok, ahol F~!
és G~! fiiggvények tigy vannak definidlva mint az el6z6 feladatban, F illetve G
eloszlastak. Ha & F eloszlast, és € a & valdszinfiségi valtozotdl fiiggetlen a [0, 1]

intervallumban egyenletes eloszldsi valészintiségi valtozé, akkor 7 = G—1(F(€,¢))

valészintiségi véltozé G eloszlast valdszintiségi véltozo. A (€,7) és (E ,1) véletlen
vektorok eloszldsa megegyezik.



A valészintiségszamitasban gyakran felmeriil a kovetkezd probléma. Adva van két
i és v valoszinliségi mérték a szamegyenesen, és olyan (£,7n) véletlen vektort akarunk
definidlni a szdmegyenesen, melyre ¢ eloszlasa pu, n eloszlasa pedig v eloszlasi. Valdjaban
a val6szintiségi problémdak vizsgalatdban elég megadni a (£,7n) vektor eloszldsét. Két
konstrukci6, mely ugyanolyan eloszlasu vektort ad meg, alkalmazisok szempontjabodl
ekvivalens. Ezért az el6z6 feladatban konstrudlt (£,7) és (£,7) véletlen vektorok kon-
strukcidjat egyarant kvantilis transzformacionak nevezziik. A kovetkezo feladatban a
kvantilis transzformacié egy optimum tulajdonsagat fogalmazzuk meg.

9.) Legyen £ és n két valészintliségi véltozé F'(x), illetve G(x) eloszlasfiiggvényekkel,
melyekre E|¢| < oo, Eln| < oo, és ®(x) egy konvex fiiggvény a szdmegyenesen.
Ekkor E®(¢ —n) > fol ® (F~Yz) — G~Y(&)) dv > —oo, ahol F~!(z) és G~ !(x)
megegyezik a 6. feladatban definidlt inverzzel. Abban az esetben, ha a (&,7)
vektort kvantilis transzformaciéval konstrualjuk, akkor a fenti egyenlotlenség két
oldala egyenld.

Végiil néhany az el6z6ektol kissé eltéro témaju feladatot fogalmazunk meg, melyek
bizonyos vizsgalatokban hasznosak. Ezek bizonyitdsa hasznal néhany nem-trivialis
mértékelméleti tényt, példaul a feltételes eloszlas létezését vagy a Banach felbontasi
tételt, illetve a Radon—Nikodym tételt, melynek ez utébbi tétel egyszerli kovetkezménye.

10.) Legyen adva hirom szeparabilis, teljes metrikus tér, (X;, p;), i = 1,2,3, és jeldlje
A;, i = 1,2,3, az ezen terek topoldgidja altal indukalt o-algebrat. Legyen p
valésziniiségi mérték az (X7 X X9, A1 X As) és v valdszinliségi mérték az (Xo X
X3, Ay x A3) téren. Ekkor létezik olyan P valdsziniliségi mérték az (X; x X X
X3, A1 X As x A3) téren, melynek vetiilete az X1 x X5 térre a p, az Xo x X3 térre
pedig a v mértékkel egyezik meg.

Megjegyezziik, hogy amennyiben egy (X, p) tér teljes szeparabilis metrikus tér,
akkor ezek végtelen direkt szorzata X x X X --- szintén tekinthetéo mint, egy teljes
szeparabilis teljes metrikus tér alkalmas p metrikdval. Valéban, feltehetjiik, hogy a p
mérték olyan, hogy minden z € X és = € X esetén, p(z,z) < 1. Ezt elérhetjiik példdul
bevezetve a p/(z,Z) = min(p(x,Z),1) 4j metrikdt az (X, p) téren, ha ez sziikséges.
Definialjuk a

_ L 1
p((w1,22,...),(Z1,T2,...)) 2270 Tk, Tk)
k=1
metrikat az X x X x- -+ szorzattéren. Az (X x X x---, p) tér szepardbilis teljes metrikus

tér ezzel a metrikaval.

A 10. feladat eredményébdl kovetkezik, hogy ha adva van két u és v valdszintiségi
mérték valamely (X, p) teljes szeparabilis metrikus téren és olyan p eloszldsi £ és v
eloszldsi n valészintiségi valtozdkat akarunk konstrudlni, melyek valamilyen (természe-
tes) értelemben kozel vannak egymaéshoz, akkor ezt elérhetjiik tigy, hogy olyan (&, () és
(77, 5) az (X, p) téren értelmezett valdsziniiségi valtozokbol &ll6 parokat konstrudlunk,
melyek elemei kozel vannak egymashoz, ezenkiviil £ u 71 pedig v eloszlast, és a ( illetve ¢
valészintiségi valtozdk azonos eloszlasiak. Tovabba, a 10. feladat utan tett megjegyzés
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alapjan ezt az érvelést lehet alkalmazni akkor is ha eldirt eloszlasu &1, &, ... sorozatot
eloirt eloszlasu ny, 79, ... sorozattal akarjuk approximalni.

Az el6bbi paragrafus allitdsait lehet némileg élesiteni. Ha adva van egy u eloszlasi &
valésziniiségi valtozo egy elég b6 (2, A, P) valészinliségi mezén tovabba egy v valészinii-
ségi mérték az X x X szorzattéren, ahol (X, p) teljes szepardbilis metrikus tér, tovabbd a
v valészintliségi eloszlas vetiilete p akkor konstrualhatunk olyan n valészintiségi valtozot
ezen az (), A, P) valészintiségi mez6n, melyre teljesil az, hogy a (£, n) véletlen vektor
eloszlasa v. Tovabba hasonlo allitas érvényes, ha egy &1, &s, ... sorozatot olyan ny, 72, . ..
sorozattal akarunk parositani egy elég b6 valdszinliségi mezon melyek egyiittes eloszlasa
eloirt. Ez utébbi megjegyzés azt jelenti, hogy ha egy valdsziniiségi valtozénak vagy
valoszinliségi valtozok sorozatanak “j6 approximaciéjat” akarjuk elérni valamely masik
valoszinliségi valtozoval vagy valdszintiségi valtozok sorozataval, akkor elég megadni az
eredeti és tarsitott valoszintliségi valtozok vagy sorozatok egyiittes eloszlasat. Nem jelent
valédi megszoritast, ha az approximalandé valészintliségi valtozd vagy sorozat régzitve
van.

A fenti allitast a kovetkez6 11. feladatban fogjuk belatni. Megjegyezziik, hogy egy
valészintiségi mezd “elég bd” a fenti értelemben, ha létezik benne egy a £ valdszintiségi
Vatozotdl vagy a &1,&a, ... sorozattol fliiggetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes elosz-
last valészintiségi valtozo.

11.) Legyen adva egy v valésziniiségi mérték egy X x X szorzattéren, ahol (X, p)
szeparabilis teljes metrikus tér. Legyen p a v mérték vetiilete az X x X tér els6
koordinatédjara. Ha & u eloszlasi valdszintiségi véltozé egy (€2, A, P) valésziniiségi
téren, és létezik egy x a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldst, és a &-t6l fligget-
len valésziniiségi valtozé az (2, A, P) téren, akkor konstrualhaté ezen a téren olyan
n valészinliségi valtozd. melyre a (&, ) par eloszldsa v.

12.) Ha & és n két valdszintiségi valtozd egy (X,.A) mérhet6 téren, & eloszlasa u, 7
eloszlasa v, akkor P(§ # n) > Var (u,v), ahol Var (u,v) = sup |u(A) — v(4)|, a

AcA

1 és v mérték variaciés tavolsaga. Tetszoleges u-re és v-re 1éteznek olyan p és v
eloszlasu & és n valdszintiségi valtozdk, melyekre a fenti egyenlotlenség két oldala
egyenlo.

Az 1. feladat allitasat, illetve azt, hogy adott eloszlassal rendelkezé mértékek jé
illesztése a kombinatorikaban jél ismert “szallitasi problémak” megoldasan alapul R. M.
Dudley dolgozataibdl tanultam. A 2. feladatban szereplé metrikat Prohorov metrikdnak
hivjak az irodalomban. A 4. (illetve az ennek alapjaul szolgél6 3. feladat) eredménye
Szkorohodtdl, az 5. feladat megoldasat szolgald konstrukcié pedig Dudleytdl szarmazik.
A 4. feladat eredményének az 5. feladatban megfogalmazott dltalanositasa nem trividlis.
hogy a szeparabilis metrikus teret beagyazzuk egy teljes szepardbilis metrikus térbe.
Ez mindig lehetséges, de eléfordulhat, hogy a beagyazott tér a nagyobb tér egy nem
mérhetd részhalmaza. Ezért ilyen médon nem kapunk egyszerii bizonyitast.

Az ismertetett kvantilis transzformaécié illetve annak hasznossaga jol ismert az iro-
dalomban, és ennek a mddszernek a kidolgozasat nehéz névhez kotni.



Megoldasok

0.)

Egy B C Z halmazra definidljuk az A(B) = {y: y € Y, d(y,z) = 1} halmazt. Azt
kell belatnunk, hogy a Kénig—Hall tétel felételeinek teljesiilése esetén |A(B)| > |B|.
Ez ekvivalens az |Y \ A(B)| < |Z \ B] allitdssal. A feltételb8l kovetkezik, hogy
| B(Y \ A(B))| > |Y \ A(B)|. Ezért elég megmutatni, hogy B(Y \ A(B)) C Z\ B .
Ez igaz, mert ha y € B(Y \ A(B)), azaz létezik olyan z ¢ A(B), melyre d(y, z) = 1,
akkor az A(B) halmaz definicidja alapjan y ¢ B, azaz B(Y \ A(B)) C Z \ B.

Az éllitas bizonyitasa a Konig—Hall tétel folytonos valtozata esetén hasonlé. Ebben

az esetben a Y u(y) = Y v(z) relacié felhaszndldsdval a bizonyitandé allitds a
yey z€Z

> u(y) < > w(z) allitasra vezethetd vissza, és ez a B(Y \ A(B)) C Z\ B
yEY\A(B) 2€Z\B
relaciébdl kovetkezik.
Definiédljuk az (€2, .4, P) teret, ahol Q@ = X x X, A az X x X tér topoldgidja altal
definidlt o-algebra, P alkalmasan definidlt val6sziniiségi mérték az (£2,.A) téren.
Legyen &(x1,22) = x1 és n(w1,22) = zo. A feladat &llitdsét bebizonyitjuk, ha
konstrualunk olyan P valésziniiségi mértéket az (£2,.4) téren, melyre

a.) P(Ax X)=pu(A), P(X x A) =v(A) minden mérheté6 A C X halmazra.
b.) P({(z1,z2): p(x1,22) > a+¢e}) < [ +e.

Ilyen konstrukciét a Konig-Hall tétel folytonos valtozatanak segitségével adunk
meg.

Definidlunk egy paros grafot alkalmas sulyfliggvényekkel. Ennek érdekében be-
vezetlink néhany fogalmat. Jeldlje G(z,«) az z kdzépponti « sugari gdémbot.
Legyen x1,xo, ..., egy mindeniitt stiri sorozat az X téren, és rogzitsiink egy ¢ > 0

szamot. Mivel |J G (z,£) = X létezik olyan N = N(e) szdm, melyre a W =
n=1

U G (z, ) halmazra p(W) > 1 — £ és v(W) > 1 —

n=1

k—1
G (:)sk, %) RUKE (xj, %), kE=1,...,N és Vi1 = X \ Wy halmazokat. Ekkor Vj,
j=1

5. Definidljuk a Vi, =

k=1,...,N+1az X tér particidja, d(Vy) < £, ha 1 < k < N, ahol d(A) egy
A C X halmaz atmérdjét jeloli. Tovabba u(Vai1) < § és v(Vny1) < §. Nevezziik
az rp pontot a Vi halmaz kozéppontjanak, 1 < k < N.

Definialjuk a koévetkez6 paros grafot: Y = {y1,...,yns1} = {V1,...,. VN11}, Z =
{Zl, PN 7ZN+1} = {Vl, ceey VN_|_1}, d(yj,zk) = 1, ha p(:lfj,l'k) S Oé—l—%, 1 S j, k S N,
illetve d(yn+1,2k) = 1, d(yj, 2nv+1) = 1 minden 1 < j,k < N + 1 esetén. Minden
egyéb esetben d(y,z) = 0. Vezessiik be tovabba a kovetkezd sulyfiiggvényeket:
u(y;) = u(V3), v(z) = v(V;), j = 1L.... N, w(yns1) = (Vat) + B3, v(zn4a) =
v(Via1) + 8. Azt éllitjuk, hogy ez a rendszer teljesiti a Konig—Hall tétel folytonos
verzidjanak feltételeit.

A kivant egyenlGtlenség nyilvén teljesiil olyan A C X halmazra, melyre yn11 € A.
Ekkor ugyanis B(A) = Z, mert az yy41 a Z halmaz minden pontjival 6ssze van
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kétve. Ha yni1 ¢ Alegyen Dy = |J V;és Dy = |J Vj. Ekkor ) u(y) =
V,eA V,€B(A) yEA

u(Dy) és >0 w(z) = v(D2) + B, mivel yni1 ¢ A és zyi1 € B(A). Ezért az
zEB(A)

allitas feltételei miatt elég beldtni, hogy D C Dy, ahol Dy a Dy halmaz lezértjat
jeloli. Viszont, ha z € D, akkor létezik olyan y; = V; € A halmaz, melynek z;
kozéppontjara p(z,z;) < £, igy G(z,a) C G (:Bj,a + %) Masrészt G (:cj,oz + %) C
D-. Ellenkezé esetben ugyanis létezne olyan v € X pont, melyre p(z;,v) < a+ £,
ésv € Vj, egy olyan Vi, 1 < k < N halmazra, mely nincs 0sszekotve a V; halmazzal,
azaz p(xj,Tr) > a+5. Ez azonban nem lehetséges, mert d(Vy) < £, igy p(z;, 1) <
p(z;,v) + £. Beldttuk, hogy a Konig-Hall tétel folytonos valtozata alkalmazhaté
erre a rendszerre.

Legyen w(y,z) egy a Konig-Hall tétel folytonos valtozatat a fenti rendszerben
kielégito fiiggvény, és definidljuk a wi(y;, zx) fiiggvényt a kovetkez6é mddon:

w1 (Y, 2K) = W(y;,2,) hal<j k<N,
és wi(y;,2,) =0, haj=N+1vagy k=N+1.

Ez a wy(y, z) fiiggvény teljesiti a kovetkez6 tulajdonsagokat:

i.) wi(y;,2k) > 0, és wi(y;, 2z,) > 0 csak akkor, ha 1 < j.k < N és p(x;,x5) <

a+ 5

i) >0 wilyy, 2) <uly;) = p(Vy), 2 wily, zr) < vzk) =v(Vi).
z€Z yey

ii.) > wi(y,2z) <1-PF—emert >  wi(y,2) < >, wy,z)—u(ynt1)—
yeY,zeZ yeY,zeZ yeY,zeZ

v(znt1) S 148 —2(8+ 5).

A w(y, 2) fiiggvény tulajdonsagaibdl kévetkezik, hogy létezik olyan wa(y;, 21) > 0,
1 <j,k < N+1, fiiggvény, melyre a w(y, z) = w1(y, 2) +ws(y, z) figgvény teljesiti
a

> w(yy,z) =uly;) = p(Vy), > wly,zk) = v(z) =v(Vi)

z€Z yey
tulajdonsagokat. Ennek a w(y, z) fliggvénynek a segitségével definidlunk egy olyan

P valésziniiségi mértéket az X x X téren, mely teljesiti az a.) és b.) tulaj-
donsigokat. Legyen

u(@) v(C)

PO D)=y vim)

w(y;,z) ha C CW;, DCW;

valamilyen 1 < j,k < N + 1 indexekkel. Az altaldnos esetben pedig legyen

N+1N+1
P(C x D) Z (CNV;) x (DNV3)).
j=1 k



Ezutan a P mértéket egyértelmiien kiterjeszthetjiik ezekrol a téglalap halmazokrdl.
Ez a P mérték teljesiti mind az a.) mind a b.) tulajdonsagot. Ugyanis tetszOleges
ACV;;1<j< N +1 esetén

P(Ax X) = pr(A V) = A NS ) = )
—~ Twy) = ’

és innen kovetkezik, hogy P(X x A) = v(A) minden mérheté A C X halmazra. Az
a.) allitds mésodik része hasonléan lathaté. Masrészt,

P((x1,22): p(x1,22) < +e) > Z PV, x Vi)

(4,k): plzjzr)<at+s

= > w(Vj x Vi)

(4,k): plzjxr)<ats

> Y wi(VyxW)>1-8-¢
Y; €Y, z2€Z

és ez az allitas ekvivalens a b.) feltétellel.

Megforditva, ha az (a) tulajdonsag teljesiil, akkor tetszéleges B (zart) halmazra
{€C Ane¢ AT} C{(&n): p(&,n) > a+e}, ezért P(E € Ayn ¢ A*Te) < B +e.
Mivel {¢ € A} C {€ € A,n ¢ A>T} U {n € A**} innen kovetkezik, hogy
pu(A) < B +e+v(A*Te), és ezt kellett bizonyitani.

A kovetkezd észrevételt tessziik. Ha X teljes metrikus tér és P,, n = 1,2,..., olyan
valoszinliségi mértékek sorozata az X x X téren, melynek marginalis eloszlasai két n-
tol fiiggetlen p és v mérték, akkor e mértéksorozatnak létezik a gyenge konvergencia
szerint konvergens részsorozata.

Ennek az allitasnak a bizonyitasahoz azt érdemes észrevenni, hogy tetszéleges ¢ > 0
szamra létezik olyan K C X kompakt halmaz, melyre pu(K) > 1 — £ és v(K) >

— 5. Ezért a K x K C X x X kompakt halmazra és valdsziniiségi mértékek
olyan P, sorozatara az X x X téren melyek margindlis eloszldsai a p és v mérték
P,(K x K) > 1 — ¢ minden n-re, ahonnan kovetkezik, hogy a P, mértéksorozat

feszes, azaz létezik gyengén konvergens részsorozata.

Legyen P,,, n =1,2,..., olyan u és v margindlis eloszlassal rendelkez6 valdszintiségi
mértékek sorozata az X x X téren, melyek teljesitik az (a) tulajdonsigot ¢ =
% szammal. Legyen P,,, k = 1,2,..., ennek a sorozatnak gyengén konvergens
részsorozata, és legyen P e részsorozat hatarértéke. A P mérték marginalis elosz-
lasai p és v. Azt allitjuk, hogy egy P eloszésu (&, 7n) vektor teljesiti az (a) feltételt
az € = 0 szdmmal is. Ugyanis, az {(z1,22): (x1,22) € X X X, p(z1,22) > a + ¢}
alaki halmazok nyiltak. Ezért

B = limsup Py, ({(#1,22): p(21,22) > a+¢e}) 2 P ({(z1,22): p(x1,22) > a +€})

k—o0



minden € > O-ra, ahonnan
P ({(z1,22): p(x1,22) > a}) = gi_I)If(l)P({(flil,xg)Z p(x1,22) > a+e}) < f.

Ezzel az 1. feladat allitasait bebizonyitottuk.

Elészor azt latjuk be, hogy d(-,-) metrika. i.) d(u,u) = 0. Mésrészt, belatjuk,
hogy d(u,v) = 0 esetén p = v. Valéban, d(u,v) = 0 esetén p(F) < v(F) min-
den zart F' C G halmazra, mert F' = (] F¢, igy p(F) < ligniglf(y(Fg) +e) =
e—0 -

v(F). Belatjuk, hogy valéjaban p(F) = v(F) minden zart halmazra. Ugyanis
tudjuk, hogy ©(G) > v(G) minden nyilt G halmazra, ezért u(F) = 212% w(Fe) >
ehi]% v(F¢) = v(F). Innen kovetkezik, hogy u(A) = v(A) minden zéart vagy nyilt
A halmazra. Egy mértéket viszont meghataroznak a nyilt halmazokon felvett
értékei, ezért p = v. ii.) d(p,v) = d(v,u). Legyen d(p,v) < a. Belatjuk,
hogy ekkor d(v,u) < a. Legyen F' C X tetsz6leges zart halmaz, és definidljuk az
F’ = X \ F* halmazt. Allitjuk, hogy (F’)* € X \ F. Valéban, ha y € (F’)* akkor
d(y, X\F?%) < «a, azaz létezik olyan z € X, melyre d(z, F') > aésd(z,y) < a. Ebbél
viszont kovetkezik, hogy y ¢ F, tehdt (F')* C X \ F. Ezt a reldciét felhasznalva
kapjuk, hogy 1 — u(F®) = u(F") < v((F')*) + a < v(X \ F) +a = 1 — u(F) +a,
azaz V(F) < u(F*) + a. Ezért d(v, u) < a.. Ezzel belattuk, hogy d(v, u) < d(p,v).
Szimmetriaokokbdl d(p,v) = d(v, p). iii.) d(p1, ps) < d(pg, pe) + d(ps, ps). Ha
d(p1, pu2) = a, d(us, us) = [ akkor minden € > O-ra és zart F' halmazra pi(F) <
MQ(FOH_E)—FOé—l—&T, NQ(Foz—H:“) < MS((FQ+E)5+E)+6+€- Mivel (Foz—|—6),8—|—5) - Foz—l—ﬂ—!—Qs
innen kapjuk, hogy u1(F) < pus(FtF8+28) o+ 34 2¢. Mivel ez az allitds érvényes
minden F' zart halmazra és ¢ > 0 szdmra, innen kovetkezik a iii.) reldcio.

d(pin, ) — 0 akkor és csak akkor, ha p, = p. Ha d(un,n) — 0, akkor minden
zart F' halmazra, és € > 0 szdmra limsup p, (F) < p(F°) + . Mivel F = [ F*©,

n— 00 e—0
lim0 (W(F®) 4+¢) = p(F). Innen, limsup u,(F) < p(F) és ez az allitas ekvivalens

azzal, hogy (., = p.

A masik iranyu allitas bizonyitasahoz el0szor azt mutatjuk meg, hogy minden £ > 0-
ra létezik olyan N = N(eg) egész szam és az X tér Vip,...,Vyn, VN1 particidja,
mely teljesiti az aldbbi feltételeket: u(0Vy) = 0, k = 1,...,N + 1, d(V}) < &2,
k =1,...,N, és p(Vn41) < %, ahol OA az A halmaz hatérat és d(A) az A
halmaz atmérdjét jeloli. Valdban, legyen xq,xs,... egy mindeniitt stri halmaz
az X térben. Mindegyik zg-re valasszunk egy olyan zj kozéppontud &y, % <
O < €2 sugard G(zg,0;) gombot az X térben, melyre u(0G(xy,d;)) = 0. E
goémbok unidja lefedi az X teret. Valasszunk egy olyan N = N (e) szdmot, melyre

N N
I ( U G(wk,5k)) < 5. Legyen Vi1 = X\ (U G(ack,dk)) és Vi, = G(wg, k) \
k=1 k=1

k=1
( U G(z;, 5j)>, k=1,...,N. E halmazok teljesitik a kivant feltételeket.
j=1
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Minden F' C X zart halmazra definidljuk a B(F') = U Vi halmazt. Vegyiik
k: Vi ﬁF;ﬁ@
észre, hogy F' C B(F) C F° U Vyyi. Tovabbd lim sup |pn (B(F) —
nN—=° F z4rt halmaz
w(B(F)| = 0, mert lim p, (Vi) = u(Vx) minden k = 1,..., N + 1l-re, véges sok
B(F) alakt halmaz van, és mindegyik véges sok Vj, halmaz unidja. Ezért létezik
olyan n = n(e) az F zart halmaztdl fiiggetlen kiiszébindex, melyre

p(E®) = pn(F) 2 p(B(F)) = p(Vi1) — pn(B(F)) = —¢

minden zart F' halmazra, tehdt d(u,,p) < e, ha n > ng(e). Innen kovetkezik az
allitas.

Az (M, d) tér szepardbilis. Legyen ugyanis x1, za, ..., egy mindeniitt siirii halmaz
az X téren, legyen M azon diszkrét valészintiségi mértékek halmaza, melyek az
{z1,x2,...} halmaz véges részhalmazaira vannak koncentrélva, és minden pont
mértéke racionalis szam. Ez megszamlalhaté halmaz, ezért elég belatni, hogy Mg
az M halmaz mindeniitt siirli részhalmaza. Ezt be lehet latni példaul az el6z6
érvelés némi médositasaval. Ez ugyanis mutatja, hogy tetszoleges y € M mértékhez
és € > 0 szamhoz valaszthatunk olyan Vi,..., Vy particigjat az X térnek és olyan
n > 0 szamot, melyre igaz, hogy ha egy v € M mérték teljesiti a |u(Vi)—v(Vi)| < n
feltételt minden k = 1,..., N-re akkor ez a v mérték teljesiti a d(u,r) < e relaciét
is. Mivel minden p € M esetén M, tartalmaz ilyen v mértéket ezért Mg az M
halmaz mindeniitt stri részhalmaza.

Ha X teljes metrikus tér, akkor (X, d) is az. Elég beldtni, hogy ha

lim  sup  d(pn, pm) =0

nN=0 m: m>n
akkor a u,, n = 1,2,... sorozat, relative kompakt, azaz létezik gyengén konvergens
részsorozata. Ehhez elég belatni, hogy tetszéleges € > 0 szamhoz létezik olyan
K C X kompakt halmaz, melyre u,(K) > 1 — ¢ minden n indexre.

Ezt a bizonyitando allitast lehet gyengiteni a kovetkez6 moédon. Elegendé meg-
mutatni azt, hogy tetszéleges ¢ > 0O-ra létezik olyan kompakt K = K(e) hal-
maz, melynek K¢ e sugari kornyezete teljesiti a u,(K°) > 1 — ¢ egyenl6tlenséget

minden n = 1,2,...-ra. Tekintsiink ugyanis ilyen K (¢27"") halmazokat, minden
0 —m
m = 1,2,... szdmra, és definidljuk a K = [\ (K(¢27™)*2 " halmazt. Ekkor
m=1
(e.)
pn(K) >1— > €27™ =1 —¢e. Ezért elég belatni, hogy a fenti K halmaz relative
m=1

kompakt, (azaz lezartja kompakt). Ennek érdekében idézziik fel azt az eredményt,
mely szerint egy teljes szeparabilis tér A részhalmaza, akkor és csak akkor relative
kompakt, ha minden o > O-ra létezik az A halmaznak véges ¢ haldja, azaz olyan
véges halmaz, melyre tetszéleges x € A pont tdavolsiga e véges halmaz valamelyik
pontjatol kisebb mint d. Ez a feltétel teljesiil a fenti K halmazra, mert minden
§ > 0-ra létezik olyan m szdm, melyre § > €27, ilyen m-re az K(e2-™)%2 "
halmazban van véges J halo, és ez véges d halé a K halmazban is.
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Ezt a gyengitett feltételt belathatjuk a kévetkez6 moédon. Egy rogzitett ¢ > 0
szamhoz valasszunk olyan ng = ng(e) indexet, melyre d(finy, ptn) < § minden
n > ng szamra, és legyen Ky C X olyan kompakt halmaz, melyre ji,,(Ko) > 1— 5.
Ekkor ,un(KS/4) > finy(Ko)—§ > 1—5 minden n > ng szdmra. Valasszunk tovabbd

olyan K; kompakt halmazt, melyre pu,(K;) > 1 — % minden n < ng-ra. Ekkor a
K = K; U Ky halmaz kompakt, és p,(K°) > 1 — & minden n = 1,2,... szdmra.
Ugyanis p,(K¢) > pn(K§/4 >1—¢,han >ng, és pn(K®) > pun(K1) > 1—c¢, ha
n < ng. A masodik feladat allitdsait belattuk.

Létezik az X térnek olyan X; = {A;, As,...} particidja, melyre d(4;) < 1, és
(0A;) = 0minden j = 1,2, ... indexre. Itt d(A) az A halmaz 4tméréjét, DA pedig
az A halmaz hatérat jeloli. (Ennek az éllitasnak a bizonyitasa az el6z6 feladatban
szereplé p, = p akkor d(uq,ps) — 0 éllitds bizonyitasdnak elején megadott
érvelésbol kovetkezik.) A partici6 egyes elemeit tovabbosztva meg lehet adni az X
tér olyan egyre finomodé X1 D Xp D --- Ay D --- melyek A;, 5 € X (4,5, C
Aj . ey elemeire d (A;, ) < 27Fés u(0(Ay, ... ;) = 0. Definidljuk a [0,1) in-
tervallumnak (a Lebesgue mértékkel elldtva) hasonld intervallumokbdl &ll6 egymés-
ba skatulyazott Y1 D Vo D -+ Vi D --- particidit a kovetkezé médon. Legyen Vi =

k
{Bl, e ,Bk, e }, Bk = [bkfl,bk), bk = Z ,u(Aj), k= 1,2, ey és ha az yk partici(')
j=1

th-n,jk = [bjlw--,jkfl’bjlan-:jk)’ bj1,~~7jk - bjlwn,jkfl = /L(Ajlwu,jk) halmazait mar
definidltuk, akkor az }Vj1 particiéjat definidljuk ugy, hogy a Bj, ., intervallumot
felosztjuk egymadshoz csatlakozdé By, jy.s = (i1, ju.s—15051,inss)s B ( Ay ie.s)
hosszisagu intervallumokra, és ez definidlja az Vi1 particiéjat. Valasszunk ki
minden £ > 1 szamhoz, és A;, . ;. halmazhoz egy x;, . ;. € Aj . . j pontot.
Definidljuk a &, k= 1,2,..., X tér értékili valésziniiségi valtozékat a ([0,1), B, A)
valoszintiségi mezén a & (y) = zj, .. j., ha y € By, . ;. képlet segitségével. Azt
allitjuk, hogy létezik a {(y) = kh—{go €k(y), v € [0,1) valésziniiségi valtozo, és &
eloszlasa .

A fenti limesz valéban létezik, mert minden y € [0,1) ponthoz ki lehet vélasztani
egyértelmiien olyan egymésba skatulyazott Bj, . ;, intervallumokat, melyekre y €
Bj,.... ., 6és ebbdl kovetkezik, hogy a & (y) € Aj .. ;. pontok Cauchy sorozatot
alkotnak.

Ahhoz, hogy belassuk azt, hogy a & valdsziniiségi valtozo p eloszlasi elég meg-
mutatni azt, hogy P (£ € 4j, . ;.) = p(A;, . ;) minden kK = 1,2,... szamra és
Aj, ;. halmazra. A ¢ valészinliségi véaltozé konstrukciéjabodl kovetkezik, hogy
y € By, j, esetén £(y) € Aj, . ., ahol A az A halmaz lezdrtjat jeloli. Elészor azt
mutatjuk meg, hogy ebbdl a ténybdl és a késébb bizonyitandd

P(&(y) € 04, j,) =0 minden k=1,2,... szdmra és ji, ..., ji indexre. ()
allitasbol kovetkezik az, hogy & p eloszlasi. Valdban, innen kovetkezik, hogy

P(&(y) € Ay, jn) = P () € Ay, j) — P (E(y) € 04y, 5)
> A (le,n-,jk) = (Aj17~--,jk) )
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és ezeket az egyenlGtlenségeket Gsszegezve kapjuk, hogy

1= Y PEWEA; . 5)> D>, nl(ds,.5) =1

JisesJk JisesJk

Innen kovetkezik, hogy a fenti egyenlGtlenségek valdjaban azonossigok, ezért a &
valészintiségi valtozo p eloszlasu.

A (%) allitds bizonyitdsdhoz vegyiik észre, hogy mivel p(0A;, .. ;) = 0 minden
e > 0 szamhoz létezik olyan 6 = d(¢) > 0 szam, melyre a 0A;, . ; halmaz 0
sugarti (04, .. ;,)° kornyezetére pu ((0A;,,...j,)°) < €. Vélasszunk egy olyan nagy
s szamot, melyre J(A]-Lm’jé) < £ minden Ajr ... 4o halmazra. Mivel p(&s(y),&(y)) <

max d(Aj, ;) ezért a &(y) € DAj, _j, esetén p(€5(y),dA;,, ;) < 5. Innen
J1s- 90k

kapjuk, hogy £(y) € 0Aj, . j esetén y € By ;o olyan ji,...,j; indexekkel,
melyre p(Aji’,..,jg,aAjl,__,7jk) < %, ezért Ajiwwjé C (8Aj1’_”,jk)§. Innen kapjuk,
hogy

My: &(y) € 04,5} < Z A(Bjr,..50)

(.7{7:.7;) Aji jéC(aAjl vvvvv jk)s

,,,,,

_ Z I (Ajiwwjé) < u ((aAjl,ka)é) <e
(Gnd8) s Agr g, COAG 5

,,,,,

Mivel ez az egyenl6tlenség minden £ > O-ra igaz, innen kovetkezik a (x) relacié és
a 3. feladat allitasa.

Tekintsik a pu,, n = 1,2,..., illetve p eloszlasu & valészinliségi valtozoknak a 3.
feladat megolddsaban megadott konstrukcigjat mindegyik mérték konstrukciéjaban
ugyanazt az X7 C Xy C --- particiésorozatot haszndalva. Az egyetlen kiilonbség az,

hogy jelen esetben azt kell biztositani, hogy a pu(0A4;, .. ;) = 0 feltételek mellett
a tn(0Aj, .. j.) = 0 feltételek is teljesiiljenek minden n = 1,2,... indexre. Azt
allitjuk, hogy a u, = p relaciobol kovetkezik, hogy &, — & egy valdszintiséggel a
fenti konstrukcié valdszintiségi valtozoira.

Vegyiik észre, hogy lim py,(Aj, . 5.) = p(A;,,... ) minden ji, ..., ji-ra, mert ezen

n—oo

halmazok hatarara 0 u-mértékiiek. Innen, illetve a konstrukciébdl az is kovetkezik,
hogy bj,.... j.(n) = bj,, . . n — oo esetén, ahol b;,  ; (n) jeloli a &, valésziniiségi
véltozok konstrukciéjaban szereplé B, . j, (n) intervallum jobboldali végpontjat.
Rogzitett ¢ > 0 szdmra valasszunk olyan k szamot, melyre 27% < . Ekkor az
Aj, .. j. halmazok atmérdje kisebb mint e. Vilasszunk egy a {ji,...,jx} szdm
k-asokbdl allé véges Dy, halmazt, melyre > Ay, ) >1—5.

(J1s--dk)t (G1se-:3k) €DK
Ekkor 1étezik olyan ng = ng(e) index tgy, hogy a

Ble)= | U By e A By, ()

(jl,...,jk)EDk nzno
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halmazra A(B(e)) < 5, ahol AAB = (A\ B)U (B \ A) egy A és B halmaz
szimmetrikus differencigjat jeloli. Ekkor a Bi(e) = U (Bj,....5» \ B(e)
(jl 7777 Jk:)eDk

halmazra )\(31(8)) >1—e. A By = BN Yo N m Y07n, ahol YO,n = [0,1)\
1

n=

F=ljide
ng és y € Ba(e) esetén p(&,(v),£(y) < e, mert ebben az esetben &,(y) és £(y)

ugyanannak az A;, . ;. halmaznak a lezartjaban van. Innen kovetkezik, hogy

A (Iimsup|§n —¢&| > 5) < e.

n—oo

.....

Mivel ez a relacié érvényes minden € > O-ra innen kovetkezik a feladat allitasa.
Legyen X = X x [0,1], és definidljuk az (2, A) mértékteret mint @ = X x X x
- x X x--+, Aaz X illetve X tereken értelmezett o-algebrék szorzat o-algebréja.
Az w = (z,u,x1,x2,...) € Q pontban definidljuk a & és &, valésziniiségi véaltozdkat
af(w) =, &(w) = o, 1= 1,2,... formuldkkal. A P mérték definiciéjat az X
téren bevezetett 1 = pux A mérték segitségével és alkalmasan definidlt @, ((z,u), A),
(m,u) € X = X x[0,1], A C X az X halmaz mérheté részhalmaza, feltételes
valészintiségi mértékek segitségével definidljuk ugy, hogy az x,, koordinata feltételes
eloszlasa rogzitett (z,u) € X feltétel mellett Q,((x,u),-) legyen, és az x, ko-
ordinatdk rogzitett (z,u) € X feltétel mellett legyenek feltételesen fiiggetlenek.
(Az, hogy Q,,((x,u), A) feltételes valdszintiségi mérték azt jelenti, hogy Q. ((z,u), )
valészintiségi mérték az (X, A) téren minden (z,u) € X pontra, és Q. (-, A) mérhetd
fiiggvény minden A € A halmazra.) Formalisan megfogalmazva, legyen

PAx Ay x - x Ay) :/( QA1) @l ), ) da) o

minden 4 € X, 4; € X, j =1,...,n halmazra.

(A mértékelmélet nem trividlis eredményeibdl kévetkezik, hogy az ily médon de-
finidlt P illetve annak kiterjesztése valoban valdszintiségi mértéket hatdaroz meg.
Erdemes megjegyezni, hogy ez a tény olyan eredménybél kévetkezik (Tulcea—Io-
nescu tétel), mely nem hasznéilja a tér topoldgiai tulajdonsigait, ezért hasznalhatd
nem szeparabilis metrikus terekben is.)

Minden k = 1,2,..., szdmra definidljuk az X tér olyan Ay = {A1x, A2, }
particiéjat, melyre d(A; ;) < § és p(0A;) = 0, j = 1,2,..., ahol d(A) jeldli
az A halmaz atméréjét 0A pedig a hatarat. Minden k = 1,2,...-ra definidljunk

j=m(k)
1 < j < m(k)-ra. (Ez utébbi feltétel teljesitése érdekében esetleg atindexelhetjiik
az Ajj halmazokat.) Ezutdan tekintsiink egy olyan 1 = n; < ng < ng < ---
szamsorozatot, melyre teljesiil, hogy

n(A3a) = )] < P

egy olyan m(k) indexet, melyre pu U Aj’k> < 27 és p(Ajx) > 0 minden

minden 1 < j < m(k) és np < n < npyszamra.
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Ez lehetséges, mert lim p,(A;x) = 1(A; k) minden k és j szamra a pu(0A; ;) =0
reldcié miatt.
Vezessiik be a

Nigm = min (:U“(Aj,lc)a ,Un(Aj,k))
e p(Ajr) ’

np <n<ngpyi, j<m(k)

szdmokat. Nyflvdn 1 — 5 < Xjpn < 1. Definidljuk a Q,((z,u),-) feltételes
eloszlasokat elGszor csak bizonyos feltételeket kielégité (z,u) € X és n pérokra.
Legyen

. Mn(c N Aij)

Qn((z,u),C) = (A ha ng <n < ngy1, v € Ajk, 1 < j <m(k),
n{4j,

és 0 <u < \ji, minden C € A halmazra.

A még nem tekintett tartomanyon ugy akarjuk definidlni a @, (-,-) feltételes elosz-
lasokat, hogy a P mérték vetiilete az n-ik koordinatara u,, legyen. Ennek érdekében
vezessiik be a

m(k)—1

Py= 1= Y min[ua(Ain), m(A0)] | s e <0< npga
j=1

szdmokat, (ez a szam X = X x [0,1] halmaz azon részének a p mértéke, ahol
még nem definidltuk a @, (-, -) feltételes eloszlast)) és a kovetkezd fi,, valdszintliségi
mértéket az X téren:

m(k)—1
_ _i . . ' ' ,un(CﬂAj’k)
€)= g (€)= 3 minli (g )] BB | C e

és legyen

Qn((xau)ao):,an(c)a ha C e A, ng <n <Nk,
ésx € Ajp, j>m(k)vagy x € Ajr,j <m(k)és Njpn <u<l

Azt allitjuk, hogy

[ @tz Ot o) du = n(C), €A ()
Valéban, ha ny <n < ngyq, akkor 1 < j < m(k) és C € A esetén
n(CNA;
[ Q@ul).€ 0 Agaitde) du = i S 0 50
n ],

~ nin (A1), (A ) % (O A ).
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7)

m(k)—1
Mésrészt legyen B = X \ ( U Ajr]|. Ekkor az {A;;,1 < j < m(k), B}
j=1

halmazrendszer az X tér egy particijat adja. Specidlisan, A;j N By = () minden
1 <j < m(k)-ra.

/Qn((x,U),C' N B)p(dx) du = p, (C N By).

Ezeket az azonossdgokat dsszeadva kapjuk a (+) relaciét, ami azt jelenti, hogy a &,
valészintliségi valtozdok eloszlasa az eléirt p,, mérték minden n = 1,2, ... szamra.

1
Mésrészt, P ( sup  p(&n, &) > —

ng<n<ngyi Tk

£ = <x7U>) =0, ha (z.u) ¢ X,(k) C X,

ahol &(z,u, 21, 2,...) = (z,u) és

m(k)—1
X1(k) = B x [0,1] U U {(m,u): xe€Ajr, inf  Ajpn SUSl}_
j=1 nE<n<np4i
Ezért
1
nE<nng

m(k) ,

j=1 (1 nkgr’frllir’rllk+1 )\],k,n) M(A]7k) + H‘(Bk) >~ k2 .
Mivel

kZP< sSup p(gn:£)>%>§kzk_22<oo
=1 =1

nE<n<ng

a Borel-Cantelli lemmé&bdl kovetkezik, hogy &,, — £ egy valdszintliséggel, ha n — oo.

Legyen F tetszéleges zért halmaz. Mivel F = (] F° = F, ahol F? jeloli az F
§—0
halmaz ¢ sugaru nyilt kornyezetét, ezért tetszéleges € > 0-hoz 1étezik olyan § > 0,

hogy u(F°) < u(F) +e. Mivel £, = & sztochasztikusan, ezért minden & > 0-
hoz és € > 0-hoz létezik olyan ng = ng(e,d) index, hogy P (p(§,&n) > 0) < e.
Tovabba {w: £(w) ¢ FO} C {w: &u(w) ¢ FY U {w: p(én(w),E(w)) > 8}, ezért
1 — u(F%) <1 — pp(F)+e, s u(F) +e > u(F?) > pu,(F) — ¢, ha n > ny.
Innen limsup py, (F) < u(F) + 2e. Mivel ez minden £ > 0O-ra igaz, kapjuk, hogy

n—oo

lim sup py, (F) < p(F) minden zart F' halmazra, azaz (., = .

n—oo

Annak bizonyitdséhoz, hogy £ = F~1(n) F eloszlast, elég azt megmutatni, hogy

{win(w) <F(2)} C{w: FH () (w) <2} C {w: n(w) < Fa)}.
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A jobboldali tartalmazds igaz, mert ha F~!(n)(w) < z akkor létezik olyan h > 0
szédm, melyre F'~1(n)(w) = sup{u: F(u) < n(w)} < x—h. Ebbdl viszont kovetkezik,
hogy n(w) < F(x). Ha ugyanis F(z) < n(w) volna, akkor az x szdm is szerepelne
azon u szamok kozott, melyek szuprémuma meghatdrozza F~1(n)-t, és ez ellent-
mond az F~!(n)(w) < x — h egyenlStlenségnek.

A baloldali tartalmazas bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy n(w) < F(z) esetén
§w) = F(z) — h, é F~'(5(w)) = F(F(z) — b)) = sup{o: F(v) < F(z) — h)
alkalmas h > 0 szdmmal. Viszont sup{v: F(v) < F(z) — h} < z, mert F(x)
balrdl folytonos fiiggvény, igy F'(v) < F(x) — h-bdl kivetkezik, hogy létezik olyan
§ = 6(h) > 0szdm, melyre v < x—4, tehat F~1(n(w)) = sup{v: F(v) < F(z)—h} <
x — § < x. Tehat a baloldali tartalmazés is érvényes.

Annak bizonyitésa érdekében, hogy E(£,¢) egyenletes eloszlasi a [0,1] interval-
lumban, minden z valdés szdmra definidljuk a z(x) = sup{y: F(y) < x} szdmot.
Mivel az F' eloszlésfliggvény balrdl folytonos, ezért F(z) > z. Vizsgaljuk kiilon az
F(z) =z és F(z) < x eseteket.

Ha F(z) = x, akkor F(u + 0) < z minden u < z szdmra, és {w: F(é(w),e(w)) <
r} ={w: {(w) < z}. Ezért P(F(§,e) <xz) =P <z2)=F(z) ==

Ha F(z) < z, akkor F'(z+0) > z, és

{w: F(S(w,s(w)) <z}
={w: {(w) < z}U{w: {(w) =2, F(2) + e(w)[F(z +0) — F(2)] < x}.
Ezért

P(ﬁ’(ﬁ,a) <x)=P<2)+Plw)=2)PE(w)[F(z4+0) — F(2)] < x)

= F(2)+ [F(z +0) ~ F(z)] (;:Of EZ; =

Innen kovetkezik a feladat méasodik allitdsa.

Az el6z6 feladat eredményeibdl kozvetleniil kivetkezik, hogy a & valészintiségi vél-
tozé F, 7j pedig G eloszldsti. Tovdbbs F(€,¢) egyenletes 7 pedig G eloszlast va-
16szintiségi valtozok. Annak érdekében, hogy megmutassuk azt hogy a (&,7) és
(€, 7 vektorok eloszldsa megegyezik, elég megmutatni, hogy F~1(F(£,¢)) = & egy
valoszinliséggel, mert ez azt jelenti, hogy mind a két véletlen vektor eldallithato,
(0 mértékli halmaz figyelmen kiviil hagyasaval) mint egy a [0,1] intervallumon
egyenletes eloszlasi valdszintliségi véltozo transzforméltja, (mind a két koordinata
ugyanannak a valdszinliségi véltozénak a transzformaltja) és mind a két vektor
elédllitasaban ugyanazt a transzformaciot alkalmazzuk. S6t ezt a bizonyitandd
allitast tovabb lehet gyengiteni. Elég megmutatni azt, hogy P(F~1(F(£,¢)) < &) =
1, mert ha két azonos eloszlasi valdoszinliségi valtozé koziil az egyik egy valdszini-
séggel nagyobb a masiknal, akkor ezek a valtozok egy valdszintiséggel megegyeznek.

Lassuk be ezt az llitast. Ha £(w) = x, akkor
FH(F(§(w),e())) = sup{u: F(u) < F(x,e(w))},
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és mivel F'(v) > F(z,e(w)) hav > z, innen kovetkezik, hogy (F~1(F(£(w),e(w))) <
r = £(w).

Jegyezziik meg, hogy amennyiben a & = F~1(¢), n = G71(¢), egy a [0,1] inter-
vallumban egyenletes eloszlasi valdszintiiségi valtozo fenti transzformaéltjai, azaz a
kvantilis transzformaciot alkalmazzuk, akkor a feladatban szerepld egyenlGtlenség
két oldala egyenl6. A bizonyitandé egyenlétlenséget bizonyitsuk be eldszor abban
a specialis esetben, amikor a & és n valészintliségi valtozdok eloszlasa a szdmegyenes
egy véges X = {x1,...,2,}, 11 < x93 < -+ < Xy, részhalmaziba van koncentrélva.
Legyen p; = P(§ = z;), . = P(n = ), r(zj,y) = P = z5m = x),
1 < j,k < n. Vezessiik be a

T‘(.’L’j, Lk, yj7yk) = min (T(xjv yk)vr(xbyj)) ’
" {mj,mk,yj7y;fr}12§(><X><X><Xr(xj,xk’yj,yk)
T;<Tk, Y; <Yk

mennyiségeket. Vegyiik észre, hogy ha a (£,7n) vektort a kvantilis transzformécié
segitségével definidljuk, akkor a fent definialt r szamra r = 0. Tovabba, az r = 0
feltétel és a & valtozo F illetve az n valtozé G eloszlasa meghatérozza a (£, n) vektor
egylttes eloszlasat is. Valdban, feltehetjiik az altalanossag megszoritasa nélkiil,
hogy az (€2, A, P) ahol a (§,n) vektor definidlva van, tér Q = X x X a diszkrét
topolégia altal meghatarozott A o-algebraval, {(x;,z) = x; n(zj, ) = xg, 1 <
7,k < n. Ekkor a kivant tulajdonsagi P mérték reprezentalhato egy olyan szallitasi
probléma megoldasaval, ahol az x; pontban levé p; tomegeket at kell széllitani gy,
hogy az x;, pontba g témeget szallitunk, és ekkor r(x;,zr) = P({ = xj,n = xx)
az x; pontbol az zj pontba szdllitott tomeg. Ekkor az r = 0 feltételt kielégitod
szallitas olyan, hogy az x1 pontban levé p; tomeget el0szor az x1 pontba majd, ha
még maradt tomeg az x; pontban akkor az x5 majd xs pontokba szallitjuk és igy
tovabb, majd az xo pontbdl a legkisebb indexii még nem teljesen betoltétt pontba
szallitunk, utdna az azt kovetkezdbe és igy tovabb. Ugyanezt tessziik ezutdn az xs,
x4 pontokban levé tomegekkel és igy tovabb. Azt allitjuk, hogy

I3 elorsg%é{lsa F E(I)(é.’ 77) = E(I)(§7 7_])7 (b)
n eloszlasa G

ahol £,7 egy F és G margindlis eloszlassal rendelkezd véletlen vektor, melyre r = 0.

Val6ban, ha a (£, 1) eloszldsa olyan, hogy r # 0, akkor létezik olyan (x;, zk,y;, k)
szamnégyes, melyre 7 = r(z;, xk, y;,yx) = min (r(z;, yx), r(xk,y;)) > 0. Beveze-
tink egy 4j r(xj,xx), 1 < j,k < n egylittes eloszlasokat, ugy hogy egy ezekkel
az eloszldsokkal meghatarozott (£,7) véletlen vektor marginélis eloszlasai F' és G,
tovabba E®(€,n) < ED(E,7), és amennyiben ® szigorian konvex fliggvény, akkor
szigoru egyenlOtlenség érvényes. Ezeket a valdszintiségeket a kovetkezdképpen de-

18



finialjuk.

m(zj,y;) =r(xj,y;) +7

Tk, yr) = r(Tk, yu) + 7

(@), yn) = r(2j,y8) — T

m(rr,y5) = r(Tr,y;) — 7
7(z,y) = r(z,y) egyébként.

Ekkor a (&,7) véletlen vektor marginalis eloszldsai az el6irtak, és
E®(€ — 7)) — E®(¢ —n) =7 (P(x; — y;) + P(ex — yi) — (a; — yr) — P(zx — y5)).

Ez a kifejezés nem negativ, és szigorian pozitiv, ha ®(-) szigorian konvex. Ugyanis

Tj—Yj
Tj—Yp < < Tk — Yj,
Tr — Yk

és ezért a @ fliggvény konvexitasa miatt
O(xj —y;) + P(rr —yr) < P(x; — yr) + P(zr — y5),

(felhasznéljuk azt is, hogy (x; —y;) + (xx —yr) = (x; — yr) + (xr — y;)) és szigort
egyenlotlenség érvényes akkor, ha ® szigorian monoton fiiggvény.

Belatjuk ennek a reldciénak a segitségével a (b) formulat. A fenti médszerrel, amen-
nyiben r # 0, akkor olyan 1j a margindlis eloszlasokra tett feltételeknek eleget tevo
olyan 1j (£,n) véletlen vektor tudunk definidlni, melyre E® (£, n) nem né, sé6t amen-
nyiben a ® fiiggvény szigoriian konvex, (példaul ®(z) = x?2) akkor ez a varhaté érték
szigorian monoton csokken. Tovabbad minden egyes 1épésben azon (x;,y;, Tk, Yk)
négyesek halmaza, melyekre 7 = r(x;, xg, y;, yx) = min (r(z;, yk), (K, y;)) > 0
valtozik. Ezért véges sok 1épésben eljutunk ahhoz az egytittes eloszlashoz, melyre
r = 0, és ez az eloszlas a @ fiiggvény esetén minimumot egy szigorian konvex
fliggvény esetén pedig szigori minimumot szolgéltat.

Ha F és G két olyan eloszlasfiiggvény, mely véges intervallumra van koncentralva,
akkor ezeket az eloszldsokat érdemes az Fj,(z) = F (M) és Gp(x) = G (M)

n n
eloszlasokkal kozeliteni. Pontosabban egy F(x) és G(y) margindlis eloszldsokkal
rendelkez6 H(z,y) két-dimenzids eloszldst érdemes a H,(z,y) = H [7;—30], @)
eloszlassal kozeliteteni, ahol [u] az u szdm egész részét jeloli. Alkalmazva az allitast
a mar bebizonyitott esetben és n-nel végtelenhez tartva megkapjuk az allitas bi-
zonyitasat az adott esetben. Az dltaldanos eset hasonléan visszavezethet6 az utébbi
esetre alkalmas hataratmenet segitségével, ha a valdszinliségi valtozokat csonkitjuk
valamely 4w szinten. FEzen a csonkitdson azt értjiik, hogy ha a (£,n) vektor a
[—u,u] X [—u,u] négyzeten kiviil veszi fel az értékét akkor a csonkitott valtozd

értéke az origd. Azutan végrehajtva az u — oo hatardtmenetet bebizonyithatjuk
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10.)

11.)

a kivant eredményt az dltalanos esetben. Megjegyezziik, hogy a ® fliggvény kon-
vexitasabdl kovetkezik, hogy ®(x) > Ax + B minden z valds szdmra, alkalmas
A és B konstansokkal, ezért E®(§& —n) > —|A|E(|€] + || — |B] > —oo a fel-
adat feltételeinek teljesiilése esetén. Erdemes megjegyezni, hogy alkalmas linearis
fiiggvényt hozzdadva a ®(z) fiiggvényhez redukalhatjuk a problémdt arra az eset-
re, amikor ®(z) > 0 minden = szdmra, és ®(0) = 0. Ugyancsak feltehetjiik, hogy
E®(§ —n) < oco. Ezek az észrevételek segithetik a hatdrdtmenet végrehajtasat. A
bizonyitandé egyenlétlenség baloldalan alkalmazhatjuk a mononoton konvergencia
tételt a jobboldalan pedig a Fatou lemmaéat. A részletek kidolgozasat elhagyjuk.

Legyen 7 a p illetve v mérték vetiilete az Xo térre. Legyen tovabba P(x, A) az
(X1x X9, A1 xAg, 1) téren az Ax Xo alaki mérheté részhalmazok feltételes eloszlasa
eldirt x € Xy, Q(z, C) pedig az (X2 x X3, Az X A3, v) téren az X x C alaki mérhet6
részhalmazok feltételes eloszlasa eloirt x € X, értékek szerint. Azaz legyen ,u(A X

= [3 P(xz, A)y(dzr) minden A € A halmazra, és v(B x C) = [, P( v(dx)
minden C' € Az halmazra. (Ilyen feltételes eloszldsok leteznek teljes szeparabllis
metrikus tereken.) Definidljuk az A x B x C' alakd mérhet6 halmazok mértékét az
X1 x Xy x X3 téren P(Ax Bx C) = [, P(x, A)Q(x, C)y(dx) képlet segitségével.
Ezt a mértéket kiterjeszthetjiikk az (X7 X Xo X X3, 41 x Ag x A3z) térre. és ez a
mérték teljesiti a kivant feltételeket.

Legyen P(x,A), x € X, A az X halmaz mérhetd részhalmaza, a v mérték mésodik
koordinatajdnak feltételes eloszldsa feltéve az els6 koordinatét, azaz legyen P(z,-)
valészintiségi mérték az X halmaz mérheté részhalmazain minden x € X pon-
tra, P( A) mérhetd fiiggvény minden mérhet A C X halmazra, és v(A x B) =
. P p(dx) minden mérheté A C X és B C X halmazra. A valdsziniiségsza-
m11:as (mertekelmelet) egyik eredménye szerint ilyen feltételes eloszlés 1étezik.

Tekintsiik a (Q, B, \) valészinliségi mezot, ahol @ = [0,1], B a Borel o-algebra a
[0, 1] intervallumon, és A a Lebesgue mérték a [0, 1] o-algebran. Azt allitjuk, hogy
meg lehet konstrudlni {(x,u), u € Q@ = [0,1], x € X valdsziniiségi valtozéknak az
x € X paraméterrel indexezett halmaza a (Q, B, \) valésziniiségi mezén gy, hogy
((x,-) P(x,-) eloszldsu valdszintiségi valtozé minden x € X pontra, ahol P(z, A)
az el6z6 paragrafusban definidlt feltételes eloszlas, és (-, u) mérhetd fiiggvény az
(X, p) téren minden u € [0, 1] szdmra. Valéjdban egy ennél kissé gyengébb allatast
latunk be. Csak annyit dllitunk, hogy a ((z, -) valészintiiségi véltozé eloszlasa P(zx, -)
mérték a p mérték szerint majdnem minden z-re. Ez viszont nem jelent valédi
megszoritast, mert a P(x,-) mértékeket egy az = pontoknak egy p mérték szerint
null mértéki halmazan megvaltoztatva ismét feltételes eloszlast kapunk.

A fenti allitds bizonyitasat megkapjuk a 3. feladatban megadott konstrukcié ter-
mészetes adaptaciéjanak segitségével. Ott megadtunk egy lehetoséget arra, hogy
hogyan lehet tetszéleges o valdsziniiségi mérték esetén « eloszlasi valdszintiségi
valtozét konstrudlni a (@, B, \) valdsziniiségi mez6én. Azt kell ellendrizniimk, hogy
ezt a konstrukciét alkalmazva olyan pu = P(z,-) eloszlasi ((x,u) valdszintiségi
valtozokat konstrualhatunk szimultdn moédon minden x € X pontra, melyekre a
¢(+,u figgvények (X, p) mérhet6ek minden u € [0, 1] pontra. Az egyetlen véltozta-
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12.)

tas, melyet a 3. feladatban leirt konstrukciohoz képest tesziink abban all, hogy a
konstukciéban felhaszndlt particié Aj, . ;, hatarara a p(04;, .. ;) = 0 feltétel tel-
jestl. Ekkor viszont a feltételes eloszlas tulajdonsagai miatt a P(z, (0A4;,.... j.)) =0
relacio is teljesil g majdnem minden z pontra a particibkban szereplld Osszes
(megszamlalhaté sok) Aj, . ;, halmazra. Alkalmazzuk a 3. feladatban leirt kon-
strukciét mindegyik olyan = pontra, mely teljesiti, hogy a P(x,-) mérték szerint a
fenti particidk elemei null-mértékiiek. A kivételes null-mértékii (a p mérték szerint)
halmazon legyen ((x,u) = zg, ahol xq egy rogzitett az = ponttdl fiiggetlen pont.
Az igy konstrualt valészintliségi valtozdk teljesitik a kivant tulajdonsigokat.

Legyen n(w) = (({(w), x(w)) a fent konstrudlt ((z,u) valtozok segitségével. Azt
allitjuk, hogy ez az n valtozoé teljesiti a feladat feltételeit, azaz P(&(w) € A, n(w) €
B) = v(A x B) minden mérheté6 A C X és B C X halmazokra. Viszont mivel a
(x(w),&(w)) vektor eloszldsa dv pu(dx) a [0,1] x X téren, ezért

P(e(w) € A, n(w) € B) = / (/I(x € A C(wv) € B) dv) u( dz)

— /I(m e A)P(z, B)u(dx) = /AP(CL‘,B)H(dI) =v(A x B),

ahol I(C) a C halmaz indikatorfiiggvénye. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

Létezik a p és v mértékeknek a kovetkezo tipusu felbontasa. p = v+ p1, v =
v 4+ v1, ahol a v mérték a p és v mértékek “kozos része”, a py és v mértékek
pedig szingularisak. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan C' € A halmaz, melyre
a p1 mérték a C' a v mérték pedig az X \ C halmazra van koncentrilva, azaz
(X \C) =0, és v (C) = 0. Valéban, tekintsiink egy a p és v mértéket dominald
mértéket (példaul valaszthatjuk a £52 mértéket,) legyen f(z) a p és g(x) a v mérték
stirliségfiiggvénye e domindlé mérték szerint. Ekkor legyen v a min(f(x), g(x)), u1
az f(x)—min(f(z),g(z)) és 11 a g(xz)—min(f(x), g(x)) stiriiségfiiggvénnyel definialt
mérték e dominél6 mérték szerint. Végiil legyen C a C = {x: f(z) > g(z)} halmaz.
Ez a felbontds teljesiti a kivant tulajdonsdgokat, tovabba u(A)—v(A) < u(C)—v(C)
minden A € A halmazra. Vegyiik észre, hogy u(C) — v(C) = u(C) — ~(C) =
p1(C) = p1(X) =1 —~(X), ahonnan sup (u(A4) —v(A)) =1 —y(X). Hasonléan
AeA

becsiilhetéek a v(A) — u(A) alakd mennyiségek. Ezért Var (u,v) = sup |u(A) —
AeA
v(A)| =1—~(X). Ha & és n p illetve v eloszlasi valdsziniiségi valtozok, akkor

PE#n) = P{EeCn{n ¢ C}) > u(C) —v(C) = Var (u,v).

Annak érdekében, hogy olyan konstrukciot készitsiink, melyben a fenti egyen-
16tlenség két oldala megegyezik, definidljuk a kovetkezd (€2, B, P) val6szintiségi
mez6t. Legyen @ = X U (X x X), és B a természtes o-algebra (2-n, amelyiknek a
megszoritasa az X halmazra A, az X x X halmazra pedig A x A. Definidljuk a
P mértéket a kovetkez6 modon: A P mérték megszoritasa az X halmazra legyen
v, az X x X halmazra pedig D(u; x v1), ahol D71 = (X)) = v1(X), azaz
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D a természetes normal6 faktor. Definidljuk a & és n valdszintiségi valtozokat a
kovetkez6 médon. Haw = x € X, akkor {(w) = n(w) =z, haw = (z1,22) € X x X,
akkor £(w) = x1, n(w) = xo. Ekkor a £ valésziniiségi valtozé p az n valésziniiségi
véltozé pedig v eloszlasu. Tovabba, P({ =n) = v(X) =1 — Var (s, v), mert A P
mérték megszoritdsa az X x X halmazra a C' x (X \ C) halmazra van koncentrélva,
ahol {(w) # n(w). Innen kovetkezik a feladat allitasa.

Megjegyzés: Technikai okokbdl definidltuk a szélsoértéket szolgald valdszintiségi valtozo-
kat az ) = XU(X x X) és nem az 21 = X x X valdsziniiségi mez6n, ahol természetes lett
volna dolgozni. Ez utébbi esetben ugyanis a v mértéket a D = {(x,z): x € X} 4tléra
kellett volna koncentrdlni. Viszont van olyan eset, amikor ez a D &tl6 az 23 = X x X
halmaz nem mérheté részhalmaza, és ez a tény problémat okoz. Olyan konstrukciot
akartunk adni, amelyik ebben az esetben is miikodik.

Kiegészités

A Konig—Hall tétel bizonyitdsa. A feltétel sziikségessége nyilvanvald. Az elégségességet
az Y halmaz szdmossdga szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha |Y| = 1, akkor az
allitas nyilvanval6. Tegyiik fel, hogy a feltétel elégségességét tudjuk |Y| = k < n esetén,
és lassuk be |Y| = n-re. Két esetet kiilonboztetiink meg.

a.) Létezik olyan A halmaz, melyre 0 < |A| =k <n és |B(A)| = |A|.
b.) Minden olyan A C Y halmazra, melyre 0 < |A| < n |B(A)| > |A].

Az a.) esetben azt allitjuk, hogy az 4allitas feltételei teljesiilnek mind az ¥ = A,
Z = B(A) mind az Y = Y\ A, Z = Z\ B(A) halmazokra és a d(y, z) fiiggvény
megszoritasira ezekre az Y x Z halmazokra. Innen és az indukcids feltevésbél kovetkezik
a feltétel elégségessége az a.) esetben. Az Y = A, Z = B(A) esetben ez az allitas
nyilvanvalé. HaY =Y\ A és Z = Z\ B(A) tekintsiink egy C C Y \ A halmazt. Legyen
C = CUA. Ekkor |C| =|C| -k, |B(C)| >|C|, és B(C)N Z > B(C) \ B(A), ahonnan
|B(C)NZ| > |B(C)| — k> |C| —k, és |B(C)N Z| > |C|, amint &llitottuk.

A b.) esetben tekintsiink egy egy z; € Z pontot, melyre d(yi, ;) = 1. Péarositsuk
az y; pontot az z; ponttal. A tétel bizonyitdsanak befejezéséhez elég belatni azt, hogy
az Y =Y \{y1} és Z = Z\{z;} halmazok teljesitik a feladat feltételeit a b.) esetben. Ez
azonban nyilvanvald, mert a b.) esetben A C Z esetén |B(A) N Z| > |B(A)| — 1 > |A|.

A Konig—Hall tétel folytonos verzigjanak bizonyitdasa. A feltétel sziikségessége ebben az
esetben is nyilvanvalé. Az elégségesség bizonyitasat visszavezetjilk az eredeti Konig—
Hall tételre.

Tekintsiik el6szor azt a specidlis esetet, amikor 1étezik olyan N egész szam, melyre

u(y;) = NJ minden y; € Y és v(z) = % minden z; € Z-ra, ahol k; és p; egész szamok.

Ekkor tekintsiik a kévetkezd paros grafot. Y = {(y;;m())),y; € Y, 1 <m(j) < k;}
Z = {(zi,n)),z € 2,1 < n(l) < pi}, d(y;,m(j)), (z,n(l))) = d(y;,z). Ekkor az
(Y, Z,d(-,-)) paros graf teljesiti a Kénig-Hall tétel feltételeit. Elég ugyanis a Kénig-Hall
tétel feltételeit azokra az A C Y halmazokra ellenérizni, melyekre g = (y;,m(j)) € A
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esetén (y;,k) € A minden (y;,k), 1 < k < k; pontra, és ez a feltétel megegyezik azzal,
hogy > w(2)> > u(y) minden A € Y-ra.
2€B(A) yceA

Ezért létezik az Y és Z halmaz pontjainak egy olyan parositasa, melyben a péarba
allitott g és zZ pontokra d(y, z) = 1. Legyen w(y, Z) = 1, ha y és Z parba vannak allitva,
és w(y,zZ) = 0 egyébként. Ekkor a w(y;,z;) = — > w(y, z) fuggvény

N g=(y; mG)a<m()<k;
Zz(zhn(l)):lﬁnlfpl

teljesiti a tétel allitasat ebben a specialis esetben.

Az altalanos eset visszavezethetd a mar bebizonyitott esetre alkalmas approximé-

cioval. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy > wu(y) = > v(z) = 1.
yey zeZ_ B
Minden N = 1,2,...-re definidljuk a kovetkezd kozelité rendszert. Legyen Y = Yy =
YU{r+1}, Z =2y =ZU{s+ 1}, d(y,2) =dn(y,2) = d(y,2), hay €Y, 2 € Z, és
d(Yr1,2) = dn(Yrs1,2) = d(Y, 2s41) = dn(Y, 2511) = 1, (azaz az Y11 és 2541 pontok
N
a masik halmaz minden pontjdval 6ssze vannak kotve), un(y) = [ ?\;y)]’ hay €Y,

N
on(z) = M, ha z € Z, ahol [u] az u szdm egész részét jeloli, tovabbd un (yry1) =

> (uly) —un(y) =1— > an(y), és On(ys+1) = > (v(2) —On(2)) =1— ) On(2).
yey yey zZ€Z z€Z
Vegytik észre, hogy az 1j rendszer is teljesiti a tétel feltételeit. Ugyanis, ha A C Y, akkor

a Zy halmaz A halmazzal 6sszekotott pontjaibdl allé halmaz By (A) = B(A) U {zs11},

¢ 2 an(y) < ouly) < X w(z) < X on(2) +On(zs41) < ) On(2). Ha

yeA yEA _ z€B(4) zEB(A) z€B(A)
pedig y,4+1 € A, akkor By(A) = Zn, és Y un(y) < 1= > on(z). Ezért ebben az
yeA zGZN

esetben alkalmazhatjuk a tételt.

Tekintsiink minden N = 1,2,...-ra egy a feltételt kielégité wy(y,2),y €Y, 2 € Z
“szallitdsi fiiggvényt”. Mivel 0 < wy(y,2) < 1 minden y € Y és z € Z pontra, és
N =1,2,... szamra, ezért ki lehet valasztani egy olyan Ny — oo részsorozatot, melyre
aw(y,z) = kllm wy, (¥, 2) limesz minden y € Y és 2z € Z pontra létezik. Ez a w(y, 2)

oo
fiiggvény teljesiti a tétel allitasat.
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