Néhany alapvetd eredmény a x? statisztikardl

Tekintsiik a kovetkez6 statisztikai feladatot. Adott egy dobdkocka, és el akarjuk donteni,
hogy az szabdlyos-e. Ennek érdekében feldobjuk a kockat n alkalommal, és megje-
gyezziik, hany alkalommal volt a dobés eredménye j, 1 < j < 6. Jelolje v,(j), 1 < j <6,
ezeket a (véletlen) szdmokat. Ha a v,(j) ~ & reldcid teljesiil minden 1 < j < 6 szdmra
akkor a kockat szabalyosnak tekinthetjiik, ellenkezd esetben pedig szabdlytalannak.

Meg kell pontosabban fogalmazni, mit jelentenek a fenti aszimptotikus relaciék. En-

6
nek érdekében tekintsiik a = 3 (v, (j) — %)2 valésziniiségi valtozdkat. Be lehet latni,
j=1
hogy amennyiben a kocka szabalyos, azaz minden oldalara % valoszintiséggel esik, akkor
ennek a kifejezésnek 1étezik hatéareloszlasa n — oo esetében, és ez a hatareloszlas ex-
plicit médon megadhatd. Ez lehetévé teszi egy olyan természetes teszt megadasat,
amelyben egy szabdlyos dobdkockat eldirt p valdszinliséggel tekintiink szabalyosnak, és
egy szabalytalan dobdokockat nagy n kisérletszam esetén majdnem egy valdszintiséggel

fogunk szabalytalannak tekinteni.

A fenti problémat természetes modon &ltalanosithatjuk, és az 1j probléma meg-
oldasat megadhatjuk a fent emlitett hatareloszlastétel egy altalanositasa segitségével.
Az altalanositott feladat a kovetkezd: Legyen adva k urna, és ellendrizni akarjuk azt a

feltételezést, amely szerint ha egy golyot véletleniil bedobunk ezen urnak valamelyikébe,
k
akkor az p;, p; > 0, val6szintiséggel esik a j-ik urndba, ) p; = 1. Ennek a feltételezés-
j=1
nek az ellenoérzése érdekében dobjunk egymastol fiiggetleniil n golyét ezekbe az urnédkba,
és jeldlje v, (j) a j-ik urndba esé golydk szémat. Be lehet latni, hogy feltételezésiink

S (n(i)=np))?

teljesiilése esetén a 3  ~ R
j=1 ’

oo esetén, és ezt a hatareloszlast meg tudjuk adni. Ezt a hatéareloszlastételt irjuk le a
2. feladatban. E hatareloszldstétel segitségével a kocka szabalyossdganak ellenérzéséhez

hasonléan ellendrizni tudjuk feltételezésiink helyességét.

valoszintliségi valtozoknak 1étezik hatareloszldsa n —

E hatéreloszlastétel bizonyitdsa azon alapul, hogy egyrészt meg tudjuk adni a
vn(J)—np;
(=

hatareloszlastétel segitségével, masrészt, ha valamely (n§”), . ,17,(:’)> véletlen vekto-

,i=1,... k} véletlen vektorok hatéreloszlasat a tobb-dimenzids centrélis

rok eloszlasban konvergalnak egy (n1,...,n%) véletlen vektorhoz n — oo esetében, és
f(z1,...,xk) folytonos k-valtozos fiiggvény, akkor az f (ngn), el 77]2")> , n=1,2 ...,
valésziniiségi véltozok eloszlasban konvergalnak az f(mi,...,nm) valészintségi vélto-
z0hoz. Ez lehetové teszi a minket érdeklo statisztikak hatareloszldasanak megadasat.
De ezt a hatareloszlast egyszeriibb, jobban attekintheto alakban akarjuk megadni. Ez
lehetséges némi linedris algebra segitségével. A szamolas soran felhasznaljuk azt, hogy
ha (n1,...,n) k-dimenziés nulla véarhat6 értékii D kovarianciamatrixd normaélis eloszlé-
su véletlen vektor, A egy k x k-as métrix akkor (7, ...,n;)A k-dimenziés nulla varhaté
értékit A* DA kovarianciamatrixi normalis eloszlasu véletlen vektor. A minket érdekl6
hatareloszlastétel bizonyitasat megkonnyiti az alabbi 6nmagéaban is érdekes elso feladat.
Ezutén fogalmazzuk meg a 2. feladatban a x? préba alapjat képezd statisztikai allitast.
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1.) Legyen n = (n1,...,n,) k-dimenziés normélis eloszlasi valdszintiségi véltozé nulla
varhaté értékkel és D kovariancia matrix-szal. Legyenek a Aq,..., A\x szdmok a D
matrix sajatértékei (multiplicitdassal). Bizonyitsuk be (alapvetd linedris algebrai is-

k
meretek felhasznalasaval), hogy a 7]32 valoszintliségi valtozé eloszlasa megegyezik
j=1
k
egy >, /\j§j2- valdszintiségi valtozd eloszlasaval, ahol &1, ...,&, fiiggetlen standard
j=1
normalis eloszlast valészintiségi valtozok.

2.) Adott k darab urna, amelyekbe bedobunk egymdstdl fiiggetleniil n golyét tgy,
k

hogy mindegyik golyé p; valdsziniiséggel esik a j-ik urndba, 1 <j <k, > p; = 1.
j=1

k AR )2

Jelolje v, (j) a j-ik urnaba es6 golydk szamat. Lassuk be, hogy a > (vn(f) = ;)

Jj=1 np;
valészintiségi valtozdk eloszldsban konvergdlnak a k — 1 szabadsigfokd y2(k — 1)
eloszlashoz, ha n — oo, (a k szdm rogzitett), azaz egy olyan (i_; valdsziniiségi

valtozo eloszlasdhoz, amelyet ugy kapunk, hogy tekintiink k£ — 1 darab fiiggetlen

standard normalis eloszlasu &1, ..., &1 valosziniiségi valtozot és elkészitjiik segit-
k—1
;e . 2 L s e g .
ségiikkel a (1 = 21 &5 valészintiségi valtozét.
]:

A 2. feladatban szereplo hatéareloszlas csak az urndk k szamatdl fligg, de nem
figg a p;j, 1 < j < k, valészinliségektdl. Ez jelzi azt, hogy természetes statisztikat
vettiink, olyat amelyben a kiilonbozé urnakban levé golydk szamanak az eltérése an-
nak varhaté értékétdl egyforma fontos szerepet jatszik. Az, hogy a hatéareloszlas a
x2(k — 1) eloszlas azzal fiigg ssze, hogy bar k véletlen szam silyozott négyzetosszegét
tekintettiik, (az egyes urndkba esé golydk szaménak eltérését tekintettiik azok varhatd
értékétél), de ezek kozott van egy determinisztikus Osszefiiggés. Nevezetesen az, hogy az
Osszes urndba es6 golydk szama minusz azok varhaté értéke nullaval egyenlo. A 2. fel-
adat eredményét informalisan ugy szoktak interpretdlni, hogy k — 1 szabadsagi fokkal
rendelkez6 véletlen vektorok koordinatainak a négyzetosszegét tekintettiik, illetve azok
hatareloszlasat. Ilyen esetben a hatareloszlast olyan véletlen Osszeg adja meg, amely-
ben mindegyik szabadsagi foknak egy tsszeadando felel meg, amelyik fiiggetlen a tobbi
Osszeadandétol, és az egy standard normalis eloszldasi valdszintiségi valtozd négyzete. A
4. illetve 4.” feladatban a 2. feladat egy olyan dltaldnositasat fogalmazzuk meg, mint am-
ilyent a 2. feladat fenti heurisztikus interpretacidja sugall. Ezelott azonban a 3. feladat-
ban egy a 4. és 4.” feladat bizonyitasdban hasznos technikai jellegii allitast targyalunk.

3.) Legyenek Xi,..., X} figgetlen standard normélis eloszlasu valdszintiségi valtozok,
k
pj > 0,1 < j <k, tetszéleges nem negativ szamok, amelyekre > p; = 1. Ekkor az
j=1
XZ+- 4+ X2 (\ /D1 X1+ 4y /kak)2 valészintiségi valtozé x?(k —1) eloszlast,
k

és fliggetlen a standard normalis eloszldasu ) /p; X, valészintiségi valtozétol.
i=1



Tekintsiik a kovetkezé modellt. Adva vannak urndk, amelyekbe egyméstol fiig-
getleniil bedobunk n golyét, amelyek a j-ik urndba p; valészinliséggel esnek. Tekintsiik
el6szor azt az esetet, amikor bizonyos urndkat nem tudunk megkiilonboztetni egymastol,
csak azt tudjuk megfigyelni, hogy régzitve urndk k csoportjat, a golydk az urnak melyik
csoportjaba esnek. Illetve annak valészintiségét is tudjuk, hogy az egyes golydk az
urnak valamelyik csoportjaba esnek. Ebben az esetben alkalmazhatjuk a 2. feladat
eredményét, amely megadja az egyes urnacsoportokba esé golyok szamanak egy olyan
fiiggvényét, amelynek van hatareloszldasa n — oo esetében, és az a x?(k—1) eloszlds. Ha
meg tudjuk figyelni az egyes urnakba es6 golydok szamat is, és annak valdszintiségét is is-
merjik, hogy a golydk az egyes urnakba esnek, akkor ebben az esetben is alkalmazhatjuk
a 2. feladat eredményét. Ezen eredmény szerint az egyes urnakba esé golydk szamanak
egy alkalmas fiiggvényét véve, annak van hatdreloszlésa, és az x? eloszldsi. Ha ezt a két
statisztikat egyidejiileg nézziik, akkor ezek egyiittesének is van hatareloszlasa az n — oo
esetben, és ez az egyiittes eloszlas olyan, mint amilyet a 2. feladat utani heurisztikus
érvelés sugall. Nevezetesen, a durvabb megfigyeléshez tartozo statisztika hatareloszlasa
megegyezik k — 1 fliggetlen standard normalis eloszlasu valdszintiségi véaltozd négyzet-
osszegének az eloszlasaval. Ha az egyes urndkat is meg tudjuk kiilonboztetni, és a
durvabb és pontosabb megfigyelésekhez tartozd statisztikak egyiittes hatareloszlasat
akarjuk megadni, akkor a durvabb megfigyeléseken alapulé statisztika hatareloszlésat
leiré valdszintiségi valtozohoz hozza kell adni annyi fliggetlen standard normaélis eloszlast
valoszinliségi valtozonak a négyzetét, amennyivel a modell szabadsagfoka né a pon-
tosabb megfigyelések altal. E két valdszintiségi valtozd egyiittes eloszlasa adja meg a
két statisztika egyiittes hatareloszlasat. Ezt az eredményt fogalmazzuk meg pontosab-
ban a 4. feladatban, a 4.” feladat pedig a 4. feladat eredményének egy természetes
altalanositasa.

4.) Legyen adva urndknak k csoportja, és az urndk j-ik csoportjaban legyen i;, I; > 1,
urna, 1 < j < k. Dobjunk le n golyot egymastdl fiiggetleniil az urnakba tgy, hogy
mindegyik golyé a j-ik csoport s-ik urndjaba p; o > 0 valészintiséggel esik, és jelolje

kol
vn(j,s) az ebbe az urnaba esé golyok szamat, 1 < j <k, 1 <s<Il;, > > pjs=
j=1s=1
lj
1. Legyen tovédbbd p; = Z Djss Vn(j) = Z vn(4,8), 1 < j < k, azaz azon
=1
golyok szama, amelyek a j- 1k csoportban levo urnak valamelylkebe esnek. Vezessiik

be tovabbd az L = Z l; jelolést, és tekintsik az UL = z Z WnG9)—npjs)”

n
j_l j=1s= Pi.s

valamint az U, (1) _ Z (”n(ﬂ) ”PJ)

valészintiségi valtozokat. Ekkor a 2. feladat

eredménye alapjan tudjuk, hogy az Uy, (©) valészintiségi valtozék a x?(L — 1), az
Uty valészintiségi valtozok pedig a x?(k — 1) eloszldshoz konvergalnak, ha n — co.

Az ebbél a két valészintiségi valtozébol al16 (UL, US) véletlen vektornak is van
hatareloszlasa n — oo esetén, és ez a kovetkezo modon jellemezheto:

Tekintstink L — 1 fiiggetlen &1, ...,&r_1 standard normalis eloszlast valészintiségi
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véltozot, és tekintsiik azt az U = (Uy, U;y) véletlen vektort, amelynek az els6 ko-
ordindtdja az Osszes &; valosziniiségi valtozé négyzetosszege, a masodik koordinéta

pedig csak az elsé k — 1 &; valdszintiségi valtozo négyzetosszege, azaz Uy = Z &2 o

k=1
= > &. Ekkor az (U,go),Ule)) véletlen vektorok az U = (Uy,U;) véletlen
=1

vektorhoz konvergalnak eloszlasban n — oo esetén.

4.") Tekintsik az {1,...,k} halmaz egymésba skatulyazott A1 D Ay O --- D A par-
ticiéit, A; = {Aj1,..., 4,1, 1 < j <, U Ajs={1,...,k}, A;sNA;j g =10,

hal<s,s <lj,éss#s. (Az A; D A]H, 1 < j < t, relaci6 azt jelenti, hogy
minden Aj ;1 ,, 1 <5 <144, halmazhoz létezik egy azt tartalmazé A;, D A1 s,
1 <u< halmaz.) Rendeljiink hozz& minden 1 < r < k ponthoz valamilyen

k
pr > 0 stlyt agy, hogy > p, =1, és rendeljiik hozza az A; particié A; ; eleméhez
r=1
a pgj) = > pesulyt, 1 < j <t 1<s <I[;. Dobjunk le n golyét k urnaba
TEAJ"S
egymastél fliggetleniil dgy, hogy mindegyik golyd p, valdsziniiséggel esik az r-ik
urnaba, 1 < r < k, és jeldlje v, (r) az r-ik urndba esé golydk szamat. Az A; par-
ticié segitségével definialjuk a I/(j)( )= >, wp(r), 1 <s <, szamokat, azaz
TGAJ‘,S
szamoljuk meg azt, hogy hany golyé esik azon urnak valamelyikébe, amelyek indexei
Lo (@ 0
> P O-m) L ssainiiségi
=1 nps

véaltozokat, 1 < j < t. Ekkor az (U; (n),. LU (n)) véletlen vektorok eloszlasban
konvergélnak egy (U, ..., U;) véletlen Vektorhoz, ha n — oo, amelyet a kovetkez6

modon definialhatunk. Legyen &1, ..., &1 k—1 darab fliggetlen standard normalis
1;—1

eloszldsu valészinfiségi véltozo, és U; = > €2, 1<j <t
=

az A; s halmazban vannak. Definidljuk az U;”) =

A kovetkez6 feladat statisztikai jelentOsége az, hogy segit megérteni azt, hogy a
x? statisztika miért jelenik meg természetes médon bizonyos statisztikai feladatokban,
amikor konfidencia tartomanyokat akarunk konstrualni.

Legyen adva k urna, és dobjunk be ezekbe n golyét egymadstdl fiiggetleniil ugy,
k

hogy mindegyik golyé p;, p; > 0, > p; = 1, valdsziniiséggel esik a j-ik urnédba,
j=1
1 < j < k. Ha az egyes urndkba m;, 1 < j < k, goly6 esik, akkor a természetes
becslés a p; valdsziniiségekre a p; = % kifejezés, 1 < j < k. Ez egyben a pj,
1 < j <k, paraméterek maximum likelihood becslése is. A matematikai statisztika egyik
fontos feladata konfidencia-tartomany konstrukcidja, amely jelen esetben a kovetkezo
problémat jelenti. Rogzitsiink egy 0 < u < 1 szamot, és az my, ..., m; megfigyelések
segitségével adjunk egy viszonylag kis (véletlen) U, (myq, ..., my) tartoményt gy, hogy
az igazi (p1,...,pr) paraméterek u valdszinliséggel vannak ebben az U, (mq,...,my)
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tartomanyban, azaz formélisan,

P((py,---spk) € Un(ma,...,mp)) = u.

Az alabb ismertetendd 5. feladat eredménye a kévetkez6 (aszimptotikus) médszert su-
gallja ezen kérdés megoldéasara: Adva egy 0 < u < 1 szdm, definidljuk azt az x = x(u)
szamot, amelyre egy x2(k—1) eloszlast ¢ valészinfiségi valtozéra P(¢ < 2x) = u. Ezutén

definidljuk a kovetkezd (véletlen) U, (my,...,my) és Un(ma,...,my) ellipszoidokat:
i — nu;)?
Un(m17~"7mk): (ula Z j <z )
j=1 npj

(ebben a formuldban np; =m;, 1 < j < k), és

Ekkor a 2. feladat és aldbb megfogalmazandé 5. feladat eredménye alapjan a

nh%n;olop((plv v 7pk) € Un(mla ... 7mk)) =4u,

relacié érvényes, és a maximum likelihood mdédszer ennek a relacionak az alkalmazasat
sugallja, ha a konfidenciatartoményt akarjuk meghatarozni a fenti problémaban.

5.) Legyen adva k urna, és dobjunk ezekbe n golyét egymastdl fliggetleniil ugy, hogy
k

mindegyik goly6 p; valészintiséggel esik a j-ik urndba, 1 < j <k, > p; = 1. Jeldlje
j=1
k
mi, ..., my az egyes urndkba esé golyok szamat, Y m; = n. Tekintsiik a likelihood
j=1

k k
figgvény L, (p1,...,Dk,m1,...,mk) logaritmusat, Zl pj =1, Zl m; =n, p; > 0,
j= j=
m; > 0, 1 < j <k, azaz tekintsiik azon esemény valdszintiségét, hogy az egyes
urnakba mq, ..., mg golyd esik abban az esetben, ha annak valdszintisége, hogy a
golyok a megfelel6 urnaba esnek az pq, ..., pr szamokkal egyenloek, majd vegyiik

ennek a valészinliségnek a logaritmusat. Ekkor

k

Ln(p1y.- ypryma,...,mg) :logm +lemj log pj,

ésaz Ly (p1,-.. Pk, M1, ..., my) figgvény maximuma rogzitett my, . .., my szamok-
ra ap; =pj = %, 1 < j < k, pontban vétetik fel. Azaz ez a pq,...,pr paramé-
terek maximum likelihood becslése. Tekintsiik a maximum likelihood fliggvény
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logaritmusénak kiilonbségét a becsiilt p; = %, 1 <7<k, ésavalddi p1,...,px
paraméterek kozott, azaz vegyiik az

BM  (my,...,my)

P1,--sPk
maq mp
_L ( 7"'7_7m1,"'7mk) _Ln(pla"'apk7m17"';mk)
n n
kiilonbséget. Ez a kiilonbség a (%, e %) és (p1,...,pr) eloszlasok kozotti I-

divergencia szorozva n-nel, azaz

J

k
" mq un m; -
Bz()l,)...,pk(mlv'“am )_ TLI(( 777)” (plaapk)) :nZ#logE
j=1

n

A B;z()?,) pr(may, ..., my) valészinfiségi véltozdk aszimptotikusan megegyeznek a x>
probaban szereplo statisztikanak felével. Ez azt jelenti, hogy ha a

k
—n
Cn(ml,..., Z pj
J=1

statisztikdt tekintjiik, akkor 2C, (my, ..., mg) — Bé??,,,,pk (my,...,mg) =0azn—
oo esetben, ahol = sztochasztikus konvergenciat jelol.

Igaz ennek az allitasnak a kovetkez6 valtozata is: A fenti allitas érvényben marad,
ha a Cy,((mq,...,my) kifejezésben np;-t az np; = m; szdmmal helyettesitjiik, azaz

1~
§C’n(m1, ce, M) — BI(,?’).“’pk(ml, ...,mg) =0, han— oo,
ahol
C’n(ml,..., Z ]

Jj=1

Az 5.) feladatnak megfogalmazhatjuk az aldbbi kovetkezményét. Definidljuk min-

den (myq,...,my) paraméterre és x szamra az alabbi ellipszoidot.
k )2
— nu;
(mj — nu;)*
D((uy,...,ug)|my,...,mg,z) =< (ug,...,u g <z
J=1

Ekkor a kovetkez6t mondhatjuk. Dobjunk n pontot egymédstdl fliggetleniil & urna
valamelyikabe, és legyen p;, 1 < j < K, Z?Zl p; = 1, annak valdszinlisége, hogy egy
golyé a j-ik urndba esik. Ekkor

Tim P((p-.pr) € D((uss- o up)lma, ... 2) = 1 = Fe(e), (1)
ahol Fj(x) a k — 1 paraméteri x? eloszlasfiiggvény. Ez azt jelenti, hogy ha az n
dobésszam nagy, és az egyes urnakba es6 dobasok szama my, ..., mg, akkor ezen pontok
segitségével tudtunk definidli egy olyan véletlen D((uq,...,ur)|my, ..., my,x) halmazt,

amelyre teljesiil az (1) relacié. Ez a tény hasznos, mind a statisztikai ellen6rzésben mind
a konfidencia tartoméanyok konstrukcidjaban.



Megoldasok:

1)

A D maétrix felirhaté D = UAU* alakban, ahol U unitér, A pedig olyan diagonalis
matrix, amelynek atléjaban a D matrix \; sajatértékei vannak. (Az U madtrix is
felirhaté explicit médon a D nétrix sajatvektorainak segitségével, de erre a tényre

itt nincs sziikségiink.) Az n = (n1,...,nr) véletlen vektor eloszlasa megegyezik
egy 1= (M1,...,0k) = EAY2U* = (&,...,&)AV2U* véletlen vektor eloszldséval,
ahol a & = (&,...,&k) véletlen vektor standard normadlis eloszlasi. Valéban 7

normalis eloszlasu véletlen vektor, amelynek varhato értéke nulla és kovariancia
métrixa a (AV2U*)*AY2U* = UAY2AV2U* = UAU* = D métrix. Ezért a
k k
> 7)]2 valésziniiségi valtozo eloszldsa megegyezik a 77]2 valszintliségi valtozd
j=1 j=1
eloszlasaval. Vegyiik észre, hogy az i = (71,...,7) = U = (71, ..., 7%)U vektorra
k k
. .o _2 _
teljesiil a Z o=
=1 7j=1

ﬁ? azonossag, mert U unitér, tehat tavolsagtartd transz-
k

formécié. Viszont 77 = qU = EAV2U*U = ¢AY?. Ez azt jelenti, hogy a n:
j=1

k k
valésziniiségi valtozé eloszlasa megegyezik a > ()\j/ )2 = )\jfjg valoszintliségi
j=1 j=1
valtozoé eloszlasaval, és ez a feladat allitasa.

A tobbdimenziés centralis hatareloszlastétel alapjan a

<yn<1>n;1np1 . ”"(];)n;mnpk>

véletlen vektorok eloszldsban konvergalnak n — oo esetén egy olyan (n1,...,mx) k-
dimenziés normalis eloszlasu véletlen vektorhoz, amelyre Varn; = (1—p;), En; = 0,
1 <j <k, é Cov(nj,m) = —/pjpi, ha 1 < 4,1 < k, és j # [. Ezért ele-
gendd belatni, hogy egy nulla varhaté értéki és a fenti kovarianciafiiggvénnyel ren-

l

delkez6 normélis eloszldst (1, ..., nx) véletlen vektorra a '21 n; kifejezés x*(k—1)
J:

$° (nli)=np)®

eloszlasu valészintiségi valtozo, mivel a D
J

valoszintliségi valtozok ehhez
i=1
a valészintliségi valtozéhoz konvergalnak eloszlasban.

Ennek beldtdsa érdekében tekintsitk az (m1,...,m;) véletlen vektor D = (d;;),
1 < j,1 <k, kovarianciamétrixat, amelyre d; ; = 1 —p;, 1 < j <k, dj; = —/D;DI,
hal < j,l <k, ésj+#1l,ésértsilk meg a D kovarianciamatrixnak a szerkezetét. Azt

allitjuk, hogy az u = (« /D1y ya /pk) vektor sajatvektora a D kovarianciaméatrixnak

nulla sajatértékkel és emellett, ha egy = = (x1,...,xx) vektor merdleges erre az u
k
vektorra, azaz ) x;./p; = 0, akkor az x vektor a D matrixnak sajatvektora 1
j=1
sajatértékkel.



Valéban, tetszoleges 1 < j < k szamra

. Vidii= =B Y p=—ybi(1—p;) = —\/Bdy,

I: 1#£j l: 1]
k
ahonnan ) \/pid;; = 0, és ez azt jelenti, hogy az u vektor a D matrix sajatvektora
=1
nulla sajatértékkel.
k
Ha ) z;,/p; = 0, akkor minden 1 < j < k szamra
j=1
Y dimi=—B; Y Vhim = /\/bit; = pitj,
l: 15 I: 1#£j
k
ahonnan ) d;;x; = x;p; + (1 —p;) = x;, és ez azt jelenti, hogy az x vektor a D

=1

matrix saljaﬁtvektora egy sajatértékkel.

Ez azt jelenti, hogy a D kovariancia matrixnak 1étezik egy nulla és k — 1 1 sajatér-
tékkel rendelkezo6 ortogonalis sajatvektora. Valéban, az u = (\/p_l ey \/p_k) vektor
és a rd meroleges altér tetszoleges k — 1 vektorbdl allé ortogonalis bazisa alkalmas
valasztas. Ezért a bizonyitandoé allitas kovetkezik az elsé feladat eredményébol.
Ekkor ugyanis a sajatértékek rendszere az 1 szambdl all £ — 1 multiplicitassal és a
nulla szambdl egy multiplicitassal.

k k
Vezessiik be a Z; = X; — /pj > /X1, L <1<k, és U = ) /piX; valésziniiségi
I=1 =1

valtozdékat. Ekkor (Z1,...,Z;,U) k+ 1 dimenzids norma4lis eloszlést valdszintiségi
vektor. Tovabba, EZ;U = 0 minden 1 < j < k szdmra, és EU? = 1. In-
nen, és a tobbdimenzidés normalis eloszldsi valdszintiségi valtozok tulajdonsagai-

k
bél kovetkezik, hogy az U = ) \/pX; standard normalis eloszlasi valészintisé-
=1

gi valtozé flggetlen a (71, ... ,Ek) véletlen vektortél. Tovabba egyszerli algebrai
k

szdmolds adja, hogy > Z7 = X? + -+ X — (/m X1 +---+ 1/kak)Q. Ezért
j=1

k
a bizonyitds befejezéséhez elég megmutatni azt, hogy >’ ZJZ, x2(k — 1) eloszlast
j=1
valészintiségi véltozo6. Viszont egyszerli szamolds adja, hogy FZ; = 0, EZ]2 = 1-pj,
1<j <k EZjZ = —\/pjpi, ha 1l < 5,1 <k, és j # 1. Mésrészt az elézo fel-
adatban bebizonyitottuk (ez volt a bizonyitas lényege), hogy egy ilyen kovariancia

matrixi, nulla varhaté értékii (71, ..., Zx) normalis eloszlasu véletlen vektorra a
k
‘21 73 valészintiségi véltozé x*(k — 1) eloszlésu.
]:
. .. v (g,8)—npj s . : _ vn(j)—np;
Tekintsiik a Z; 5., = W, 1<j <k 1<s<ljilletveaaZ;, = W‘J’

1 < j < k valészintiségi valtozokat. A tobbdimenzids centrélis hatareloszlastétel
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alapjan ezen valdszintiiségi valtozok egytittes eloszldsa konvergal egy nulla varhato
értékii és alkalmas kovariancidju Z;,, 1 < j < k, 1 < s < lj,é5 Z;,1 < j <
k, koordinatakbodl allé véletlen normalis eloszlast vektorhoz. Innen kovetkezik,
hogy az (Uy (0), U,gl)) vektoroknak van hatéreloszldsa. Abbdl a célbdl, hogy ezt a
hatareloszlast megadjuk, el6szor definidlunk olyan Z; s, és Z; koordinatakbdl all6
tobbdimenzids normélis eloszldst vektort, amelynek eloszldsa megegyezik a Zj s,
és Zj n koordindtaju véletlen vektorok hatdreloszldsaval.

Legyenek X, 1 < j < k, 1 < s < [, fliggetlen standard normdlis eloszldsu
valoszinliségi valtozok, és definidljuk segitségiikkel az

7 k kol
1 ;
Xj=—=> VhisXis X=D VBiX;=) ) VhisXjs
vPi 3 j=1 j=1s=1

Z; 4

’

pj,SX7
tovabb4i a

l

1 X
DRV 7, R

= Ve

l.
1 J
Zy = ——=3" /BisZis

valoszinliségi valtozdkat.
A Zj, 1 <5<k, 1<s <]l koordinatakbdl allé6 vektor eloszldsa megegyezik a
Zjom = 228 mPie ) < j < 1 < s < I, koordintékat tartalmazé véletlen

VNPj,s
vektor hatareloszlasaval n — oo esetén, mert ez olyan normalis eloszlasu vektor,

amelyre EZ; ; =0, VarZ; s =1—p;s, 1 <j <k, 1<s5<1;,és Cov (Z] s Zjrsr) =
—/PjsPjrs, ha 1 <jj' <k, 1<s<l;, 1<s <1y, és (4,8) # (5, ). Tovabba
ha ezeket a vektorokat kiegészitjik a Z;, 1 < j < k koordinatdkkal akkor ezen
vektorok eloszldsa megegyezik azon vektorok hatareloszlasaval n — oo esetében,
amelyeket gy kapunk, hogy a Z; , ,, koordinatakbol all6 vektort klegesmtJUk aZjn,

1 < j <k koordinatakkal. Ehhez elég észrevenni, hogy Z; ,, = \ﬁ Z /Pj,sLj.sm5
és hasonlé reldcié érvényes a Z; és Z; s vektorokra is.

A fentiek alapjan az ( ,(LO), 7(11)) vektorok hatdreloszldsa megegyezik az U =

k
Z Z Lés UM = 2 73 valészintiségi valtozékbol allé (U ©) UMW) véletlen
j=1s= j=1
Vektor eloszlasaval.

L L
Azt allitjuk, hogy Z ZJ%S—ZJ2 = Z XZS—ij minden 1 < j < k szdmra. Valéban,
=1

Z _Z( o= VX)) = Z 2+ 0 X2 -2 XX;, és 72 = X2 +

pj — 2, /p]X X;. E két azonossagot klvonva egymasbdl kapjuk a kivant allitast.
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Ly
Vezessiikk be a V; = > Z]%S — Z?, 1 < j < k valészintiségi valtozokat. A fenti
s=1

azonossagbdl és a 3. feladat eredményébdl kovetkezik, hogy a (Vj, X;) vektor
koordindtdi fiiggetlenek egymdstol, V; x?(l; — 1), X; pedig standard normailis
eloszlasu valészinliségi valtozé minden 1 < j < k indexre. Valdban, rogzitsiink
egy 1 < j < k indexet, vezessiik be a ¢; = 22* szdmokat, és hasznaljuk fel a

pPj
L

lj lj
> ZJZ,S — Z]2 = > Xis — XJ2 azonossagot. Ekkor X; = >~ |/q; X s, és bevezetve
s=1 s=1 s=1
L
az Yj, = Xjs — \/qsX; valoszintiségi valtozékat, felirhatjuk, hogy > Y72, =
s=1

Ly
Y X 3275 - X ]2 Ezért a 3.) feladat eredménye a benne szereplé valtozok alkalmas
s=1

vélasztasival megadja a kivant eredeményt.

Tovabba a (V;, X;), 1 < j < k, vektorok fiiggetlenek egymastdl, mert a (V}, X;)
vektor az X 5, 1 < s < [;, valésziniiségi valtozok fiiggvénye. Vegyiik tovabba észre,

k k
hogy a V= > X 32 — X2 vektorra V = 3 ij, (mellesleg a V' vektor fliggetlen az
Jj=1 j=1

X vektortdl, de erre a tényre nem lesz sziikségiink), és V x?(k — 1) eloszldsi vek-
tor. Tovabba a konstrukcio szerkezetébdl és a V;, X;, 1 < j < k, valdszintiségi
véaltozok fiiggetlenségébdl kovetkezik, hogy a V;, 1 < j < k, és V véletlen vek-

k
torok fiiggetlenek egymastdl. Ezért a V' és > V; val6szintiségi valtozék egymastol
j=1
fiiggetlenek x2(k — 1) és x?(L — k) eloszlassal. Ezenkiviil az U = (Uy, Uy) véletlen

k
vektor megegyezik a { V 4+ > V;,V | vektorral. Innen kovetkezik a feladat allitdsa.
j=1

Megjegyzés: A bizonyitds modszere jobban értheto, ha felidézziik azt, hogy az egyes
urnakba esé pontok szaméanak alkalmas normalizaltjainak hatareloszlasa kifejezhet6
mint egy Brown bridge névekményeinek az eloszlasa alkalmas intervallumokon.
Tovabba egy Brown bridge-t el6 lehet allitani, B(t) = W (t) — tW (1) alakban, ahol
W(t), 0 <t < 1, Wiener folyamat, és Wiener folyamattal egyszeriibb szadmolni
mint Brown bridge-zsel, mert az fiiggetlen névekményti folyamat. A bizonyitasban
szerepld konstrukcié hatterében ez az észrevétel all. Jegyezziik meg, hogy ha a
Brown bridge-t B(t) = W(t) —tW(1), 0 < ¢t < 1, alakban reprezentéljuk egy
Wiener folyamat segitségével, akkor ez a B(-) Brown bridge fliggetlen a W (1)
val6szintiségi valtozotol. Ez tény felel meg a 3. feladat allitdsénak az X7+ -+ X7 —

k
(‘/ple R /kak)2 és > /p;X; valésziniiségi valtozdk fiiggetlenségérol.
j=1

El6szor konstrualunk olyan Zgj ), 1 <j<t,1<s < koordinatakbdl all6 normélis
- 2O (8)—npl) _
eloszlast véletlen vektort, amelynek eloszldsa a Z§) = LI 1 < 5 < ¢

)
npg
1 < s <; koordinatdkbol allo véletlen vektoroknak, hatareloszldsa n — oo esetben,
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és amelyekkel viszonylag egyszerli szamolni. Ennek érdekében tekintsiink X,., 1 <
r < k, fliggetlen standard normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozokat, és definialjuk
segitségiikkel az

ng) —

Y VpXe,  1<j<t 1<s<lj,
(]) r:r€A; s

X = Z 2 XU)—Z\/pTXT,

Z0 = X0 —\pP'X,  1<j<t 1<s<l,

valészintiségi valtozokat. Jegyezziik meg, hogy az X valdszintiségi valtozd defini-

cidja korrekt volt, azaz X valéban nem fiigg az elso felirasaban szereplo j indextol.

Tovabba minden 1 < j' < j < tés 1 < s < ljy szampdrra érvényes az aldbbi
aZoONoSsag:

) 1 ; )
706G — = pg)Z(J).

’ G . AZ " b

ps u: g,uC s

Azt allitjuk, hogy a fent definialt Z{¥), 1 < j < t, 1 < s < I;, koordinatakbol 1l

véletlen vektor eloszlasa megegyezik a fo 2 1 <5<t 1< s <1, koordinatdkbol

allé véletlen vektorok hatareloszlasaval, ha n — oo. Ennek megmutatasa érdekében

tekintsiik elOszor a legfinomabb particidt, azaz a j = t esetet és vegyiik észre, hogy

mivel EZ{Y =0, Varz{" =1-p 1 < s <1, Cov(ZP 2y = —/pPp" | ha
1 <s,8 <1y éss#5, ezért aa ZT(L?S, 1 < s < Iy, koordinatakbdl all6 vektorok
eloszlasban konvergéalnak a Zs(t), 1 < s < [;, vektorokbdl allé véletlen vektorhoz, ha

n — oco. Mivel
A== 3 V.

minden 1 < j < tés 1 < s < [; szdmra, és hasonlé reldcié érvényes a Zgj)
valoszinliségi valtozdkra, ezért az el6z6 allitasbol kovetkezik a kivant hatareloszlas
érvényessége.

A 4. feladatban végrehajtott szamolashoz hasonléan kapjuk, hogy minden 1 < j <
t,és 1 < s <l;_q szamokra érvényes a

Vie= Y z0?-z0-0'— 3 xW?_ xu-v?
ri AjrCAj-1s ri AjrCAj 1.
(4)
— Z ngj) _ Pr ng—l)

/ j—1
r: Aj,rCAj,LS pg‘] )
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azonossag. Tovabba, EXéj_l) <Xﬁj) \/—V(JI)X(J U) = 0 minden 1 < s < 1[;_4
szamra és olyan r indexre, amelyre A; . C A;_1 ;. Ezért a tobbdimenziés normélis

eloszlést valészintiségi valtozok tulajdonségaibél kivetkezik, hogy az XY™V va-

A 2 X(J 1)
\/W

tortol. Innen, és a V;_1 s valdszinliségi véltozok definiciéjabdl kovetkezik, hogy az

l6szintiségi valtozé fiiggetlen az (Xﬁj ) , 7€ Aj_1s | véletlen vek-

XUV & Vi, valésziniiségi véltozok fiiggetlenek egymdstél. Tovabba, mivel az
X S(j D g Vi_1,s valoszinfiségi valtozok kifejezhetéek mint azon X, valdszinliségi
valtozok fiiggvényei, amelyekre u € A;_4 5, ezért az (Xs(j_l), Vic1,8), 1 <s <[,
véletlen vektorok fiiggetlenek. A fenti llitasokbél kévetkezik, hogy az XY,
Vi_1,s valoszintiségi valtozok, 1 < s < [;_q, fiiggetlenek egyméstol.

L 2

Vezessikk be az U; = ) ZS(]) valészintiségi valtozokat, 1 < j < t. A V,_q,
s=1

valdszintiségi véltozokra bebizonyitott azonossagokat osszeadva kapjuk, hogy U; —

1= 2. Vicis AV, 1 < s < lj_; valdszintliségi valtozok fiiggetlenek,

tovabba a 3. feladat eredménye szerint V;_1 5 x*(m(j — 1,s) — 1) eloszldsu, ahol

m(j — 1,8) az Aj_1 ¢ halmaz szdmossagat jeloli. Ezért U; — U;—1 x*(l; — 1)

eloszlasi. Tovabba az el6z6 paragrafusban bizonyitott fiiggetlenségi relaciébol
l]’_l

kévetkezik, hogy az U; —U;_1 = ) Vj_1 s valoszinliségi valtozé minden 1 < j <t
s=1

szamra fliggetlen az {X gj _1), 1<s< lj_l} véletlen vektortdl. Ezek az allitasok
a j = 1 esetben is igazak, ha az Uy = 0 és Iy = 1 definiciét alkalmazzuk. (A

j = 1 esetben az X vektor jatszhatja az U; — Uy valdszintliségi valtozotol fiiggetlen
vektorok rendszerét, de erre az észrevételre nincs sziikségiink.)

Az U, —U,_1,1 <m < j, valésziniiségi valtozok az {Xs(j_l), 1<s< lj} véletlen
vektor fliggvényeként is kifejezhetéek. Ezért az U; — Uj_; valdszinliségi véltozo
figgetlen az {U,, — Uy—1, 1 < m < j — 1} véletlen vektort6l. A fenti allitasokbdl
kapjuk, hogy az U; —U;_1, 1 < j <t, valésziniiségi valtozok fiiggetlenek egyméstol,
és x*(l; — lj—1) eloszlastiak. Innen, és a U; valészinfiségi véltozdk definiciéjabol
kovetkezik a feladat allitasa.

Ha a golydk az egyes urndkba pq,...,pr valészinliséggel esnek, akkor annak valé-
szintlisége, hogy az e156 urnaba mj a masodik urnaba ms, ..., a k-ik urndba my
golyé esik —mk,p1 ---pp*. Innen egyszert szdmoldssal kapjuk az

Ln(p1,- .o pksma, ... my)

fliggvényre felirt kifejezést. Ennek széls6értékét rogzitett mq, ..., my értékek ese-
k

tén a Lagrange féle multiplikdtor mddszer segitségével (A > p; = 1 feltétel miatt
i=1
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érdemes alkalmazni a Lagrange féle multiplikdator médszert) a kovetkezo egyenlet-
rendszer segitségével hatarozhatjuk meg: A Lagrange féle multiplikdtor mddszer

k

szerint a ) mjlogp; — A(p1 + - - - + pi) fiiggvény parcidlis derivéltjai a ; valtozd
j=1

szerint nulla, és a k + 1-ik egyenlet a p; + - - - + pr = 1 relacié.

Innen % —A=0,1<j <k Az m; = \p; egyenleteket osszeadva kapjuk hogy
J

A = n, ahonnan p; = %, 1 < j <k, a maximum likelihood becslés a p1,...,pk
paraméterekre. Innen egyszerti szamoldssal kapjuk a BI(,?,),,”pk (mq,...,my) kife-
jezésre megadott formuldt. A BI()T,)__,M (mq,...,my) kifejezés aszimptotkdjanak
meghatarozasa érdekében irjuk fel a Taylor sorfejtés segitségével, hogy
m; e p;— ™
n—2Llog 2 = —n—2 log (1 + ]m—j")
n Dj n -2

minden 1 < j < k szdmra, ahol €j(n) = 0, £§;(n) = 0, ha n — o0, és = szto-
chasztikus konvergenciat jelol. Az e;(n) = 0 Osszefiiggés azért teljesiil, mert

felhasznalva azt, hogy az (% — pj) n3/? val6szintiségi valtozé sztochasztikusan

korlatos kapjuk, hogy a fenti Taylor sorban a harmadik tag hozadéka elhanyagol-
hatéan kicsi. Az itt hasznalt érvelésekben felhasznaljuk, hogy a centralis hatarelosz-

lastétel szerint % eloszldsban konvergal a standard normadlis eloszlashoz.
np; (1—p;

¥ e .7 Id ) — 1 2 . . /7 . 7’ ’
Ezutdn az :7“ = 1 relécid és az % kifejezés sztochasztikus korldtossiga

J n
miatt a fenti aszimptotikdban a méasodik sorozat helyettesitheté a harmadik sorral.

A fenti relaciokat Osszegezve minden j = 1,..., k-ra kapjuk, hogy, érvényes a
(n) : m; 1<~ (my — npy)?
Bp1,...,pk(m1’ ce ,mk) = —TLZ (pj - 7) + 5 Z T + 5(”)
j=1 j=1 J
1 Zk: (mj — np;)?
- +e(n)
2 = np;
k .
relécié, ahol e(n) = 0, mivel (pj — =2) = 0. Ezért
j=1
Lo )~ B )= 0, han—
5 Cn (e, .o My, or o (1, M , han— oo.

(m;—np;)*

Tovébbd, mivel minden 1 < j < k szdmra =2 = p;, ha n — oo, és az
n np;

valészintiségi valtozok sztochasztikusan korlatosak ezért

Cpn(my,...,mg) — Cp(my,...,mg) =0, han— co.
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Innen kovetkezik, hogy az utolsé reldciéban a Cj, valésziniiségi valtozot helyette-
sithetjiik a C), valészintiségi valtozéval. Ezzel belattuk a 5. feladat osszes allitasat.
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