A centralis hatareloszlastétel bizonyitasa és a Fourier analizis 1.

A centralis hatareloszlastétel a klasszikus valdszintiségszamitas egyik legfontosabb ered-
ménye. A valdszinliségszamitds egy masik szintén klasszikus eredménye szerint fiiggetlen
valoszinliségi valtozok atlaga enyhe feltételek mellett jol kozelitheté ennek az atlagnak
varhato értékével. Ez utébbi allitas a nagy szamok (gyenge) torvényének kissé informalis
megfogalmazasa. Ha pontosabb informaciét szeretnénk kapni ennek a kozelitésnek a
pontossagardl, azaz arrdl, hogy mekkora az atlag fluktudcidja annak varhato értéke
kortl, akkor erre a kérdésre a centralis hatareloszlastétel ad tartalmas informaciét. Ez
az eredmény azt mondja ki, hogy bizonyos nem tulsagosan megszorito feltételek mel-
lett ez a fluktudcié megszorozva /n-nel, ahol n az tlagban résztvevd tagok szdma,
jol kozelitheto egy az n szamtdl fiiggetlen eloszlassal. S6t, és ez kiilon figyelemre méltéd
tény, ez a kozelito eloszlas nem filigg az egyes 6sszeadandok eloszlasatol, hanem bizonyos
“univerzalis” az atlagban résztvevo tagok eloszlasatol fiiggetlen eloszlas. Ezt az “uni-
verzalis” kozelito eloszlast nevezik az irodalomban normaélis eloszlasnak. Természetesen
az elobbi allitast pontosabban meg kell fogalmaznunk.

Ezt az elobbiekben csak durvan megfogalmazott eredményt nevezik a centralis
hatareloszlastételnek. Kiilon figyelemre tarthat szamot ennek az eredménynek a klasszi-
kus és ebben a feladatsorban is targyalt bizonyitasi modszere. Ez a médszer, amelyet az
irodalomban karakterisztikus fliggvény mddszernek neveznek nem mas mint a Fourier
analizis alkalmazdasa a centralis hatareloszlastétel bizonyitasaban. Ebben a feladatsor-
ban azt is meg szeretnénk mutatni, hogy ez a targyaldsmod természetes. A Fourier
sorok elmélete természetes modszert ad a centralis hatareloszlastétel igynevezett lokalis
valtozatdanak a bizonyitasara, azaz annak a kérdésnek a vizsgédlatdra amikor fliggetlen
valoszinliségi valtozok alkalmasan normalizalt részletosszegeinek nem az eloszldséra,
hanem a striiségfiiggvényére vagyunk kivancsiak. Tovabba, ha megértjiik, hogy mi-
lyen kérdéseket kell megvalaszolni akkor, ha a centralis hatareloszlastételt eredeti (és
nem lokalis) alakjaban akarjuk bebizonyitani, tovabbé felhasznaljuk azt, hogy ezekre a
kérdésekre milyen valaszt adnak a Fourier analizis klasszikus eredményei, megkapjuk a
kivant eredményt. S6t, ilyen médon természetes mddszert kapunk a centralis hatarelosz-
lastétel eredményének finomitasara is. Azt a kérdést is vizsgalni tudjuk, hogy a centralis
hatareloszlastétel mennyire jo kozelitést ad fliggetlen valdszintiségi valtozok normalizalt
részletosszegeinek eloszlasara, illetve ezen normalizalt részletosszegek eloszlasara milyen
a centralis hatareloszlastételben megadottnal pontosabb kozelités lehetséges. Ez utobbi
problémaékat azonban egy masik feladatsorban fogom targyalni.

A.) LOKALIS HATARELOSZLASTETELEK.

Tekintsiik el6szor a kovetkez6 problémét: Legyen &;, 7 = 1,2,..., fiiggetlen egy-

forma eloszlasi valdszintiségi valtozok sorozata, amelyek egész értékeket vesznek fel.
o

Vezessiik be a P(§1 = k) =p(k), k=0,£1,+2,..., >  p(k) =1 jelolést. Definidljuk

k=—oc0
az S, = ) & részletosszegeket, és tekintsiik a p, (k) = P(S, = k), k =0,%+1,%+2,...,
j=1
n=1,2,..., valésziniiségeket. Prébédljunk meg j6 aszimptotikus kozelitést adni a p,, (k)
valoszinliségekre nagy n paraméter esetén.



A kovetkez6 médszer segitségével jé becslést adhatunk a fenti p, (k) valészintisé-
gekre:
Definialjuk a

o0

Po(t)= > po(k)e™, —w<t<n (1)

k=—00

Fourier sort. Ekkor a Fourier sorok egyik alapveto formuldja alapjan ennek a Fourier
sornak az egyiitthatoéit ki lehet szamitani a

1 [ .
pn (k) / e P, (t)dt, k=0,41,+2,... (2)

— % .
képlet segitségével. Ezért, ha j6 aszimptotikus formuldt tudunk adni a P, (¢) Fourier
sorra, és jol tudjuk becsiilni a (2) formuldban szerepld integralt, akkor j6 becslést kapunk
a minket érdeklé p,, (k) valészintiségekre is. Vegyiik észre tovabbd, hogy P, (t) = Ee'Sn
—7m <t < m. Masrészt, mivel S, fiiggetlen valészintliségi valtozdk Osszege, ezért

Pa(t) = B 46) = (Be)" = (A1)

ahol Pi(t) = . P(& = k)e'™. Tovabba, Pi(0) = 1, és mint ldtni fogjuk alkal-
k=—o0

mas, természetes feltevések mellett |Py(t)] < 1, ha —w < ¢t < 7w, és t # 0. Ezért

a (2) képletben olyan ugynevezett szinguldris integral jelenik meg, amelyben lényeges

hozadékot csak az origd kis kornyezete ad, és amelyiket jol tudunk becsiilni az analizis

klasszikus médszereinek segitségével. El6szor lassuk be a kovetkezo azonossagokat, ame-

lyekre késobb sziikségiink lesz.

1.) Léssuk be, hogy

1 > —u?/2a d 1
e u =
V2arm J_so

minden valds a > 0 szamra. Tovabba,

1 & 2
—(u—2)“/2a —
e du=1
vV 2ar /_oo

minden valds a > 0 és komplex z szamra.

A fent vazolt mdédszert elOszor egy specialis esetben alkalmazzuk. Tekintsiik a A =n
paraméterti Poisson eloszlast, azaz olyan 7 valdsziniiségi valtozd eloszlasat, amelyre
Pn=k)=P,(k) = %e_”, k=0,1,2,.... Egy n paraméterii Poisson eloszlasi valtozo
eloszlasa megegyezik n darab fliggetlen 1 paraméterti Poisson eloszlasu valdszintliségi
valtoz6 Gsszegének az eloszlasaval. Ezért a fentemlitett mddszer lehet6vé teszi a P, (k)
valészintiségek kiszamitasat. Fz a mddszer akkor ad igazan jo becslést, ha a k szam kozel
van a valoszinliségi valtozd varhatd értékéhez, azaz k ~ n. Specidlisan, a megfelelo
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Fourier sor vizsgélataval j6 becslést tudunk adni a P,(n) szdmra. Bar ebben a sz&-
moldsban explicite nem hasznéljuk ki, hogy az elébb definidlt P, (k) egylitthatokkal
meghatarozott Fourier sor egyiitthatéinak valészinliségszamitasi tartalma is van, mégis
ez jelzi, hogy milyen technikai problémékat kell megoldani ahhoz, hogy a P, (n) szédmra
jo becslést kapjunk. Ezt azért is érdemes megtenni, mert ilyen médon megkapjuk az
analizis egyik fontos eredményének, a Stirling formuldnak a bizonyitasat, illetve annak
egyfajta élesitését is. Ez a kovetkezo feladat tartalma.

2.) Szamoljuk ki az n paraméteri Poisson eloszlds értékét az n pontban a Poisson
eloszlas altal a fent targyalt médon meghatarozott Fourier sor segitségével. Mutas-
suk meg ennek segitségével, hogy

n\" 2T
l=(— : . 3
" <e> f:r en(et—=1—it) d¢ (3)

Bizonyitsuk be, hogy

/7r en(e" —1-it) gy — g (1 +0 (1» : (4a)

. n n

nl = V2rn (g)n (1 40 (%)) . (4D)

Mutassuk meg, hogy igaz az el6z6 két allitasnak a kovetkezo élesebb formaja is:

T on(et it g, V2T e L
/e dt \/ﬁ(1+n1/2+n+ + 5z T O\~ (4c)

—T

és

tetszoleges k > 1 szammal és explicit modon kiszamithato cq, ... , ¢ egytitthatok-
kal. Specidlisan ¢; = 0. Tovabba,

n\" C1 C2 CL 1
| = — e e Y -
" 2mn (e) (1 * nl/2 + n o nk/2 +0o (n(k+1)/2>) (4d)

tetszoleges k > 1 szammal és explicit médon kiszamithatd ¢q, ... , ¢ egyiitthatdk-
kal. Specidlisan ¢; = 0.

A 2. feladat megolddsahoz hasonléan jé aszimptotikus formulat kivanunk adni an-
nak valészinliségére, hogy fliggetlen, egyforma eloszlasu és egész értékeket felvevo va-
16szintiségi valtozdk Osszegei egy adott értéket vesznek fel. A (2) formula lehetévé
teszi ennek a probléméanak a vizsgalatat. Ez a formula felhasznélja, hogy a vizsgalt
eloszlas altal meghatarozott Fourier sor 27 periodikus fliggvény. Vizsgalhatunk azon-
ban olyan eseteket is, amikor olyan valdszintliségi valtozdk Osszegeit tekintjiik, amelyek
csak paros vagy csak paratlan szamokat vesznek fel, és az ilyen eloszlasok altal definialt
Fourier sorok periédusa 7 és nem 27. Ahhoz, hogy a Fourier sorok médszere az altalunk
vizsgalt probléma vizsgdlataban jol miikodjon, meg kell hatdroznunk azt, hogy mi a
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vizsgalatban tekintett Fourier sor legkisebb periédusa. A kovetkezd definicié megadja
annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy az altalunk vizsgalt Fourier sor legkisebb
periédusa 27 legyen. Eloszor csak olyan eloszldsokkal foglalkozunk, amelyek teljesitik
ezt a feltételt. Az dltalanos racsos eloszlasi valdszintiségi valtozdok esetét konnyti vissza-
vezetni erre a specidlis esetre.

Definicié A. A £ wvaldszintségi vdltozo értékei az egész szamok rdcsdra vannak kon-

o
centralva (mint legritkabb rdcsra), ha >, P(§ = k) = 1, és tetszbleges A > 1 és B

k=—0o0

egész szamokra >, P(§ = Ak+ B) < 1.
k=—oc0

Altaldnosabban, eqy & valoszinidségr valtozot racsos eloszlasunak neveziink, ha azok
értékei egy valdsziniséggel eqy {b+kh,: k =0,+1,42,...} alakd halmazra vannak kon-
centrdlva valamilyen h > 0 és b valos szamokkal. Azt mondjuk, hogy a & valosziniiségi
vdltozo értékei egy h, h > 0, szélességli rdcsra (mint legritkabb rdcsra) vannak kon-

o0

centralva, ha létezik olyan b valds szdm, amelyre > . P(§=kh+b)=1, és

k=—0o0

> P(§{ = Akh+ B) < 1 tetszéleges A > 1 egész és B valds szamokra.

k=—o00

A kivant becslések elvégzéséhez sziikséguink lesz a kovetkez6 eredményre.

3.) Minden nem egy valészintiséggel konstans récsos eloszldsu valészintiségi valtozéhoz
létezik olyan h > 0 szam, hogy & egy h szélességli racsra, mint legritkdbb racsra
van koncentralva.

Legyen egy & val6sziniiségi valtozo egy h szélességii racsra (mint legritkdbb récsra)

[&.°]
koncentralva. Valasszunk olyan b valds szamot, amelyre Y. P(§ =nh+b) =1,
n=-—oo

és tekintsitk a £ — b valdszintliségi valtozd eloszldsa altal meghatdrozott P(t) =

> €""P(¢ — b = nh) Fourier sort. A P(t) Fourier sor periédusa 2%, P(0) = 1,

|P(t)] < 1 minden valés ¢ szdmra, és |P(t)] < 1, ha [t| < 7, ést # 0. Ha a

& — b valészintiségi valtozo abszolit értékének létezik k-ik momentuma, azaz F| —
dP"(t)
dtF

b|F < 0o, akkor a P(t) fiiggvény k-szor folytonosan differencidlhaté, és
t=0

i*E(¢ —b)*, (ahol i = /—1).

4.) Legyen &1,&a,. .., figgetlen, egyforma eloszldsi valdsziniiségi valtozdk sorozata,
amelyek értékei az egész szamok racsara (mint a legsziikebb racsra) vannak kon-
centrdlva. Legyen F& = m, E& = my < oo, (tehét feltessziik, hogy a &;
valészintiségi valtozé masodik momentuma véges), és legyen 02 = my — m3. (A
0?2 szadm jeloli a & valészinliségi valtozd szérasnégyzetét.) Tekintsiik az S, =

&L+ + &, n=1,2 ..., részletosszegeket. Ekkor

1 (k — nm)? 1
P(S, = k) = _ T ), k=0,41,42,...,
(5 ) \/ﬁanp{ 2no? }+O(\/ﬁ) 0
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ahol o(-) egyenletes a k véltozéban.

Tekintsiink &1,&, ..., fliggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok olyan
sorozatét, amely teljesiti az el6zd feladat feltételeit, és ezenkiviil teljesiil az E|&; ]2 <
oo feltétel is. Ekkor az el6zd feladat jelOléseit hasznalva bizonyitsuk be az ott
megadott aszimptotikus becslés kovetkezo élesebb alakjat, amelyik kisebb mara-
déktagot tartalmaz:

2mno 2no?

1 _ 2
P(S, =k)= eXp{—M}+€(n,k), k=0,+1,£2,...,

ahol |e(n, k)| < £, és a K konstans csak a & valészintiségi valtozé eloszldsétol
fligg.

Torténetileg eloszor azt a specialis esetet tekintették, amikor £, binomidlis eloszlasu,

azaz P(§&, =1) =1—P(& =0) =p, 0 < p < 1. Ebben az esetben az 5,, dsszeg eloszldsa
explicit médon felirhaté a binomialis egylitthatd segitségével, és ezutan jol vizsgalhato
a Stirling formula segitségével. Mivel ennek a specidlis esetnek gyakran fontos szerepe
van kombinatorikai alkalmazasokban, érdemes ezt kiilon elemi modon is targyalni. Ezért
fogalmazom meg a kovetkezo feladatot.

ba.)

6.)

Bizonyitsuk be az o6todik feladat allitasat abban a specidlis esetben, amikor &;
binomidlis eloszldsti elemi médon (Fourier analizis nélkiil) a Stirling formula segit-
ségével.

Teljesitse fliggetlen, egyforma eloszldasu valdszintiségi valtozok egy &1,&s, ..., soro-
zata a 4. feladat feltételeit azzal a kiilonbséggel, hogy a &; valdszinliségi valtozo
értékei egy h, h > 0, siirliségi rdcsra (mint legritkdbb récsra) vannak koncentréalva.
Legyenek ezek az értékek a kh + b, £k = +1,£2,..., szamok valamely b valds
szammal. Ekkor a 4. feladat jeloléseivel

h . { (l{:h+nb—nm)2}+0<1>

X - = )
o T 2no? N (5)
E=0,41,42,...,

P(S,, = kh + nb) =

ahol o(-) egyenletes a k valtozéban. Ha teljesiil az E|&;1]2 < oo feltétel is, akkor

{ (kh + nb — nm)?
expq —

P(S, = kh + nb) = }+6(k,n),

2mno 2no?
k=0,4+1,42,.. .,
ahol |e(n, k)| < £, és a K konstans csak a & valészintiségi valtozé eloszldsétol
fiigg.
Haegy S,,n =1,2,..., valésziniiségi valtozé sorozat teljesiti az (5) relaciét, (nincs

jelentsége annak, hogy hogyan konstrudltuk ezeket a valdsziniliségi véltozdkat),

akkor g N )
lim P (an < :1;) :/ e~ /2 gy
n— o0 no —00 \/ﬁ
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minden valds x szamra. A konvergencia egyenletes az x paraméter szerint.

A fenti eredmények jé aszimptotikat adnak arra, hogy fliggetlen, racsos eloszlasu
fiiggetlen, egyforma eloszlasu valészintliségi valtozok Gsszege milyen valdszintiséggel vesz
fel kiilonbo6zo értékeket, illetve ezen eredményeket “kiintegralva” a 7. feladatban becslést
kaptunk az 0sszegek alkalmas normalizaltjanak aszimptotikus viselkedésérol. Ezeket az
eredményeket lehet élesiteni, de el6szor foglalkozzunk azzal a kérdéssel hogyan lehet
vizsgalni dltalanosabb, nem feltétlentil racsos eloszlasu fiiggetlen valdszintiségi valtozdk
Osszegének eloszlasfliggvényét, illetve strliségfiiggvényét, feltéve, hogy az Osszegnek
létezik stirtiségfiiggvénye.

Legyen &7,&o, ..., figgetlen egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok sorozata, és
tekintsik az S, =& + -+ &, n = 1,2,..., részletosszegeket. Be akarjuk latni, hogy
amennyiben a & valdszintiségi valtozonak van szép strtiségfliiggvénye, akkor jo aszimp-
totikat tudunk adni az S, valészintiségi valtozé stirliségfiiggvényére, illetve altalanos
feltételek mellett be akarjuk bizonyitani, hogy az S,, 6sszegek alkalmas normalizaltjanak
létezik hatareloszlasa, és ezt az eloszlast explicit médon meg akarjuk adni. Lattuk, hogy
racsos eloszlasok esetén a Fourier sorok egy alapveto és egyszerli eredménye, a Fourier sor
egylutthatoinak kifejezése a Fourier sor segitségével lehetové tette hasonld vizsgalatok
elvégzését. Felmerill az a kérdés, hogy lehet-e ezt a moddszert adaptalni az altalanos
esetre is. Ehhez egyszerti, jol kezelheto inverzios formulara van sziikségiink, amelyik
lehet6vé teszi egy stirliségfiiggvény vagy valdszinliségi mérték kiszamitasat a fiiggvény
vagy mérték Fourier transzformaltjanak a segitségével.

Strtiségfiiggvények esetében 1étezik ilyen egyszerli inverziés formula. Eloszlasfiigg-
vények esetében azonban csak komplikdlt, nem igazan jol hasznalhaté inverzids for-
mulak léteznek. Annak érdekében, hogy eloszlasfiiggvényekre hatareloszlastételeket bi-
zonyitsunk el6szor meg kell érteniink azt, hogy mit jelent eloszlasok konvergencidja.
Ezutan le tudjuk irni normalizédlt részletosszegek aszimptotikus viselkedését tovabbra
is a Fourier analizis alapveto eredményeit hasznédlva. Fogalmazzuk meg el6szor azt a
szamunkra fontos inverzids formulat, amelyet jél tudunk haszndlni striségfiiggvények
vizsgalataban.

Inverziés formula Fourier transzformaltra. Legyen f(u) integrdlhato figguény a
szamegyenesen, azaz tegyik fel, hogy ffooo |f(u)|du < oco. Tekintsik az f(-) figgvény

* et f(u)du, —oco < t < oo, figguényt. Ha
az f(t) figguény szintén integrdlhatd, azaz ffooo |f(t)]dt < oo, akkor f(u) a Lebesgue
mérték szerint majdnem minden v € R' pontban megegyezik az aldbbi folytonos és
korlatos fiiggvénnyel.

Fourier transzformdltjit, az f(t) = o e

1 [ .
fw=o [ e (©
21 J_ o

E’rvényes a kévetkezd dllitds is. Legyen u véges mérték, azaz legyen u(R') < co. Jeldlje
ft) = [ e du(u) e mérték Fourier transzformdltjit. Ha az f(-) fiigguény integrdlhatd,
akkor a p mértéknek létezik siriségfiggvénye, és az egyenlé a fenti (6) formuldban
definidlt f(-) fliggvénnyel. S6t, ez az dllitds akkor is érvényes, ha p korldtos vdltozdsi
mérték, azaz két véges mérték kilonbsége.



A Fourier transzformalt fenti definiciéja kissé eltér az analizisben dltalanosan hasz-
nalt definiciétol, ahol az altalunk felirt integralt el szokték osztani a /27 szdmmal. Ilyen
normalédssal ugyanis a Fourier transzformalt illetve annak inverzét megadd formulak
jobban hasonlitanak egymaésra. Szamunkra viszont az altalunk megadott definicié a
kényelmesebb. A fenti formulat be fogjuk bizonyitani az Appendixben. Vegyiik észre,
hogy természetes az a megszoritds, amely szerint a (6) formula csak a Lebesgue mérték
szerint majdnem minden u szamra érvényes. Ugyanis ha egy fliggvényt megvaltoztatunk
nulla mértéki halmazon, akkor annak Fourier transzformaltja nem valtozik meg. Végiil
megjegyezziik, hogy a Fourier sorok egyiitthato6irdl sz6l6 formula sugallja a (6) képletben
megadott inverziés formulat. Ugyanis, ha egy fiiggvényt természetes médon kozelitiink
egy a ke, k=0,4+1,4+2, ..., pontokban definidlt sorozattal, felirjuk az ezen szamsorozat
altal meghatérozott Fourier sort (ebben az esetben a [—g, g] intervallumban tekintjiik
ezt a Fourier sort), kifejezziik a Fourier sor egyiitthatéit a Fourier sor segitségével és
alkalmazzuk az € — 0 hatdratmenetet, akkor megkapjuk (legaldbbis formalis szinten) a
(6) formulét.

8.) Legyen &1,&o, ..., fliggetlen egyforma eloszlasu valdsziniiségi valtozék sorozata,
E¢ =0, BE€2 = 1, (azaz nulla varhaté értékfi, egy szérast valészintiségi valtozdkat
tekintiink), és legyen S, = & + - + &, n = 1,2,.... Tegyiik fel, hogy a

&1 valészintiségi véltozonak van f(x) slirliségfiiggvénye, tovabba ennek az f(x)
stirtiségfiigevénynek a o(t) Fourier transzformaltja integralhato, illetve ezt a fel-
tételt kissé enyhithetjiik arra a feltételre, hogy létezik olyan k > 1 egész szam,
amelyre ©*(t) integralhat6. Ekkor az 5—% valésziniiségi valtozé f,(x) siiriiségfligg-

vénye teljesiti a

1
lim f,(z) = e~/ minden z valés szamra (7)

n—oo0 V27

relaciot, és a konvergencia egyenletes az x paraméter szerint.

9.) Ha eloszlasfiiggvények egy F,(x), n = 1,2,... sorozatanak létezik f,(z) siliriiség-
fiiggvénye, és ez teljesiti a (7) formulat, akkor

|
p— 2 . Ve 7z
lim F,(z) = / e~ /2du minden x valds szémra,
— o0

n—00 V2T

és a konvergencia egyenletes az x paraméter szerint.

10.) Ha teljesiilnek a 8. feladat feltételei, tovdbba E|&;1]® < oo, akkor a (7) formula jobb
maradéktaggal is érvényes, nevezetesen

e = e w0 (22),

és O(+) egyenletes az = paraméter szerint.

Megjegyzés: A 10. illetve a 6. feladatban belattuk, hogy amennyiben a vizsgalt Gssze-
gekben szereplé valdsziniiségi valtozok abszolut értékének létezik harmadik momen-
tuma, akkor a vizsgalt stirtiségfiiggvényeket a normélis sfirtiségfiiggvény O(n~1/?) pon-
tossaggal kozeliti. E feladatsor folytatasaban be fogjuk latni ennek az eredménynek egy
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analogonjat, az ugynevezett Berry—Esseen egyenlotlenséget. Ez fiiggetlen valdszintiiségi
valtozok normalizalt részletosszegeinek eloszlasfliggvényeinek a normélis eloszlasfiigg-
vénytél vals eltérésére ad felsé becslést. A Berry-Esseen egyenlétlenség is n~1/2 nagy-
sagrendi felsé becslést ad az eltérésre. Mégis van egy lényeges kiilonbség a Berry—Esseen
egyenlotlenségben az eloszlasfliiggvényre és a jelen feladatsorban a stirtiségfiiggvényre
adott normalis kozelitésre adott becslések kozott. Ha n fiiggetlen egyforma eloszlasu
nulla varhato értékii és egy szérasu valészintiségi valtozo normalizalt 6sszegének eloszlas-
fiiggvényének a standard normadlis eloszlasfiiggvénnyel valé kozelitését tekintjiik, akkor
a Berry-Esseen egyenl6tlenség ezt a hibat egy const. usn~1/? alaki kifejezéssel becsiili
feliil, ahol const. univerzdlis konstans, ps pedig az osszeadandok abszolut értékének
harmadik momentumat jeloli. Hasonlé univerzalis becslést a stirtiségfiiggvény normalis
kozelitésére nem lehet adni. Valéban, példaul, ha a slriségfiiggvény az origd kis
kornyezetében nagyon nagy értékeket vesz fel, és ennek a kis kornyezetnek a mértéke
viszonylag nagy, mondjuk nagyobb mint 1—10, akkor kis n indexekre a részletosszegek
strtiségfiiggvényét nem lehet jol kozeliteni a normaélis striségfiiggvénnyel. Tehat a
Berry—Essen tételnek az analogonja a stirtiségfiiggvényekre nem érvényes. Hasonlo el-
lenpélda adhaté racsos eloszlasu valészintiségi valtozék normalizalt Osszegének siirti-
ségfliggvényére, ha az Osszeadandok eloszldsdnak a racsszélessége nagyon kicsi. FEz
a kiilonbség normalizalt valdsziniiségi valtozok eloszlasanak és strtiségfiiggvényének
normaélis approximaciéjara azzal fligg 6ssze, hogy az egyik esetben eloszlasfiiggvényeket
a masik esetben pedig ezek derivaltjait vizsgaljuk.

A 8. illetve 9. feladatban megfogalmazott allitasnak az a szépséghibdja, hogy nem a
tipikus konkrét alkalmazasokban megadott stirliségfiiggvényekre, hanem annak Fourier
transzformaltjara ir el6 bizonyos feltételt. Erre a kérdésre késobb visszatériink. Be
fogjuk latni, hogy a (7) reldcié minden “szép” siirtiségfiiggvénnyel rendelkez6 fiiggetlen
egyforma eloszlasu fiiggetlen valészintiségi valtozd normalizalt részletosszeg stirtiségfiigg-
vényére érvényes.

B.) A NORMALIS ELOSZLASFUGGVENY ES A KARAKTERISZTIKUS FUGGVENY DEFINI-
C10JA. NEHANY FONTOS E FOGALMAKHOZ KAPCSOLODO ALLITAS.

Vezessiik be a (standard) normalizalt eloszlds definiciéjat. Az eléz6 feladatok ered-
ményei azt sugalljak, hogy hatareloszlastételekben a normalis eloszlas jelenik meg, mint
hatareloszlastétel.

Normalis eloszlas definicidja. A ®(z) standard normdlis eloszldsfiggvény az az

eloszldsfiiggvény, amelyiknek siriségfiggvénye, a p(x) = %6_33/2 standard normdlis

* 1 2
B(x) = / e

Altaldnosabban normdlis eloszlasfiggvénynek a ®(z) standard normdlis eloszlas linedris
transzformdltjdt nevezik, azaz eqy normdlis eloszldsfiiggvény két paraméterrel, eqy valos

m és pozitiv valds o szammal jellemezhetd, ez a ®p, , = P (m;m) eloszlasfigguény,

striségfigguény, azaz
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amelynek stiiriségfiggvénye pm, () = %cp (%) A pmo(z) = ﬁ@—(fﬂ—m)w?fﬂ

fuggvényt normadlis stiriségfiigguénynek nevezzik m és o paraméterekkel.
Az 1. feladat eredményébdl kovetkezik, hogy ®(z) valéban eloszlasfiiggvény.

11.) Léassuk be, hogy egy standard normadlis eloszlasi valdsziniiségi valtozé véarhatéd
értéke nulla, szérdsa egy, és egy @, ,(x) eloszlasu valdsziniiségi valtozé varhatéd
értéke m, szérasnégyzete o2.

Lattuk, hogy szép stirtiségfiiggvénnyel rendelkezé fliggetlen, egyforma eloszldsi
valészintiségi valtozok alkalmasan normalizalt 6sszegeinek siriiségfiiggvénye a standard
normalis stirtiségfiiggvényhez eloszlasa pedig a standard normalis eloszlasfliggvényhez
konvergdl. Mint lattuk, hasonldé eredmény érvényes racsos eloszlasu valoszintiségi val-
tozok részletosszegeire. Azt mondjuk, hogy valdszintiségi valtozok alkalmasan nor-
malizalt részletosszegei S, = S”b;n“", n = 1,2,... teljesitik a lokdlis centralis hatar-
eloszlastételt, ha az S, valésziniiségi véltozéknak létezik siirtiségfiiggvényiik, és ezek
egyenletesen konvergdlnak a standard normalis strtiségfiiggvényhez vagy létezik olyan
kh,, + b, h, szélességli racs a szamegyenesen, k = 0,£1,£2,..., h, — 0, han — oo
tgy. hogy a S, valészintiségi valtozé értékeit ezen a rdcson veszi fel, és P(S, =
khy, 4+ by) = hne(khy +by) + o(hy), k= 0,£1,£2,..., ahol p(z) a standard normalis
stirtiségfiiggvény, és o(-) egyenletes a k valtozéban.

Léttuk, (last a 6. és 8. feladatot), hogy enyhe feltételek mellett igaz a lokélis
centralis hatareloszlastétel fiiggetlen, egyforma eloszlasu racsos vagy stirtiségfiiggvénnyel
rendelkez6 valdszintiségi véaltozok alkalmasan normalizalt Gsszegeire. A normalizalas
természetes mdédon valaszthatd, az el6z6 paragrafus jelolését valasztva a, = nF& =
ES,, b, = y/nVar§, = +/VarS,, tehat gy normalizaltunk, hogy a normalizalt
részletosszegek varhaté értéke nulla szorasa pedig egy legyen. Lattuk tovabba, hogy
a lokédlis centralis hatareloszlastételbol kovetkezik a globalis centralis hatareloszlastétel
is (lasd a 7. és 9.) feladatot. A lokdlis centralis hatdreloszlastétel érvényességéhez
sziikséges volt néhany extra feltételt tenni arrdl, hogy az Osszeadanddknak létezik sii-
riiségfliggvényiik, vagy azok réacsos eloszlasiak. Azt varhatjuk, hogy a (nem lokalis)
centralis hatareloszlastételek érvényességéhez ezek a feltételek nem sziikségesek. FEz
valéban igy van. Be akarjuk létni a centrdlis eloszlésfeltételt minél altalanosabb fel-
tételek mellett fliggetlen és nem feltétleniil egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok
Osszegére.

A lokalis centralis hatareloszldstételt az eloszlasfiiggvények Fourier transzformaltja-
nak vizsgalatanak segitségével bizonyitottuk. Meg akarjuk mutatni, hogy ez a mddszer
alkalmazhaté a (globalis) centrélis hatareloszlastétel bizonyitdsaban is. Felidézziik &l-
talanos mértékek Fourier transzformaltjanak a definicidjat, amelyet a valészinliségsza-
mitasi irodalom széhasznalatat kovetve karakterisztikus fiiggvénynek fogunk nevezni.
Mivel késobb vektor-értékii valdszinliségi valtozok Osszegeit is vizsgalni akarjuk, ezért
— ismétlések elkeriilése érdekében — a karakterisztikus fiiggvényeket tobbdimenzids
eloszlasokra fogjuk definidlni.

Karakterisztikus filiggvény definicidja. Legyen F(u) = F(uy,...,u) eqy k vdltozds
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eloszlds fligguény. Az F eloszlasfligguény vagy egy F eloszlasi & = (&1,...,&k) k-
dimenzios, k > 1, véletlen vektor o(t) = @(t1,...,tk), t = (t1,...,tx) karakterisztikus
fliggvényét, ahol t = (t1,...,tx) a k-dimenzids tér tetszéleges pontja, az aldbbi formula
definidlja:

¢<t) = @(tl, e ,tk) = Eei(tag) — Eei(t1£1+“'+tk§k)

:/ei(t’“)F(du) :/ei(t1“1+"'+t’““’“)F(du1,..., duy,).

(Itt a kovetkezd jelolést haszndltuk. Ha uw = (uy,...,ur), v = (v1,...,0x) két k-
dimenzids vektor, akkor (u,v) = ujvy + -+ + ugv az u és v vektor skaldris szorzata.)

12.) Egy ©(t1,...,t) karakterisztikus fiiggvény egyenletesen folytonos fiiggvény az RF
k-dimenzids euklideszi térben, ¢(0,...,0) =1, és

1.y ti)| < minden (tq,...,tx) € pontban.
lo(t )| <1 minden (¢ ty) € RF b

Legyen a & = (&1,...,&;) valésziniiségi vektor karakterisztikus fiiggvénye ¢(t) =
o(t1,.. . tk), t = (t1,...,1x), a valés szdm, m = (mq,...,my) k-dimenzids vektor.
Ekkor az a€ +m = (a&y + mq, ..., a&k + my) valésziniiségi vektor karakterisztikus
fliggvénye

ei(m’t)go(at) - ei(m1t1+~--+mktk)g0(at1, o aty).

Ha &1, ..., &, figgetlen valésziniiségi vektorok sorozata, a §; = (5](.1), cee 1
J < n, vektor karakterisztikus fiiggvénye ¢;(t) = p;(t1,...,tk), 7 =1,...,n, t
)

A

n
(t1,...,tg), akkor a & + -+ + &, vektor karakterisztikus fliggvénye [] ¢;(¢
j=1

n
1wt tw).
j=1

Szamitsuk ki néhany fontos eloszlas karakterisztikus fiiggvényét.

13.) Mutassuk meg, hogy ha a £ valdsziniiségi valtozé

a.) standard normalis eloszldsi, azaz slirliségfiiggvénye f(u) = \/%G_UQ/ 2. akkor ka-

rakterisztikus fiiggvénye o(t) = e~ /2.

b.) egyenletes eloszlasu a [0, 1] intervallumban, azaz f(u) = 1, ha 0 < u < 1, és

it _q

i

c.) exponencialis eloszlasti A > 0 paraméterrel, azaz sftirtiségfiiggvénye f(u) = Ae Y,
ha u > 0, f(u) =0, ha u < 0, akkor karakterisztikus fliggvénye ¢(t) = ﬁ

1

142"

f(u) = 0 egyébként, akkor karakterisztikus fiiggvénye o(t) =

akkor karakterisztikus

d.) Cauchy eloszlasi, azaz siirtiségfiiggvénye f(u) = %
fiiggvénye p(t) = e~ It

e.) Poisson eloszlasi A\ > 0 paraméterrel, azaz P({ = k) = )]‘C—Te_’\, kE=0,1,2,...,
akkor karakterisztikus fiiggvénye ¢(t) = exp { (e’ —1)}.
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f.) binomidlis eloszlasu n, és p paraméterekkel, ahol n > 1 egész szam és 0 < p < 1,
azaz P(§{ = k) = (Z)pk(l —p)" % k=0,1,...,n, akkor karakterisztikus fiiggvénye
o(t) = (1 — p+ pe)™.

g.) negativ binomidlis eloszlast n és p paraméterrel, ahol n > 1 egész szam, 0 < p < 1,
azaz P(§ = k) = ("+Z_1)pk(1 —p)", k = 0,1,2,..., akkor a karakterisztikus

fiiggvénye p(t) = (%) .

h.) v eloszldsti s paraméterrel, s > 0, azaz sirliségfiiggvénye ~vs(u) = F(ls)usfle*“, ha

u >0, v5(u) = 0, ha u < 0, ahol I'(s) = [° u*"te " du, akkor karakterisztikus
fiiggvénye ¢s(t) = -

Erdemes megjegyezni, hogy a h.) pontban vizsgalt v,(u) fliggvény, mutat némi
hasonldsagot a Poisson eloszlassal, és ezt fel lehet haszndlni arra, hogy a méasodik feladat
megoldasidhoz hasonlé médon jé aszimptotikus formulét kapjunk a I'(s) fiiggvényre s —
oo esetén. Ilyen médon a Stirling formula altalanositasat tudjuk bizonyitani, mert mint
némi parcidlis integralassal végrehajtott szamolds mutatja I'(n) = (n — 1)!.

Vegyiik észre, hogy s, () * vs,(u) = ~s,+s,(u), ahol * konvoluciét jelol. Ez
kovetkezik példdul a -+, karakterisztikus fliggvényének alakjabdl. Tovédbba a ~,(s) =
Ssl:z—:)_s = % fooo % ds azonossagot a striiségfiiggvényre vonatkozo inverziés for-
mula segitségével, és ezen azonossiag jobb oldalat aszimptotikusan akiszdmolva, (ha-
sonléan a 2. feladat megolddsahoz), azt kapjuk, hogy I'(s) ~ /27(s — 1)(%)5_1, ha

s — OQ.
C.) A KONVOLUCIO DEFINICIOJA ES NEHANY FONTOS TULAJDONSAGA.

Ebben a feladatsorban fiiggetlen valdszintiségi valtozok normalizalt részletosszegei-
nek eloszlas és strlségfiiggvényét vizsgaljuk. Ezeknek a normalizalt részletosszegeknek
az eloszldsat vagy strliségfiiggvényét ki lehet fejezni az eredeti eloszlasfliggvények és
striiségfiiggvényeknek a segitségével is. Ilyen médon a feladatsorban kimondott hatér-
eloszlastételeket meg lehet fogalmazni az eloszlasfiiggvények nyelvén is, anélkiil hogy
fiiggetlen valdszintiségi valtozok Osszegeirol beszélnénk. Annak érdekében, hogy ezt
megtehessiik bevezetjiik a konvolucié operator definicigjat. Ezt kissé altalanosabban,
integrdlhaté (nem feltétleniil stirtiség)fiiggvényekre és eléjeles mértékekre is definidlni
fogjuk. A konvolucié fogalméat ebben a feladatsorban nem fogjuk hasznalni, ezért a
kovetkezd definicié illetve az azt kovetd 14.-17. feladatok elhagyhatéak lennének ebbdl
a feladatsorbdl. Mégis, hatareloszlasok targyalasa a konvolicié fogalmanak bevezetése
nélkiil hidnyos lenne, ezért ezt a fogalmat kiilon targyalom. Raadasul ez a fogalom az
analizis és valdszinliségszamitas szamos vizsgalataban természetes médon megjelenik.
Sok esetben a konvolucié aldbb megadott kissé altaldnosabb nem pusztan stirtiségfiigg-
vényekre és valdszinliségi mértékekre bevezetett definicidjat érdemes hasznélni.

A konvolucié operdtor definiciéja. Ha f(z1,...,2x) és g(x1,...,xr) két k-di-
menzids mérhetd és integrdlhatd figgvény, azaz [|f(x1,...,zx)|dzy ... dxg < 0o, és

[lg(z1,...,xp)|day ... doy, < oo, akkor az f és g figgvények f x g konvolucidja a
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kovetkezo k-vdltozos fligguény:
frgley,. ...,z = /f(ul,...,uk)g(xl — Uy, T — Ug) duy ... dug (8)

minden olyan (z1,...,x) pontban, ahol a fenti integrdl értelmes. (A tébbi pontban
tetszdleges modon definidljuk az f * g fligguényt.)

Legyen p és v két véges varidcicji mérték az R* k-dimenzids euklideszi tér mérhetd
részhalmazain, azaz tegyuk fel, hogy létezik p = py — po illetve v = vy — 1o reprezentdcio,
ahol p; és v;, i = 1,2, véges mértékek az RF tér véges részhalmazain, azaz p,(RY) <
o0, és v (RF) < oo, k = 1,2. Legyen u X v a p és v mértékek direkt szorzata az
RF x RF = R?* szorzattéren. Ekkor a pu* v konvolucié a kévetkezd halmazfiigguény az
RF tér mérheté halmazain:

prv(A) =px v{(u,v): u+v e A} minden mérheté A C R* halmazra.

Legyen f(x1,...,x) mérhetd és integrdalhato k-valtozds figguény, v véges varidcio-
ji mérték az R mérhetd részhalmazain. Ekkor ezek konvolucidja f * v(xy,...,Tx) a
kovetkezo k-vdltozos fligguény:

frv(zy,...,zp) :/f(ul,...,uk)u(xl — duy, ..., T, — dug)

minden olyan (x1,...,xy) pontban, ahol a fenti integrdl értelmes. Azaz az f(-) fliggvényt
azon Uy, .z, mérték szerint integrdljuk, amelynek definicidja:

Ugy,oan(A) =v((21,...,28) — A).

(A tobbi pontban tetszéleges mdédon definidljuk az f x v fiigguényt.)

14.) Ha f(z1,...,7%) és g(z1,. .., 71) két mérhetd és integralhato fiiggvény az RF téren,
akkor a (8) képletben definidlt f x g(z1,...,x%) véges, és az f * g konvolucié is
integralhaté fiiggvény.

Ha p és v két korldtos valtozast mérték az R* téren, akkor a p * v konvolucié is az.

Ha o és v két korlatos véaltozast mérték az R* téren, és a pu mértéknek létezik
f(uy, ..., uy) stiriségfiiggvénye, azaz (A) = [, f(u1,...,ux)du minden mérhetd
A C RF halmazra, akkor a u * v konvoluciés mértéknek létezik stirtiségfiiggvénye,
és ez az [ *x v figgvény. Ez specidlisan azt is jelenti, hogy az f * v(z) fiiggvény
integralhaté. Ha a p és v mértékeknek 1étezik f(uq,...,ux) illetve g(uy,...,ux)
striuségfiiggvénye akkor a u * v konvoluciés mértéknek létezik sirtiségfiiggvénye, és
ez az f * g konvolucio.

15.) Ha ¢ és n két fiiggetlen valésziniiségi vektor az R* téren, ¢ eloszldsa u, n eloszldsa
v, akkor £ 4+ 7 eloszldsa pu* v. Ha a £ valészintiségi vektornak létezik f(uq,...,ux)
stirtiségfiiggvénye, akkor £ +n-nak is 1étezik stirtiségfiiggvénye, és ez f+v. Ha £-nek
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létezik f v-nek pedig g striiségfiiggvénye, akkor £ + n-nak is 1étezik stirliségtiiggvé-
nye, és ez az f x g fliggvény.
Kovetkezéskeppen, ha &;, j = 1,...,n, fiiggetlen valészintiségi vektorok Fj(z) =

dog—A

j=1

Fj(x1,...,zx) eloszlasfiiggvénnyel, j = 1,...,n, S, = valamilyen A =
(Ai,..., Ar) és B > 0 normaélési tényezokkel, akkor S, eloszldsa Iy - - - x F,(Bx +
A). Ha a §; valdszintiiségi vektoroknak van f; stirtiségfiiggvényiik, 1 < j < n, akkor
S,, stirliségfiiggvénye Bfi % --- % f,(Bx + A).

frg=gxf,uxv=vip (fxg)xh=Ff*(gxh), (u*p2)*ps = p* (p2 * p3),
azaz a konvolicié operator kommutativ és asszociativ.

A kovetkezd feladatban megadjuk a konvolucié és Fourier transzformalt kozotti
kapcsolatot.

16.) Ha f(uq,...,ux) és g(ui,...,us) két integralhaté fiiggvény RF-n

oty ..., tg) = /ei(““ﬁ'”“’““’ﬂ)f(ul, cooyug)dug ... dug

Y(ty, ... tg) = /ei(tluﬁ”'ﬂ’““’“)g(ul, oo ug) duy ... dug

Fourier transzformaltakkal, akkor az f x g(ui,...,u) konvoluci6 Fourier transz-
formaltja a p(t1,...,tk)0(t1,. .., tx) fliggvény.
Ha 4 és v két korlatos valtozasi mérték RF-n

Oty ... tg) = /ei(tluﬁ'"“’““k)u( duy, ..., duy)

és
Zb(tly---,tk) :/ei(t1u1+~..+tkuk)]/(dul’”‘, duk)

Fourier transzformaltakkal (vagy mas terminolégidban karakterisztikus fiiggvények-
kel), akkor u * v Fourier transzforméltja a ¢(t1,...,tx)0(t1,. .., tx) figgvény.

A kovetkez6 feladat célja annak megmutatdsa, hogy informélisan fogalmazva a
konvolucié operator simité operator. Ha két sima fliggvényt tekintiink, akkor azok
konvolucidja még simabb lesz. Az egyszertiség érdekében ebben a feladatban csak
egyvaltozés fliggvényeket fogunk tekinteni.

17.) Legyen f(u) és g(u) két integrélhato fiiggvény. Tegyiik fel, hogy a ¢ W) Gerivaltak

dud

léteznek, ezek is integralhaté fiiggvények, és UEIBOO % = 0 minden 0 < 5 < k

egésszel valamilyen k egész szammal. Tegyiik fel tovabbd, hogy a

d;i(f ) derivaltak

. 4 .. , ;e , , . djg(u) o . .
is léteznek, ezek is integralhaté fliggvények, és ull)r_noo Jo5~ = 0 minden 0 < 5 <1
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. . . [ Lo ATl feg(u) - .
egészre valamilyen [ egész szdmmal. Ekkor létezik a — 7= derivélt, amelyik

k—+1
integralhaté fiiggvény, és uli)moo %:ﬁl(“) —0.

Legyen f(u) és g(u) két integralhaté fliggvény tgy, hogy az f(u) fiiggvény anali-
tikus egy {z: [Imz| < A} tartomdnyban valamilyen A > 0 szdmmal. Tegyiik fel
tovabbd, hogy [ |f(u + iz)|du < co minden |z| < A szdmra, és tetszdleges € > 0,
B > 0 szamokra létezik olyan K = K (A, B,¢) szam, amelyre f|u|>K lfly —u+
ir)g(u)|du < e, ha |y| < B és |x| < A. Ekkor az f % g konvolucié is analitikus
fiiggvény a {z: |Imz| < A} tartomanyban.

D.) ELOSZLASBAN VALO KONVERGENCIA.

Béar nincs kényelmesen hasznalhaté inverzids formula, amely egy eloszlasfliiggvényt
kifejez annak karakterisztikus fiiggvénye segitségével, és lehet6vé teszi eloszlasok konver-
gencidjanak vizsgalatat azok karakterisztikus fliggvényének segitségével, mégis a lokalis
centralis hatareloszlastétel bizonyitasa a kovetkezo képet sugallja: Eloszlasfiiggvények
konvergenciajat be lehet bizonyitani 1igy, hogy az eloszlasfliiggvények karakterisztikus
fliggvényeinek konvergenciajat igazoljuk. Ilyen tipusi eredményt be lehet bizonyitani,
és ez az eredmény nagyon hasznos hatareloszlastételek vizsgalataban. De az allitas
megfogalmazasaban és bizonyitasaban kiilonosképpen figyelni kell bizonyos részletekre.

El6szor meg kell pontosan fogalmazni azt, hogy mit értiink eloszlasfiiggvények,
illetve az ezen eloszlasfiiggvények altal meghatarozott valdsziniiségi mértékek konver-
gencidjan. A definicié megadasa el6tt tekintsiik a kovetkezd egyszerti példat. Legyen
Tn, n = 1,2,..., negativ szamok olyan sorozata, amelyre lim x, = 0, és vezessiik

n—oo

be az x¢ = 0 jelolést. Tekintsiik azokat az (elfajult) p,, n = 0,1,2,..., valészintiségi
mértékeket a szamegyenesen, amelyek az x,, n = 0,1,2,..., pontokba vannak kon-
centrdlva, azaz pu,({x,}) = 1, n = 1,2,.... Természetes elvarni, hogy val6sziniiségi
mértékek konvergencidjat ugy definidljuk, hogy e szerint a definicié szerint az el6bb
definialt u,, n = 1,2,..., mértékek konvergalnak a po mértékhez. Madsrészt a p.,,
n = 0,1,2,..., eloszlasfiiggvényeket az F,(u) = 0, ha v < z,, és F,(u) = 1, ha
u > x,, n=0,1,2..., definidlja, azaz p,([a,b)) = F,(b) — F,(a) tetszbleges a < b
szamparra. Jegyezziik meg, hogy nlirr;o F,(x) = Fy(x) minden = # 0 szdmra, de ez

a relacié nem érvényes x = 0 esetén, mert Fyp(0) = 0 és F,(0) = 1, han # 0. Ez
a példa azt mutatja, hogy az a naiv elképzelés, amely szerint eloszlasfiiggvények kon-
vergencidja egy hatareloszldshoz azt jelentené, hogy ezek az eloszlasfliiggvények minden
pontban konvergédlnak a limesz eloszlasfiiggvényhez nem volna szerencsés definicié. Az
eloszlasfiiggvény konvergencidja a fenti példaban az origéban nem teljesiil. Ez az a pont,
ahol a hatéreloszlasfliggvény nem folytonos. Az alabb megadott (alkalmas) definiciéban
nem kivanjuk meg az eloszldsfliggvények konvergenciajat azokban a pontokban, ahol a
hatareloszlasfiiggvény nem folytonos. Ezt a definiciot tobbdimenzids eloszlasok esetében
is meg fogjuk adni.

Eloszlasfiiggvények konvergencidjanak definiciéja. Legyen F,(xq1,...,z5), n =
0,1,2,..., k-dimenzios, k > 1, eloszldsfiiggvények sorozata. Azt mondjuk, hogy az

F,, eloszlasfiigguények eloszlasban konvergdlnak az Fy eloszldsfiigguényhez, vagy az F,,
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n=1,2,..., eloszlasok dltal meghatarozott p, valosziniségi mértékek eloszlasban kon-
vergalnak az Fy eloszlds daltal meghatdrozott puy mértékhez, illetve az F,, eloszlasu &, =

( 7(11), e ,(f“)), n = 1,2,... véletlen vektorok eloszldsban konvergdlnak az Fy eloszldsu
& = ( (()1), s (()k)), n=1,2,... véletlen vektorhoz n — oo esetén, ha

lim F,(z1,...,2%) = Fo(x1,...,2k)

n—oo
az Fy(x,...,xy) eloszldsfigguény minden folytonossdgi pontjaban. Ezt az eloszldsban

valo konvergencidt idonként gyenge konvergencidnak is nevezik az irodalomban.

A tovabbi vizsgalatokban fontos szerepet jatszik az alabbi tétel, amely ekvivalens
definiciét ad eloszldsok konvergencidjara. A kovetkezd feladat ennek a tételnek a bi-
zonyitasa. Ez a feladat megegyezik a Valosziniségi mértékek gyenge konvergencidja
metrikus terekben feladatsor els6 feladataval.

Tétel A. Az F,,(x1,...,x%) eloszlasfigguények akkor és csak akkor konvergdlnak elosz-
lasban az Fy(xq,...,xy) eloszlasfigguényhez, ha tetszdleges f(x1,...,xk) a k-dimenzids
térben folytonos és korlatos figguényre

/f(ml,...,xk)an(xl,...,xk)—>/f(xl,...,:L'k)dFo(xl,...,xk), han — oo. (9)

18.) Bizonyitsuk be a Tétel A-t.

Megjegyezziik, hogy az eloszlasban valé konvergencia Tétel A-ban megadott jel-
lemzése azért is fontos, mert ennek segitségével tudjuk definidlni valészintiségi mértékek
konvergencidjat altalanos topolégikus terekben. Ugyanis az eredeti definicié hasznalja
az eloszlasfiiggvények fogalmat, azaz bizonyos téglatestek valészintiségét. Ez olyan foga-
lom, amelyik az euklideszi terek geometridjahoz kotédik, és nem definidlhatéd altalanos
topologikus terekben. Ezért szerepel ez az eredmény a fent emlitett feladatsorban is.

Erdemes megjegyezni, hogy a (9) formuldban megfogalmazott feltétel interpretalha-
t6 gy is mint a funkciondlanalizisben hasznélt gyenge konvergencia. Az R* k-dimenziés
euklideszi térben levé valészintiségi mértékek felfoghaték, mint az RF tér folytonos
fiiggvényeinek (a szokédsos szuprémum normaval ellitott) (Banach) terén értelmezett
korlatos (linedris) funkciondlok. A (9) formuldban megadott relacié ekvivalens azzal,
hogy az F,, eloszlasok altal meghatarozott pu, mértékek, mint korlatos funkcionalok
gyengén konvergalnak az Fjy eloszlas altal meghatarozott py mértékhez mint korlatos
funkcionalhoz. Itt a funkcionalis analizis szokasos terminolégidjat hasznaltuk. Ez a
tény teszi természetessé azt, hogy az eloszlasban valé konvergenciat idénként gyenge
konvergencianak nevezik.

Az eloszlasban val6 konvergencia (9) formuldban megadott definicidja természetes
modszert ad arra, hogy a karakterisztikus fliggvények illetve a Fourier analizis modszerét
hogyan haszndljuk hatdreloszldstételek bizonyitdsdban. Tetszlleges t = (t1,...,%)
k-dimenziés vektor esetén az ei(z) = es,. 4 (71,...,21) = ) = eilhimitttiwr)
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fiiggvények folytonos, korldtos fliggvények a k-dimenzids térben, ezért a (9) relacid
specidlisan azt is megkoveteli, hogy minden (t1,..., ;) vektorra teljesiiljon a

(pn<t1,...,tk)—>g00(t1,...,tk), han — oo

relacié, ahol @, (t1, ..., t;) az F,,(t1, ..., 1) eloszlasfiiggvény karakterisztikus fiiggvénye,
n=0,1,2,....

Ahhoz, hogy a karakterisztikus fiiggvények konvergenciajabol az eloszlasok kon-
vergeciajara tudjunk kovetkeztetni, sziikség van olyan eredményre, amelyik olyan tényt
fejez ki, hogy az e, 4, (1,...,7%) = e't1®1T ) trigonometrikus fiiggvények, il-
letve azok linearis kombindaciéi a k-dimenziés térben folytonos és korlatos fliggvények
elég gazdag részosztdlya. A mi targyalasunkban Weierstrass méasodik approximécios
tételének segitségével fogjuk kifejezni a trigonometrikus fiiggvények osztalyanak gaz-
dagsigat. Ennek bizonyitdsat meg fogjuk adni az Appendixben.

Weierstrass masodik approximacios tétele. Tetszdleges folytonos és 2w szerint
n

periodikus f(t) figgvényre és ¢ > 0 walds szimra létezik olyan P,(t) = Y. ape’
k=—n
trigonometrikus polinom, amelyre

s [f() = Palt)] < e

(A P, polinom foka és a benne szerepld ay, egyiitthatok figgnek mind az f(-) folytonos
fligguénytél és az e > 0 szamtol. Ha az f(-) fliigguény valds értékd, akkor az ay egyiittha-
tokat vdlaszthatjuk ugy, hogy a_ = a minden k = 0,1,...,n indexre, ahol Z a z szam
konjugaltja. Ekkor a P,(t) trigonometrikus polinom is valds értéki.)

Igaz ennek az dllitisnak a kévetkezd tébbdimenzids valtozata is. Ha f(t1,...,tx)
folytonos fiigguény a k-dimenzios euklideszi térben, amely minden koordmatajaban 27
szerint periodikus, azaz f(t14+2j1m, ...tk +2jk7) = f(t1,...,tx) minden egész ji, . .. jk
szdmra, és € > 0 valos szam, akkor letezzk olyan k wdltozds tmgonometmkus polinom

(et
P (ty,... tg) = E ajl,...,jkez(h 14+ k)’
(G1se-ndie): ldn ]+ +lie|<n

ahol jy,...,Jk egész szamok, amelyre

|f(t1, .. tk) — Po(t1,...,tg)| <& minden valds tq, ..., t szimra.

Weierstrass masodik approximacios tételének alkalmazdsa megfelelo atskalazéassal
lehet6vé teszi, hogy egy k-dimenzids folytonos fiiggvényt tetszéleges pontossaggal ko-
zelitsiink valamely véges tartomanyban olyan minden argumentamaban egy altalunk
valasztott nagy 1" szam szerint periodikus fiiggvénnyel amelynek integréaljat egy valdszi-
niiségi mérték szerint egyszeriien ki lehet fejezni e mérték karakterisztikus fliggvényé-
nek segitségével. Nevezetesen a karakterisztikus fiiggvény kiillonbozé pontokban vett
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értékének alkalmas linearis kombinaciéja megegyezik ennek a kozelité fiiggvénynek az
integraljaval. Az, hogy Weierstrass masodik approximacios tétele csak véges tartomany-
ban ad lehetdséget j6 approximdciora, az nem ennek az eredménynek a gyengeségébdl,
hanem a vizsgalt feladat jellegébol kovetkezik. Azt akarjuk vizsgédlni, hogy mikor tel-
jestil a (9) relaci6 minden folytonos és korlatos fliggvényre. A kovetkez6 feladatokban
beldtjuk, hogy ez csak akkor lehetséges, ha a (9) formuldban szerepld integralokban

a “végtelen kornyezetének” a hozadéka elhanyagolhatdéan kicsi. Eloszor bevezetjiik a
kovetkezd definiciot.

Eloszlasok relativ kompaktsaganak és feszességének definicidja. Legyen adva
F.(t1,...,tx), n = 1,2,..., eloszldsfiigguényeknek sorozata a k-dimenzids euklideszi
térben, és jelolje p, az F,, eloszlasfiigguény dltal meghatdrozott valosziniiségi mértéket
az R* térben. Azt mondjuk, hogy az F, eloszldsfigguények illetve p, valdsziniségi
mértékek sorozata relativ kompakt, ha az F, ( vagy jin ) sorozat tetszéleges F,, (illetve
ln,, ) Tészsorozatinak k = 1,2, ..., létezik Fnkj (illetve finy,, ), i =1,2,..., eloszldsban
konvergens részsorozata.

Azt mondjuk, hogy az F, eloszldsfiigguvények (i, valdsziniségi mértékek) sorozata
feszes, ha tetszéleges € > 0 szdmra létezik olyan K = K(g) szdm, hogy a K(K)* =
[-K,K] x - x [-K, K| k-dimenzids kockdra j.,(K(K)*) >1—¢ minden n =1,2,...

J/

Vo
k-szoros szorzat

indezxre.

19.) Legyen pu valésziniiségi mérték a k-dimenzids euklideszi tér Borel mérhet6 rész-
halmazain és € > 0 valés szdm. Létezik olyan K = K(u,e) szam, amelyre a
KF(K) = [-K,K] x --- x [-K, K| k-dimenziés kocka teljesiti a u(K(K)*) >1—¢

[ J/
e

k-szoros szorzat
egyenlotlenséget. Bizonyitsuk be ennek az allitdasnak és Weierstrass méasodik app-

roximacios tételének a segitségével, hogy egy valdsziniiségi mérték karakterisztikus
fliggvénye egyértelmiien meghatarozza a valdsziniiségi mértéket, azaz ha két py és
1o valosziniiségi mértéknek ugyanaz a karakterisztikus fliggvénye, akkor p; = ps.

//////

miien meghatdroz annak ¢(t1,...,t;) = [ethoitFtae) y(dyy ... dxy) Fourier
transzformaltja, (t1,...,tx) € RE.

20.) Mutassunk példéat arra, hogy egy eloszlasfiiggvény karakterisztikus fiiggvénye egy
véges intervallumban nem hatarozza meg az eloszlasfiiggvényt. Azaz minden 7" > 0
szamra létezik két kiilonboz6 Fy(-) és Fa(-) eloszlasfiiggvény, amelyekre a ¢;(t) =
[ e dF (u), i = 1,2, karakterisztikus fiiggvények teljesitik a o1 (t) = @2 (t) azonos-
sagot minden —7T <t < T szamra.

21.) Legyen p,, n = 1,2,..., valészinfiségi mértékek sorozata az az RF k-dimenziés
euklideszi téren. Ez a valdszinliségi mértékekbdl allé sorozat akkor és csak akkor
relativ kompakt, ha feszes. Specidlisan valdszintiségi mértékek eloszlasban konver-
gens sorozata feszes.

Teszek egy kis kitérot. Ismertetem az elébb targyalt eredmények természetes altalanosi-
tasat teljes, szeparabilis metrikus terekben definidlt valésziniiségi mértékek sorozatara.
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Ezeket az eredményeket ebben a jegyzetben nem hasznéljuk, de azok hasznosak példaul
az ugynevezett funkciondlis centralis hatareloszlastétel bizonyitasaban. Itt csak az
eredményeket ismertetem bizonyitasok nélkiil, bar a bizonyitdasban komoly segitséget
adhatnak ez ebben a fejezetben bizonyitott eredmények.

A Tétel A és az abbban szerepld (9) formula természetes lehetéséget ad szeparabilis
metrikus terekben definidlt valészintiségi mértékek eloszlasbeli (vagy méas néven gyenge)
konvergencidjanak a definidlasara. Azt mondjuk, hogy valdsziniiségi mértékeknek egy
(X, p) szeparabilis metrikus téren definialt u,, sorozata eloszlasban (vagy gyengén) kon-
vergal egy p valdsziniiségi mértékhez, ha minden az (X, p) téren definidlt folytonos és
korlatos f(x) fliggvényre

T [ f@na(de) = [ (o)
Erdemes megjegyezni, hogy egy szeparabilis metrikus téren definidlt pu mértéket egyér-
telmiien meghatdroz a korldtos, folytonos figgvények segitségével definialt [ f(z)u(dx)
integralok csalddja. Innen az is kovetkezik, hogy u,, valésziniiségi mértékeknek egy ilyen
téren definidlt sorozatanak eloszasbeli hatarértéke egyértelmiien meg van hatérozva, (ha
az létezik). Ugyancsak definidlhatjuk val6szinliségi mértékek relativ kompaktsagét és
feszességét altalanos metrikus terekben, és megfogalmazhatjuk a réluk szélo, az ebben a
fejezetben targyalt eredményekhez hasonlé tételeket. Itt érdemes figyelmiinket a teljes
szeparabilis metrikus terekre korlatozni.

Azt mondjuk, hogy egy (X, p) teljes szeparabilis metrikus téren definiélt p,, mérté-
kek sorozata relative kompakt, ha minden pu,,, részsorozatdnak létezik fins, (eloszlasban
vagy masképp mondva gyengén) konvergens rész-részsorozata. Be lehet latni, hogy
egy teljes szeparabilis metrikus térben minden p valészintiségi mértékre és € > 0 valds
szdmra létezik olyan K kompakt halmaz, amelyre u(K) > 1 —e. Ezutédn definidlni
tudjuk mértéksorozat feszességét is. Azt mondjuk, hogy valészinliségi mértékeknek egy

(X, p) teljes szepardbilis metrikus téren definidlt u,, n = 1,2,..., sorozata feszes, ha
minden € > 0 szdmhoz létezik olyan K = K(¢) kompakt halmaz, amelyre u,,(K) > 1—¢
minden n = 1,2, ... szamra. Igaz a kovetkezo Tétel.

Tétel mértékek feszességének és relativ kompaktsaganak kapcsolatardl. Le-
gyen pn, n = 1,2,..., valdszindiségi mértékek sorozata eqy (X, p) teljes szepardbilis
metrikus téren. FEz a mértéksorozat akkor és csak akkor relativ kompakt, ha feszes.
Specidlisan, valosziniségi mértékek tetszoleges eqy kompakt teljes metrikus téren definidalt
sorozata (relativ) kompakt.

Ez az eredmény nagyon hasznos valészinliségi mérték sorozatok konvergenciajanak
vizsgalataban altaldnos metrikus terekben. (Ilyen vizsgalatok eredménye példaul a funk-
ciondlis centralis hatéreloszlastétel.) Ahhoz, hogy ezt az eredményt jl tudjuk hasznélni
sziikséglink van a metrikus terek kompakt halmazainak a leirdsara. Ez az eredmény is-
mert a C([0, 1]) térben, (azaz a [0, 1] intervallumon folytonos fliggvények Banach terében
a szuprémum normaval).
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Tétel a C([0,1]) tér kompakt halmazainak jellemzésér6l. A C([0,1]) tér (és
dltalaban minden teljes szeparabilis metrikus tér) kompakt halmazai zdrt halmazok. Egy
F zdrt halmaz a C(0,1]) térben akkor és csak akkor kompakt, ha

(a) A C ={z(0): z(-) € F} halmaz korldtos, és
(b) Az F halmazban levd z(-) fligguények egyenld mértékben, egyenletesen folytonosak,
azaz minden § > 0 szamhoz létezik olyan n = n(5) > 0 szdm, amelyre

sup sup lz(t) — x(s)] < 6.
z(-)EF 0<s,t<1, |t—s|<n

Bizonyos vizsgalatokban, példaul a funkciondlis centralis hatareloszlastétel bizonyi-
tasdban hasznos a fenti eredmények aldbbi kovetkezménye.

Ko6vetkezmény. Legyen X,(t), 0 < t < 1, n = 1,2,..., C([0,1))-térbeli értéket

felvevd wvalészindiségi vdltozék sorozata. Az X, (t) sorozat akkor és csak akkor kon-

vergdl eloszldsban (gyengén) valamely X (t), 0 < t < 1, C([0,1]) térbeli valdsziniségi

vdltozohoz, ha

(a) Tetszbleges 0 < t1 < -+ < tx, < 1 véges sorozatra az (X,(t1),...,Xn(tr)) véletlen
vektorok eloszldsban konvergdlnak, ha n — oo.

(b) Minden ¢ >0 és 6 > 0 szamhoz létezik olyan n = n(d,€) > 0 szdm, amelyre

0<s,t<1, [t—s|<n

P (w: sup | Xn(t,w) — Xn(s,w)]) < 5) >1—¢

minden n = 1,2,... indexre.

Megjegyzés. A fenti kévetkezmény (a) pontja azt biztositja, hogy az X, () valdsziniiségi
valtozok p, eloszlasaira az Osszes konvergens részsorozatnak ugyanaz a hatarértéke.
Tovabbé be lehet 1atni, hogy a (b) pont és az X,,(0), n = 1,2, ... val6sziniiségi valtozok
konvergenciaja biztositja azt, hogy ezek a u,, eloszlasok egy relativ kompakt sorozatot
alkotnak.

E.) ELOSZLASOK KONVERGENCIAJANAK KAPCSOLATA A KARAKTERISZTIKUS FUGGVE-
NYEK KONVERGENCIAJAVAL.

Annak érdekében, hogy az eloszlasban valé konvergencia feltételét ki tudjuk fejezni
a karakterisztikus fiiggvények segitségével, hasznos megfogalmazni egy olyan eredményt,
amely megadja annak sziikséges és elégséges feltételét eloszlasok karakterisztikus fiigg-
vényeinek segitségével, hogy eloszlasok egy sorozata feszes, vagy ami az el6zo feladat
szerint ezzel ekvivalens, relativ kompakt sorozat legyen.

22.) Legyen adva eloszlasfliggvények F,(u), n = 1,2,..., sorozata @, (t), n = 1,2,...,
karakterisztikus fliggvénnyel a szamegyenesen. Az F,(-) eloszlas fliggvény sorozat
akkor és csak akkor feszes, ha

)
lim Tim sup % / Re (1— () dt =0, (10)
-5

—0 npnooo

19



ahol Re z a z komplex szadm valds részét jeloli.

Bar a késobbiekben nem lesz sziikségiink a kovetkezo észrevételre, mutassuk meg,
hogy a (10) relaci6 ekvivalens azzal, hogy

. I ,
g%s%p%/_élae (1= pn(t)) dt = 0. (10/)

A fenti eredmények és Weierstrass masodik approximacios tételének segitségével
meg tudjuk fogalmazni és be tudjuk bizonyitani annak sziikséges és elégséges feltételét
a karakterisztikus fiiggvények nyelvén, hogy eloszlasok egy sorozatanak legyen hatar-
eloszlasa. Ezt az eredményt, amelyet alabb fogunk megfogalmazni, fontossdga miatt
alaptételnek fogjuk nevezni.

Eloszlasok konvergenciijardl sz6l6 Alaptétel. Legyen F(uq,...,ux) eloszldsfigg-
vények egy sorozata az R* k-dimenzids euklideszi téren o, (ty,...,tr) karakterisztikus
fliggvényekkel, n =1,2,.... Ha a po(t1,...,tx) = Um @, (t1,...,tx) hatdarérték létezik

minden (t1,...,tx) pontban, és a po(t1,...,tx) limeszfigguény folytonos az origdban,
akkor létezik olyan Fy(uq,...,ux) eloszldsfiggvény a k-dimenzids térben, amelynek a
wo(t1, ..., tx) fiiggvény a karakterisztikus fiigguvénye. S6t a po fligguény folytonossdgdral
52010 feltétel némileg enyhithetd. Elég feltenni, hogy a @o(t1, ..., tr) fligguvény megszori-
tdsa mindegyik koordindtatengelyre folytonos az origoban. Tovdbbd e feltétel teljesiilése
esetén az Fp(uq,...,ug) eloszldsfiggvények eloszldsban konvergdlnak az Fo(uq, ..., ug)
eloszlasfuggvényhez.

Megforditva, ha F,(uy,...,ux), n = 1,2,..., eloszldsfiigguényeknek egy az RF
k-dimenzids euklideszi téren definidlt sorozata, amely eqy Fo(uq,...,u) eloszldsfigg-
vényhez konvergdl eloszlasban, p,(t1,...,tx), n = 1,2,..., jeloli az F,(u1,...,ux),
wo(ty, ..., tx) pedig az Fo(xq,...,xx) karakterisztikus figguényét, akkor oo(ty, ..., tg) =

lim @, (t,...,t) minden (t1,...,tx) € RF pontban. Tovdbbd, ez a konvergencia egyen-
n—oo

letes az R* tér minden kompakt részhalmazdn.

Az Alaptételt a szokasosnal kissé élesebb formaban fogalmaztuk meg. Megje-
gyeztiik, hogy az Alaptétel érvényességéhez elég feltenni azt, hogy a ¢o(-) hatérfliigg-
vénynek a koorditnatatengelyekre valé megszoritasai folytonosak az origéoban. Ezt a
megjegyzést azért tettiik, mert egyrészt ez az enyhe élesités semmilyen nehézséget nem
okoz a bizonyitdsban, masrészt egyszeriibbé teszi a késobb megfogalmazandé 45. feladat
megoldasat.

Be kivanjuk bizonyitani az elobb megfogalmazott Alaptételt. Ennek érdekében
eloszor megoldunk egy énmagaban is érdekes feladatot.

23.) Legyen ¢ = ( gn), - ,(fn)) k-dimenziés valészin(iségi vektorok sorozata, és je-
16lje pn(t1,...,tx) ezek karakterisztikus fiiggvényét, n = 1,2,.... Bizonyitsuk
be (a 22. feladat eredményének a segitségével), hogy amennyiben az origé egy kis
kornyezetében a @, (1, . . ., tr) fliggvények konvergalnak egy ¢(t1,. .., tx) fiiggvény-
hez, amely az origéban folytonos, akkor a &™) = (55”), S ,g")) véletlen vektorok
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ii.)

iii.)

26.)

eloszlasfiiggvényei feszesek. So6t, ahhoz, hogy ez a feszesség teljesiiljon, elég az,
hogy a ¢(t1,...,t;) fliggvény megszoritdsai a koordinatatengelyekre az origdban
folytonos fiiggvények legyenek.

) Bizonyitsuk be az eloszldsok konvergencigjardl szélé alaptételt.

Mutassunk példat karakterisztikus fiiggvények olyan ¢, (t), n = 0,1,2,..., soro-
zatara, amelyre lim ¢, (t) = @o(t), ez a konvergencia egyenletes minden véges
n—oo

intervallumban, de nem egyenletes az egész szamegyenesen.
Tegyiink néhany megjegyzést a fent megfogalmazott alaptétellel kapcsolatban.

Az alaptételben olyan feltételeket adtunk, amelyek automatikusan biztositjak, hogy
a vizsgalt karakterisztikus fiiggvények limesze is karakterisztikus fliggvény. Ez a
tény azért is fontos, mert ez teszi lehet6vé szamunkra, hogy jellemezziik a lehetséges
hatareloszldsokat illetve azok karakterisztikus fliggvényeit, (ha példaul fliggetlen
valésziniiségi véltozok alkalmasan normalizélt részletosszegeit vizsgaljuk).

Az alaptételben csak azt koveteltiik meg, hogy a tekintett karakterisztikus fiigg-
vények limesze, (amelyik az alaptétel szerint szintén karakterisztikus fiiggvény)
az origéban legyen folytonos, noha tudjuk, hogy a karakterisztikus fliggvények az
egész téren (egyenletesen) folytonosak, (lasd a 12. feladat eredményét). Jegyezziik
meg, hogy a karakterisztikus fiiggvények a lehetséges fliggvényeknek egy kitiintetett
specidlis osztalyat alkotjak, és ezért bizonyos extra tulajdonsagokkal rendelkeznek.
A karakterisztikus fliggvényeknek 1étezik nem trivialis jellemzése. Ilyen jellemzést
ad a Bochner tétel, amely az tigynevezett pozitiv definit fliggvények irja le. A Boch-
ner tétel fontos szerepet jatszik mind az analizisban mind a valészintiségszamitas bi-
zonyos problémainak vizsgalataban. Bar mi ezt az eredményt nem fogjuk hasznalni,
azt be fogjuk bizonyitani egy késobbi feladatsorban. A bizonyitdasban hasznosnak
bizonyulnak majd a hatareloszlastételek vizsgalataban kapott eredmények.

Az a feltétel, hogy a karakterisztikus fliggvények hatarértéke folytonos biztositja
azt, hogy az eloszlasok sorozata feszes, azaz “nem folyik ki tomeg a végtelenbe.” Ha
az eloszlasok sorozata “kifolyhat a végtelenbe”, akkor nem lehet eloszlasok aszimp-
totikus viselkedését olyan attekintheté modon leirni a karakterisztikus fiiggvények
segitségével mint azt az Alaptételben tettiik. Erre ad példat a kovetkezo feladat.

Mutassunk példat valoszintiségi mértékek u,, sorozatara a szamegyenesen ugy, hogy
lim u,(K) = 0 minden korldtos K halmazra, és a p,, mértékek ¢, (¢) karakterisz-
n—oo

tikus fliggvényeinek
a.) van hatérértéke.

b.) nincs hatérértéke.
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F.) EGY FUGGVENY ILLETVE E FUGGVENY FOURIER TRANSZFORMALTJANAK VISEL-
KEDESE KOZOTTI KAPCSOLAT.

Ha eloszlésok viselkedését akarjuk vizsgalni karakterisztikus fiiggvények segitségével
vagy altalanosabban a Fourier-transzformaciot akarjuk alkalmazni bizonyos vizsgalatok-
ban, akkor sziikségilink van egyfajta “szétarra”, amely megadja, hogy egy mérték vagy
fliggvény tulajdonsagai hogyan tiikkrozodnek e mérték vagy fiiggvény Fourier transzfor-
maltjanak a viselkedésében, és megforditva, hogyan lehet a Fourier transzformalt visel-
kedésébol az erdeti mérték vagy fiiggvény tulajdonsagaira kovetkeztetni. A kovetkezo
feladatok eredményei altal megadott “szétar” korantsem lesz teljes, de beldtunk néhany
olyan allitast is, amelyekre nem lesz kozvetlen sziikségiink. Ezeket az eredményeket
csak egy dimenzids valdszintliségi valtozokra fogalmazzuk meg, bar azok tobb-dimenzids
altalanositasa nem okoz nehézséget.

Informalis médon ennek a “szétarnak” a tartalmat a kovetkezd mdédon fogalmaz-
hatjuk meg: Minél simabb egy fiiggvény vagy mérték, pontosabban a mérték siiriiség-
fliggvénye, annal gyorsabban tart annak Fourier transzformaéltja a végtelenben nulldhoz.
Minél kevesebb tomeget tartalmaz egy valdsziniiségi mérték a végtelen egy kis kornye-
zetében, vagy maés szoéval minél tobb momentuma van egy valdsziniiségi valtozonak,
amelynek ez a mérték az eloszlasa, anndl simabb e mérték karakterisztikus fliggvénye.
Tovabba a karakterisztikus fiiggvény derivaltjai az origéban meghatarozzak a valdszi-
niségi valtozé momentumait.

Megforditva: Ha egy eloszlasfliiggvény karakterisztikus fliggvénye sima, és ezt a
simasagot elég csak az origd kis kornyezetében feltenni, akkor anndl gyorsabban cseng
le az eloszlasfiiggvény a végtelenben minél simabb a karakterisztikus fliggvény. Mdsrészt
minél gyorsabban tart nulldhoz a karakterisztikus fliggvény a végtelenben, annal simabb
az eredeti eloszlasfiiggvény. Tovabba bizonyos eredmények azt is mutatjak, hogy ha egy
fliggvény néhany pontot kivéve sima, és ezekben a pontokban ennek a fiiggvénynek
szingularitdsa van, akkor a Fourier transzformalt viselkedése a végtelenben jol tiikrozi
ezeknek a szingularitasoknak a jellegét. Ez utobbi kérdést, amelynek vizsgédlatara e
feladatsor eredményeinek bizonyitasaban nem lesz sziikséglink csak feliiletesen és a bi-
zonyitasok elhagyasaval fogom targyalni.

Tulajdonképpen a 22. feladat allitasa is felfoghaté tigy, mint egy ebbe a “szétar”-
ba tartozé eredmény, és annak tartalma osszhangban van az elobb vazolt heurisztikus
képpel. Az, hogy a tekintett eloszlasfiiggvények csaladja feszes azt fejezi ki, hogy meg
lehet adni a végtelen olyan kis kornyezetét, amelyben az ezen eloszlasfiiggvények &ltal
meghatarozott valésziniiségi mértékek mindegyike valamilyen el6irt kis korlatnal kisebb
tomeget tartalmaz. Mésrészt, az erre a tulajdonsidgra a (10) formuldban megadott
sziikséges és elégséges feltétel olyan reldciét fejez ki, hogy ezen eloszldsok ¢, (t) karakte-
risztikus fliggvényei valamilyen bonyolult értelemben egyenletesen folytonosak az origd
egy kis kornyezetében. (Emlékezziink arra, hogy 1 — ¢(0) = 0.)

Ugyancsak konzisztens a fenti heurisztikaval a 17. és 16. feladat eredménye is. A
17. feladat olyan allitast fejez ki, amely szerint két stirtiségfiiggvény konvolucidja még
simébb, mint a konvoluciéban résztvevo fiiggvények. Masrészt a slirtiségfiiggvények kon-
volucidjanak Fourier transzformaaltja egyenld e fliggvények Fourier transzformaltjanak
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szorzataval. Az el6bb véazolt heurisztikus érv szerint egy fliggvény annal simabb, minél
gyorsabban tart e fliggvény Fourier transzformaltja nulldhoz a végtelenben. Viszont két
nulldhoz tartozé fiiggvény szorzata gyorsabban tart nulldhoz mint az egyes fliggvények,
és ez felel meg a konvolucio operator simité tulajdonsaganak a Fourier transzformaltak
terében.

27.)

28.)

29.)

30.)

Ha a £ valdszintiségi valtozo abszolit értékének létezik k-ik momentuma, azaz
E|€%] < 0o akkor a ¢ valdszintiségi valtozé o(t) = Ee''s karakterisztikus fiiggvénye

k-szor folytonosan differencialhatd, és % = i/ B¢ minden 0 < j < k szdmra.
t=0

A € valdszintiségi valtozonak akkor és csak akkor 1étezik exponencialis momentuma,
ha a |£] valészintiségi véltozd eloszlsfiiggvénye exponencidlis gyorsan tart egyhez
a végtelenben, azaz Ee'* < oo minden |u| < t esetén valamilyen alkalmas t > 0
szammal, akkor és csak akkor ha a P(|¢| > ) < Ce™®* minden x > 0O-ra alkalmas
C > 0 és a > 0 konstansokkal. Ebben az esetben a ¢(t) = Ee®¢ karakterisztikus
fiiggvény analitikus a {z: |Rez| < a} tartomédnyban, alkalmas a > 0 szaimmal.

Ha az f(u) fliggvény abszolit értéke integralhaté a szdmegyenesen, akkor az f(u)
fliggvény p(t) = [ e f(u)du Fourier transzformaltja teljesiti a tlim p(t) =0 és
—00

, lim ¢(t) = 0 relaciékat. (Riemann lemma.)

Ha az f(u) fliggvény abszolit értéke integralhatd, f(u) k-szor differencidlhato,
tovabba a L) fiiggvények abszolit értéke integralhaté minden 1 < j < k szamra,

akkor [% e f(u)du = o ((1+ [t|)™") |t| — £oo esetében.

Ha az f(u) fliggvény egyenld valamely {z: |Re z| < A}, A > 0 tartomanyban anali-
tikus f(z) fliggvény megszoritdsdval a szdmegyenesre, amelyre teljestil az | [ | f(u+
iv)|du < oo egyenlétlenség, ha |v| < A, akkor ¢(t) = [ f(u)du = O (e~
t — 400 esetében valamilyen o > 0 konstanssal.

Tekintsiik egy & nem elfajuld, azaz nem egy valdszintiséggel konstans valdszintiségi
valtozé ¢(t) = Ee' karakterisztikus fiiggvényét. Akkor és csak akkor létezik olyan
t # 0 szadm, amelyre |p(t)| = 1, ha & racsos eloszlasu. (A racsos eloszlas definiciéjat
lasd Definicié A-ban.) Legyen a & valésziniiségi valtozo egy h siiriiségi racsra (mint
legritkdbb récsra) koncentralva. Ilyen legritkdbb racs egy racsos eloszlasi, nem
konstans valdszintiségi valtozé esetén mindig létezik. A |p(t)| = 1 relacié akkor és
csak akkor érvényes ezen £ valészintliségi véaltozé ¢(-) karakterisztikus fiiggvényére,

ha t = 27r%, k=0,+1,£2,.... Ha £ nem récsos eloszlasi valdszinliségi valtozo,
akkor minden 0 < A < B < oo szampdarra sup |p(f)| < 1.
A<|t|I<B

Legyen a ¢ valészintiségi valtozé eloszlisa P(€ = 1) = P(é = /2) = P(6 = —1) =

P(¢=—-V2) = 1. Ekkor a ¢(t) = Ee'® karakterisztikus fiiggvény egyrészt teljesiti

a |p(t)] < 1, ha t # 0 relaciét, masrészt limsup |p(t)| = 1. A limsup |p(t)] =1 és
t—o0

t—o0
lo(t)| < 1, ha t # 0 reldciék abban az dltaldnosabb esetben is érvényesek, amikor &

tetszoleges véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok pontba koncentrélt, de nem
racsos eloszlasu valdszintiségi valtozo.
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Megjegyzés 1: A mértékelmélet egy klasszikus eredménye szerint tetszoleges (véges)
mérték felbonthaté egy abszolit folytonos, egy diszkrét, (azaz megszamlalhaté sok
pontba koncentralt) valamint egy szinguldris mérték Osszegeként. (Egy szingularis
mérték olyan mérték, amely szerint minden pont mértéke nulla, viszont a mérték egy
nulla Lebesgue mértékii halmazra van koncentralva.) Egy abszolut folytonos mérték
el6all, mint egy f(u) integrdlhat6 fiiggvény integralja. Ezért a 28. feladat allitdsa sze-
rint egy ilyen mérték o(¢) Fourier transzformaltja nulléhoz tart t — co esetén, és minél
simébb ez az f(u) fliggvény annal gyorsabban tart a Fourier transzformalt nulldhoz
a végtelenben. A 29. és 30. feladat allitdsa azt mondja ki, hogy diszkrét mérték
Fourier transzformaltja ellenkezé médon viselkedik a végtelenben. Ebben az esetben a
Fourier transzformalt abszolut értékének lim sup-ja a végtelenben megegyezik a szam-
egyenes mértékével. Egy szingularis mérték Fourier transzforméaltjanak a viselkedését a
végtelenben nem tudjuk altalanos médon jellemezni.

Megjegyzés 2: Tekintsiik egy olyan a szamegyenesen definialt f(s) fiiggvény f(u) Fourier
transzformaltjanak a viselkedését az u — oo vagy u — —oo esetében, amely sima, elég
sokszor differencialhato, kivéve egy a pontot. E pont pont kis kornyezetében legyen
a fiiggvénynek f(s) ~ C|s —a|®, a > =1, o # 2k, k = 0,1,2,..., alakd szingu-
laritasa. Ekkor belathato, hogy f(u) ~ Cetaqy =21 4 — 00 esetén, és a C konstans ex-
plicit médon megadhaté. Heurisztkusan ez az allitas a kovetkezé mdédon magyarazhato.
Az f(s) fliggvény simasdga miatt a fiiggvény Fourier transzformaltjanak aszimptotikus
viselkedését a végtelenben e fiiggvény a pontbeli szingularitdsa hatarozza meg, és az
koritlbelil a

g(u) = C’/ e"S|s —al®*ds = C’em“/ e5|s|* ds

— 00 — 00

o)
— Cezauu—a—l/ €Zs|8’a ds = Cezauu—a—l
—0o0

kifejezéssel egyenld, ha u — oo. A fenti szdmolas nagyon pongyola. A f6 probléma
az, hogy a tekintett integralok az integrandusban szereplé |s|* faktor miatt, legaldbbis
mint Lebesgue integralok értelmetlenek. Ennek ellenére a szdamolas helyes eredményt
ad, s6t az integral dthelyezése az imaginarius tengelyre lehet6vé teszi a C konstans
meghatarozasat is a T'(+) fiiggvény segitségével. Ha tobb pontban van az f fiiggvénynek
hasonlé szingularitasa, akkor ezek hatasa Osszeadddik, amikor a Fourier transzformalt

viselkedését irjuk le a végtelen kornyezetében.

Bar az ebben a megjegyzésben tett eredményeket ebben a feladatsorban nem hasz-
naljuk, az ilyen jellegli eredmények fontos szerepet jatszanak a valdszinliségszamitas és
analizis szamos problémajanak vizsgalataban. Az o = 2k, k = 0,1,..., paramétereket
azért kellett kizérni, mert ebben az esetben az f(s) fiiggvény sima az a pontban. Az
|s —al|* fiiggvény mésfajta viselkedése ezen paraméterek esetében fontos szerepet jatszik
bizonyos statisztikus fizika probléméban.

A kovetkezd 31.-34. feladatok egy mérték viselkedésérdl adnak informéciét a
mérték Fourier transzformaltjanak a segitségével.
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31.) Ha egy ¢ valdszintiségi valtozé ¢(t) = Ee''s karakterisztikus fiiggvénye kétszer dif-
ferencialhat6 az origéban, akkor a £ valdsziniiségi valtozonak 1étezik véges masodik
momentuma, azaz E£2 < oco. Léssuk be teljes indukciéval, hogy amennyiben a
karakterisztikus fiiggvény 2k-szor differencidlhaté az origéban, akkor E¢2F < oo.

32.) Ha egy & valdszintiségi valtozé o(t) = Fe't karakterisztikus fiiggvénye differen-
cidlhatd az origd egy kis kornyezetében, és a derivalt ott Lipschitz « fiiggvény
valamilyen o > 0 szdmmal, azaz |¢’(t) —¢'(s)| < C|t—s|* alkalmas C' > 0 szdmmal,
ha |s| < e, |t| < e valamilyen e > 0 szammal, akkor E|¢| < co. Ervényes a kovetkezd
némileg tartalmasabb becslés is: P(|¢| > u) < const. w1~ minden u > 0 szdmra.

Ha a ¢(t) karakterisztikus fiiggvény 2k + 1-szer differencidlhaté az origd egy kis
kornyezetében, és ott a 2k + 1-ik derivalt Lipschitz o fliggvény valamilyen o > 0
szdmmal, akkor E|¢]?61 < oo,

Megjegyzés: A 31. és 27. feladat eredményeibdl kovetkezik, hogy hogy egy valdszini-
ségi valtozo masodik momentuma akkor és csak akkor véges, ha ennek a valdsziniiségi
valtozonak a karakterisztikus fiiggvénye az origoban kétszer differencialhaté. Ha egy va-
16szintliségi valtozo elsé momentumanak abszolit értéke véges, akkor ennek a valdszinti-
ségi valtozdnak a karakterisztikus fliggvénye differencidlhaté az origéban (és mindentitt).
De az els6 momentum varhatoé értékének létezésének biztositasahoz erésebb megszoritast
koveteltiink meg mint a karakterisztikus fiiggvény derivalhatésiga az origéban. (Ez
lenne a 31. feladat eredményének természetes analogonja.) Bér a 32. feladat feltételei
gyengithetéek, a karakterisztikus fiiggvény derivalhatésaga az origoban nem elegend6
ahhoz, hogy a valdszintiiségi valtozo abszolut értékének elsé momentuma véges legyen.
Valéban, ismeretes az eloszlasfiiggvénnyel kifejezheto sziikséges és elégséges feltétele
annak, hogy a karakterisztikus fiiggvény az origéban differencidlhato legyen. Mivel ez
a kérdés természetes moédon felmeriil a nagy szdmok gyenge torvényének vizsgalataban
fliggetlen egyforma eloszlastu valdszintliségi valtozok atlagéra, ez az eredmény szerepel
a Sztochasztikus és egqy valoszinidségi konvergencia feladatsor 12. feladatdban is. Ez a
feltétel a kovetkezo: Egy F' eloszlasu valoszintiségi valtozo karakterisztikus fliggvényének
a derivaltja az origéban akkor és csak akkor egyenld egy ia, —o0o < a < oo, szammal,
ha

u

lim z [F(—x)+ (11— F(z))]=0, és lim xF(dr) = a.

Xr— 00 uU—00 —u

33.) Ha egy & valészinliségi valtozo karakterisztikus fliggvénye analitikus a nulla kis
kornyezetében, akkor létezik olyan a > 0 szdm, amelyre P(|{| > z) < const.e™ "
minden z > O-ra.

34.) Ha egy ¢ valdszintiségi valtozd p(u) = FEe™¢ karakterisztikus fiiggvénye integrél-
haté, azaz [ |¢(u)|du < oo, akkor a & valdszinliségi véltozénak létezik f(x) siirti-
ségfiiggvénye. Ha |p(u)| < const. |u|~*+17¢) valamilyen & > 0 szdmmal, akkor az
f(x) stirtiségfiiggvénynek létezik folytonos és korldtos k-ik derivaltja. Ha |¢(u)| <
const. e~ %l valamilyen a > 0 szdmmal, akkor az f (z) stirliségfiiggvény analitikus.

Megjegyzés 1: A 34. feladat allitasa részben élesithet6. Ahhoz, hogy a & valdszintliségi
valtozénak legyen sfirtiségfiiggvénye elegendd feltenni azt, hogy a & véltozé p(u) = Eei“s
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karakterisztikus fiiggvénye négyzetesen integralhaté. Ugyanis érvényes a stirtiségfiigg-
vényt a karakterisztikus fiiggvény inverz Fourier transzformaltjanak segitségével kifejezo
képlet négyzetesen integralhaté Fourier transzformaltakra is, csak ebben az esetben a
felirt integralt nem a szokasos Lebesgue integralként értelmezziik, hanem azt alkalmas
Lo-beli kiterjesztéssel kell definialni. Ez egy a Fourier analizisben klaszikus eredmény,
amelyet itt nem targyalok. Az emlitett allitas innen kovetkezik.

Megjegyzés 2: A 8. feladatban megfogalmazott lokalis centralis hatareloszlastételben
megjegyeztiik, hogy a karakterisztikus fliggvény integralhatosagara kirott feltétel gyen-
githeto, elég azt feltenni, hogy a karakterisztikus fliggvény elég magas hatvanya in-
tegralhaté. Az exponencialis eloszlas mutat példat olyan eloszlasra, amelynek karakte-
risztikus fiiggvénye nem integralhaté (lasd 13.c) feladatot), viszont a karakterisztikus
fiiggvény négyzete integralhat6. Tehdt ebben az esetben a 8.) feladatnak csak ez az
élesebb formaja alkalmazhaté. Ennek a példanak mélyebb hatterét jobban megvilagitjak
az el6bbi eredmények. Jegyezziik meg, hogy az exponencidlis eloszlasfiiggvény stlirtiség-
fliggvényének szakadasa van az origoban, és a karakterisztikus fiiggvény eloszlasa e
miatt a szakadas miatt tart lassan nulldhoz a végtelenben. Viszont az exponencidlis
strliségfiiggvény konvoluciéja onmagdaval simabba teszi ezt a fiiggvényt. Az, hogy a
karakterisztikus fliggvény négyzete integralhaté ennek a ténynek felel meg. Hasonld a
helyzet olyan stirtiségfiiggvények esetében, amelyeknek van néhany nem til erds szingu-
laritasuk.

G.) A CENTRALIS HATARELOSZLASTETEL.

A kordbbi eredmények lehetové teszik a centralis hatareloszlastétel bizonyitasat a
karakterisztikus fiiggvények segitségével.

35.) Legyenek &1,&o,. .., fliggetlen, egyforma eloszldsi valdszintiségi valtozdk, E& = 0,
E& = 1. Legyen S, = & + -+ + &,. Lassuk be, hogy az \S/—%, n=12...,
valoszinliségi valtozok eloszlasban konvergalnak a standard normalis eloszlasfiigg-
vényhez.

Vizsgdlni kivanjuk a centralis hatareloszlastételt altalanosabb esetben is, amikor
fiiggetlen, de nem feltétleniil egyforma eloszldsi valdszintiségi valtozok normalizalt rész-
letosszegeit tekintjitk. Erdemes a feladatot kissé dltaldnosabb megfogalmazésban tekin-
teni, amikor minden k pozitiv egész szamra egymastél fliggetlen valdszintiségi valtozok
részletosszegeit tekintjitk, de a kiilonbo6z6 k indexekhez tartozd valdsziniiségi valto-
z0k kapcsolatarol semmit nem tesziink fel. Ha feltessziik, hogy az k-ik sorban levo
valoszinliségi valtozok kicsik, akkor bebizonyithatjuk enyhe feltételek mellett azt, hogy
az k-ik sorban levé valdszintiségi valtozok osszegeinek eloszlasa tart a standard normalis
eloszlashoz.

Lényegében meg tudjuk adni annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy ezek
az Osszegek eloszlasban tartsanak a standard normadlis eloszldshoz. Ezt az &llitast a
késobbiekben pontosabban meg fogjuk fogalmazni. Ennek a pontosabb és dltalanosabb
problémanak a megfogalmazasahoz érdemes bevezetni az alabb definidlandé széria soro-
zat fogalmat. A fliggetlen, de nem feltétleniil egyforma eloszlasu valészintiségi valtozdk
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normalizalt részletosszegeirdl szold centralis hatareloszlastételek kovetkeznek a széria
sorozatokrol bizonyitandé centralis hatareloszlastételbol.

Szériasorozatok definicigja. A

51,17 <o 751,711

ék,l; oo 7€k,nk

valdszintiségi vdltozok rendszere, k — o0, szériasorozat, ha az egy sorban levd & 1,
-y &lony valdszindségi vdltozok figgetlenek. (A killonbézd sorokban levd valdszinidségi
vdltozok kapesolatdrdl nem tételeziink fel semmit.)

A centralis hatérleloszlastelnek a karakterisztikus fiiggvények segitségével adandd
bizonyitdsdhoz az 4ltaldnos esetben érdemes megmutatni, hogy az e’ fiiggvényt jol
kozeliti az elsé k tag Osszege e fliggvény Taylor soraban. Ez a kévetkezo feladat tartalma.

36.) Tetszbleges k nem negativ egész és t valés szamra

: it it)E t|E+1
61t_<1+z_++(z))‘< || (11)

T )T (k+ 1)

Ha adva van egy szériasorozat, és be akarjuk latni, hogy az egyes sorokban levd
Osszegek eloszldsainak van hatéreloszldsa k — oo esetében, akkor természetes a ko-
vetkezd érvelés. Tekintsiikk az egyes sorokban levd & ;, 1 < j < ny, valdsziniiségi
véltozdk ¢y, ;(-) karakterisztikus fliggvényeit. Azt kell belatnunk, hogy ezen karakterisz-
tikus fiiggvények szorzatai konvergalnak. Vegyiik ezen szorzatok logaritmusat. Ekkor a
log ¢, ; (t) fliggvények Osszegét kell tekinteni rogzitett k-ra és t-re. Ha van olyan feltétel,
amely szerint az egyes §, ; valészinliségi valtozok kicsik, akkor természetes azt varni,
hogy ¢, (t) ~ 1 rogzitett t-re, és a log g i(t) ~ (1 — ¢ ;(t)) relacié elég j6 kozelités.
Ekkor elég ezen utébbi kifejezések Osszegét vizsgdlni. A kovetkezo feladat célja ennek a
heurisztikus érvelésnek pontos megfogalmazasa és bizonyitdsa. Ez az eredmény lehetévé
teszi, hogy a centrélis hatareloszlastétel feltételeinek ne csak az elégségességét, hanem
a sziikségességét is vizsgaljuk.

37.) Tekintsiik egy £ valdsziniiségi véltozd (t) karkakterisztikus fiiggvényét valamilyen
rogzitett ¢ szamra.
a.) Ha B¢ =0, E€? < e egy elég kise = £(t) > 0 szdmmal akkor |1—p(t)| < %E{Q,

és |log p(t) + (1 — (1)) < t* (E€2).

b.) Legyen &, k =1,2,..., 1 < j < ny, olyan szériasorozat, amelyre E¢; ; = 0,
ny
k=1,2,...,1<j<mny, lim Y E& ; =1, és a szériasorozat tagjai teljesitik
— 00 j=1 ’
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a lim ( sup E{gj) = 0 kicsiségi feltételt. Jelolje ¢y ;(t) = Ee®ri, —oo <
k=oo \1<j<ny 7

t<oo,aly;, k=12,..., 1 <j < ng, valoszinliségi valtozo karakterisztikus

n
fliggvényét. Az S, = > &k, 1 < k < 00, véletlen Gsszegek akkor és csak akkor
j=1
konvergélnak eloszldsban az m véarhaté értéki és o

eloszlashoz, ha

2 szérasnégyzetii normalis

ok o2 t?
]:

minden —oo < t < 0o szamra.

Bar elsosorban arra vagyunk kivancsiak, hogy az adott feltételek mellett az Sy
részletosszegek mikor konvergdlnak eloszlasban a standard normalis eloszlasfiiggvény-
hez, mégis érdemes volt annak a feltételét is megfogalmazni, hogy a limesz egy m varhato
értékii és o2 szérasnégyzetli normalis valészintiségi valtozo legyen. Fogunk arra is példat
mutatni, hogy bar nulla varhaté értékii valészintiségi valtozok Osszegét vizsgaljuk, a
hatareloszlas lehet m # 0 varhaté értéki is.

A szériasorozatokrdl szolo centralis hatareloszlasfeltétel vizsgdlataban alapvetd fon-
tossagu az alabb megfogalmazandé Lindeberg feltétel. Latni fogjuk, hogy a 37. fel-

ny
adat b.) részében megadott feltételeket teljesitd szériasorozatok Sy = > & ; Osszegei
i=1
akkor és csak akkor konvergalnak a standard normélis eloszlasfliiggvényhez, ha ez a
szériasorozat teljesiti a Lindeberg feltételt.

Lindeberg feltétel definiciéja: Legyen &, £ = 1,2,..., 1 < j < ng, olyan
ny,
szériasorozat, amelyre E&, ; = 0, k = 1,2,..., 1 < j < ng, és klim > Eﬁij = 1.
—)Ooj:]_ ’

Ez a szériasorozat akkor és csak akkor teljesiti a Lindeberg feltételt, ha tetszbleges € > 0
szamra

N
i 2
klggonggk,quKk,ﬂ >e}) =0,
1=

ahol I(A) egy A halmaz indikdtor figgvénye.

38.) Legyen &5, k = 1,2,..., 1 < j < nyg, olyan szériasorozat, amelyre E¢; ; = 0,
ny
k=1,2,...,1<j<ng, klim S EEE ; = 1, és amelyik sorozat teljesiti a Lindeberg
—00 =1 ’

feltételt. Ekkor

a.) a szériasorozat tagjai teljesitik a lim < sup E¢? j) = 0 kicsiségi feltételt.
k=00 \1<j<ne

Nk
b.) Az S, = > &y, 1 < k < o0, véletlen Gsszegek eloszlasban konvergédlnak a
i=1
standard, azaz nulla varhat6 értékii és 1 szérasnégyzetii normalis eloszldshoz,
ha k — oo.
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Ervényes az elobbi feladat kovetkezo megforditasa:

39.) Legyen & 5, k=1,2,..., 1 < j < ny, olyan szériasorozat, amelyre E¢;, ; =0, k =
ny
1,2,...,1<j <ng, klim > E&2 ; =1, 6s teljesiti a kovetkezd kicsiségi feltételt:
—00 j=1 ’

ny
lim ( sup FE&? J> = 0. Tegyiik fel ezen kiviil azt, hogy az S, = > &k, 1 <k <

k—oo \1<j<n, Jj=1

oo, véletlen Osszegek eloszlasban konvergalnak egy 1 szordsnégyzetii és tetszoleges
varhato értékii normalis normalis eloszldshoz, ha k — co. Ekkor a & 5, 1 < k < oo,
1 < 7 < ng, szériasorozat teljesiti a Lindeberg feltételt.

Kiilon hangstilyozzuk, hogy a 39. feladatban nem csak azt koveteltiik meg an-
nak biztositasara, hogy a Lindeberg feltétel teljesiiljon, hogy az Si részletosszegek
eloszlasban egy normélis eloszlashoz konvergaljanak, hanem azt is, hogy a hatareloszlés-
nak a “helyes” 1 szérdsnégyzete legyen. Fogunk mutatni példat arra, hogy lehetséges az,
hogy a & ;, 1 <k < oo, 1 < j < nyg, szériasorozat teljesiti az lim sup Efk] =0

k—oo \1<j<ny

kicsiségi feltételt, nem teljesiti a Lindeberg feltételt, és az Sj véletlen Gsszegek el-
oszlasban konvergalnak egy normadlis eloszlashoz. De ebben az esetben a normalis
hatareloszlas szérasnégyzete kisebb mint 1. Az ilyen példak vizsgalata el6tt megtargyal-
juk, hogy az el6z6 eredmények milyen eredményt adnak fiiggetlen, nem feltétleniil egy-
forma eloszlasi valdszintiségi valtozék normalizalt részletosszegeinek hatareloszlaséara.
Ennek érdekében megfogalmazzuk a Lindeberg feltétel alkalmas verzidjat fiiggetlen
valészintiségi valtozok sorozatara.

Lindeberg feltétel fliggetlen valdszintliségi valtozok sorozataira: Legyen &,, n =

1,2,..., figgetlen valo’szz’nﬁségi vdltozok sorozata, amelyre E€, = 0, 02 = E¢2 < o0,

n=12..., ésazs? Z ak, n=1,2,..., sorozat teljesiti a lim s2 = oo feltételt.
k=1 n—oo

Azt mondjuk, hogy a &,, n =1,2,..., sorozat teljesiti a Lindeberg feltételt, ha minden

e >0 szamra

hm ) Z I({|&k| > esn}) = 0.
5 k=

A Lindeberg feltétel szemléletes tartalma az, hogy az egyes valdszintiségi valtozok
tulsdgosan nagy (az Osszeg szérasdval Osszemérhetd) értékeinek a hatdsa elhanyagol-
hatéan kicsi. Az ilyen rendkiviil nagy értékek kevéssé befolyasoljak mind a normalizalt
Osszeg eloszlasat mind az Osszeg szorasnégyzetét, tehat a normalizalo faktort. Ezt a
tényt fejezi ki a kovetkezo feladat. E feladat eredményének a késébb targyalando 42. fel-
adattal egyiitt a kovetkezd kovetkezménye is van. Tekintslink egy szériasorozatot, amely
teljesiti a Lindeberg feltételt. Ha e szériasorozat tagjainak a tul nagy (nagyobb mint
e > 0) értékeit levagjuk, majd a csonkitott valdszintliségi valtozdkat gy normalizéljuk,
hogy varhaté értékiik nulla legyen, akkor e médositott valdszintiségi valtozokbol képzett
részletosszegek ugyanolyan hatareloszléds tételt teljesitenek mint az eredeti szériasorozat
tagjaibdl képzett részletosszegek.
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ng
40.) Ha egy &k, 1 < j < ny, szériasorozat klim > E&ij =1, B, = 0, teljesiti a
—00 j=1 ’

Lindeberg feltételt, € > 0 tetszéleges pozitiv szdm, & ; = & j(e) = &p i I1(|ék 4] <
s _ _

e) — B¢, ;1(|¢k,;] < €), akkor lim Z EE;; = 1. Tovébba, bevezetve az S), =

Z fk,j és Sy = Z &k,j részletosszegeket az Sy, — S, kiilonbségek sztochasztikusan

7j=1 =1
tartanak nulldhoz, ha k — oo.

Adva fiiggetlen Valészfnﬁségi valtozok egy &,, n = 1,2, ..., sorozata, amelyre F¢,, =

0,02 = BE2 < 00, ésaz 52 Z o? teljesitia lim s2 = oo reldciét, definidljuk e sorozat
k= n—oo

Segltsegevel a kovetkez6 & 5, k; =1,2,..., 7 = 1,...,ng, szériasorozatot: np = k és

§kj = 5, hal<j<k A¢&,n= 1,2, ... akkor és csak akkor teljesiti a Lindeberg
feltételt, ha az el6bb definidlt & ; sorozat teljesiti azt. Ezért a széria-sorozatokrdl
sz0lo centralis hatareloszlastétel, illetve annak megforditasa atfogalmazhaté fliggetlen
val6szinliségi véaltozok normélizalt részletOsszegeire is. (A megforditds esetében a szé-

2

max O'k
riasorozatokra vonatkozd egyenletes kicsiségi feltétel megfeleloje a lim % =0
n—oo

n

feltétel.) A kovetkez6 feladatban megadunk olyan tulajdonsigokat, amelyekbdl kovet-
kezik a Lindeberg feltétel.

41.) Legyen &,, n =1,2,..., fliggetlen valdsziniiségi véltozdok sorozata amelyre K¢, =
0,02 = B2 < oo, n=1,2,..., lim s2 = oo, ahol s2 Zak Ez a sorozat
n—oo

teljesiti a Lindeberg feltételt, ha a kovetkezd tulajdonsagok egylke teljestil.

a.) El&|*TY < oo, minden k£ = 1,2,... szédmra valamilyen o > 0 konstanssal, és
n 2/(2+a)
(5 per-)
lim —f=t p: = 0. Specidlisan, ez a feltétel teljesiil akkor, ha F¢2 > K
n—oo n
valamilyen K > 0 szammal minden k£ = 1,2,... indexre, és ezenkiviil érvényes az

E lim k=2 B|&|?® = 0 reldcid.

b.) A fiiggetlen &,, n = 1,2,..., valdsziniiségi valtozdk egyforma eloszlasiak. (Tehat
a 35. feladat eredménye kovetkezik az altalanos feltételek kozott megfogalmazott
centralis hatareloszlastételbdl is.)

Példat akarunk mutatni, olyan a kicsiségi feltételt teljesito fiiggetlen, nulla varhaté
értékii véges szorasu, a kicsiségi feltételt teljesito valdszinliségi valtozokra, amelyek alkal-
masan normalizalt részletosszegei eloszlasban konvergalnak a standard normélis elosz-
lashoz, viszont a normalas nem tipikus, azaz nem a részletosszegek szorasaival osztunk.
Egy ilyen konstrukcié egyben példat ad arra, hogy a fiiggetlen valdszintiségi valtozok
normalizalt részletdsszegei (nem tipikus normalassal) teljesithetik a centralis hatarelosz-
lastételt akkor is, ha a Lindeberg feltétel nem teljesiil. A konstrukcié elvégzéséhez
érdemes el6bb belatni egy egyszerii és sok vizsgalatban hasznos allitast. Ez azt mondja
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ki, hogy eloszlasban konvergens valdszinliségi valtozok sorozata ugyanahhoz a hatér-
eloszlashoz konvergal mint e valdsziniiségi valtozdk kis perturbéciéi. Megjegyezziik,
hogy hasonlé allitds nem csak valds szam értékii valoszintiségi valtozokra érvényes.

42.) Legyen adva valészintiségi valtozok két S, és T,,, n = 1,2, ..., sorozata, amelyekre
az Sp,n =1,2,..., sorozat eloszlasban konvergdl valamilyen F eloszldshoz, és a T,,,
n = 1,2,..., sorozat sztochasztikusan konvergél nulléhoz, azaz P(|T,| > ¢) — 0
minden ¢ > 0 szamra, ha n — oo. Ekkor az S,, + T},,, n = 1,2,..., sorozat szintén
konvergél eloszlasban az F' eloszlashoz.

43.) Konstrualjunk fiiggetlen £, n = 1,2,..., valdszinliségi véaltozokbdl &ll6 soroza-
n
tot, amelyre B¢, = 0, B2 =1, n=1,2,...,ésaz S, = >, &, n = 1,2,...,
k=1
valoszinliségi valtozok teljesitik a kovetkezo allitast:

a.) A \/g Sn,n=1,2,..., sorozat eloszlasban konvergdl a standard normalis eloszlas-
hoz.

b.) A \/gSn, n=1,2,..., sorozat eloszlasban konvergal egy m # 0 varhato értéki és

1 szorasnégyzetli normalis eloszlashoz.

A 38. feladat eredményébdl kovetkezik, hogy egy a 43. feladat allitasat kielégito
konstrukcié nem teljesiti a Lindeberg feltételt. A Lindeberg feltétel teljesiilése esetén

ugyanis a i—% sorozat konvergalna eloszlasban a standard normalis eloszlashoz.

H.) A TOBBDIMENZIOS CENTRALIS HATARELOSZLASTETEL.

A tébbdimenzids hatareloszlastételek hasonldéan vizsgélhatoak az egydimenzids ha-
tareloszlastételekhez a karakterisztikus fiiggvények segitségével. Sot, a kovetkezo két
(szintén a karakterisztikus fiiggvények segitségével bizonyithato) feladat lehetévé teszi,
hogy a tobbdimenziés hatareloszlastételek vizsgalatat kozvetleniil visszavezessiik az egy-
dimengziods esetre.

44.) Legyen Z = (Z1,...,Zm), n = 1,2,..., m-dimenziés valésziniiségi vektor. Te-
m

kintsiik tetszbleges valés ai,...,a,, szamokra az Z = Z(ai,...,am) = Y, a;Z;
j=1

valészintiségi valtozot. A Z valdszintiségi vektor eloszlasat meghatarozza az Osszes
Z =Z(ay,...,ay) egydimenzids valoszintiségi valtozé eloszlasa.

45.) Legyen Z,, = (Z1n,---,Zmn), n = 1,2,..., m-dimenzids valdszintiségi vektorok
sorozata. A Z,, valésziniiségi vektorok akkor és csak akkor konvergalnak eloszlasban
valamilyen m-dimenziés eloszldshoz n — oo esetén, ha tetszoleges aq, ..., a,, valos

m
szamokra a Z,, = Z,(a1,...,am) = a;jZjn, n=12 ..., egydimenzids valdszi-

=1

niiségi valtozok eloszlasban konvergglnak n — oo esetén. Ha a Z, valdszinliségi
vektorok eloszldsban konvergalnak, akkor létezik egy olyan egyértelmiien megha-
tarozott p valdszinliségi mérték az m-dimenzids euklideszi térben, amelyre egy
w eloszlasu Z = (Zy,...,Z,,) vektorra és tetszéleges aq,...,a,, valds szamokra

31



m

a Z = Z(ay,...,am) = 21 a;Z; valoszinliségi valtozo eloszlasa megegyezik a
]:
Zn = Zp(aq,...,an) valésziniiségi valtozdk hatéareloszlasaval. Tovabbd ez a p

valészintiségi mérték a Z,, véletlen vektorok eloszlasainak a hatarértéke.

Definialjuk a tobbdimenziés normalis eloszlas fogalméat. Ez az eloszlas hasonld
szerepet jatszik a tobbdimenzids hatareloszlastételekben, mint a normadlis eloszlas az
egydimenziés esetben. A definicié megfogalmazasa elétt idézziik fel, hogy egy Z =
(Z1, ..., Zy) m-dimenzids valoszintiségi vektor varhaté értéke az M = (M, ..., M,,),
M; = E¢;, 1 < j < m, m-dimenzids vektor, kovariancia matrixa pedig az az m X m-es
(Dj k), 1 < j,k <m, métrix, amelyre D, , = EZ;Z,, — EZ;EZ,, = E(Z; — EZ;)(Z), —
EZy). Megjegyezzik, hogy egy b = (by,...,b,,) vektoron egy sorvektort fogunk érteni,
és az ennek a transzponaltjaként kapott oszlopvektort b*-gal fogjuk jelolni. Ha x =
(1,...,Tm) € R™ ésy = (y1,---,Ym) € R™ két m-dimenzids vektor, akkor ezek

m
skaldrszorzatat (x,y)-nal jeloljiik, azaz (x,y) = > z,y,.
j=1

Tobbdimenziés normalis eloszlas definiciéja. Legyenek &, 1 < j < m, m fiiggetlen

standard normdlis eloszlasu valdsziniségi vdltozok. Ekkor a & = (&1,...,&m) véletlen
vektort m-dimenzios standard normdlis eloszldsiu valosziniségi vdltozonak, eloszldsdt
pedig az m-dimenzids standard normdlis eloszldsnak nevezzik. Ha B = (bjr), 1 <
Jj,k < m, m x m-es mdatric, M = (M, ..., My,) m-dimenzids vektor £ = (&1,...,&m)

pedig m-dimenzios standard normdlis eloszldsu valdsziniségi vektor, akkor EB + M m-
dimenzios normadlis eloszlasu valdsziniiségi valtozo. Egy p m-dimenzids eloszldas akkor
és csak akkor normadlis eloszlds, ha megegyezik eqy elobb definialt m-dimenzios normadlis
eloszlasiu valdsziniségi valtozo eloszlasdval alkalmas B m x m-es matriz-szal és M € R™
vektorral.

Jellemezziik el6szor a tobb-dimenzids normalis eloszlasokat.

46.) Tetsz6leges m-dimenzids valoszintiségi vektor ¥ kovariancia métrixa szimmetrikus

pozitiv (szemi)definit métrix, azaz minden m-dimenziés x = (z1,...,z,,) vektorra
xYx* = (xX,x) > 0. Megforditva, tetszbleges ¥ m x m szimmetrikus, pozitiv
definit matrixra és M = (M, ..., M,,) m-dimenzids vektorra létezik ¥ kovariancia

matrix-szal és M varhaté értékkel rendelkezé m-dimenzids normalis eloszlas. Ennek
az eloszlasnak a karakterisztikus fliggvénye

) . t2. t
Sty 1) = BB — Bpiltaittintn) _ oy {—% Tit, M)} . (13)

ahol t = (t1,...,tm), és & = (&1,...,&n) egy M varhaté értékii és ¥ covari-
ancia matrixid m-dimenziés normalis eloszlasu valdszintiségi valtozé. Specialisan
egy M varhaté értékii és ¥ kovariancia matrixii normalis eloszlast egyértelmiien
meghataroz annak M varhaté értéke és X kovariancia matrixa.

Megjegyzem, hogy annak a ténynek, hogy egy m-dimenziés M varhaté értéki és X
kovariancia matrixi normaélis eloszlast egyértelmiien meghataroz az eloszlas M varhato
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értéke és X kovariancia matrixa, illetve annak a ténynek, hogy egy normadlis eloszlas
karakterisztikus fiiggvényét a (13) formula irja le szdmos viszonylag egyszerti, de fontos
kovetkezménye van. Bar ez nem téméja ennek a feladatsornak, targyalok két olyan
eredményt, amelyek hasznosak ilyen vizsgalatokban.

A7)

48.)

Legyen £, 1 < j < m, m fiiggetlen standard normélis eloszlast valdszinliségi
valtozé, M = (My,..., M;) egy [-dimenzids (determinisztikus) vektor, és B egy
[ x m méretii (téglalap) métrix. Ekkor (n1,...,m) = (&1,...,&m)B + M egy -
dimenziés normalis eloszlasu véletlen vektor. Specidlisan, ha egy n m-dimenzios
normadlis eloszlastu véletlen vektornak csak [ koordinatdjat orizziik meg, akkor ily
moédon egy [-dimenzids normalis eloszlasi véletlen vektort kapunk.

Legyen n = (n1,...,nm) olyan m-dimenziés normalis eloszldsi véletlen vektor,
amelynek ¥ = (0,,4), 1 < p,q < m, kovariancia métrixa rendelkezik a kévetkezd

k
tulajdonsaggal: Az {1,...,m} halmaznak megadhaté olyan {1,...,m} = |J Lj,
j=1

1 < j <k, particidja, amelyre a ¥ matrix nem zérd elemei az Ly X Ly, ..., Li X Ly
négyzetek uniéjdba vannak koncentralva, azaz o,, = 0, ha p € Lj, ¢ € Lj, és
j # j'. Ekkor az n vektor koordindtdinak megfelelé csoportositdsdnak segitségével
képzett n; = (np, p € Lj;), 1 < j < k, véletlen vektorok egymadstdl fliggetlen
normalis eloszlasu véletlen vektorok.

Végiil megfogalmazom a tobb-dimenzids centralis hatareloszlastételt fliggetlen va-

16szintliségi vektorok alkalmasan normalizalt részletosszegeire. Ezt az allitast nem fogal-
mazom meg a lehet6 legaltalanosabb formaban, és nem targyalom az eredmény széria-
sorozatokrol szolo valtozatat sem, noha az is lehetséges volna.

49.)

Legyen & = (§1ks---5&mk), £ = 1,2,..., fliggetlen m-dimenzids valdsziniiségi

véaltozdk sorozata, amelyek varhato értéke 0, azaz My = (E&i k..., Eém k) =

(0,...,0), minden k = 1,2,..., szamra. Tegyiik fel, hogy a & = (1%, .-, &m k)

valoszinliségi vektoroknak minden k£ = 1,2,..., szdmra létezik véges X kovariancia
n

matrixuk, tovabba teljesil a lim A% > ¥ = X feltétel alkalmas ¥ métrix-szal
nTee T =1

és A,, n = 1,2,..., szamokkal, amelyekre A, — oo, ha n — oco. Ha ezenkiviil
a &g, k=1,..., valoszinliségi vektorok minden koordinatdja teljesiti a Lindeberg

feltételt, azaz minden ¢ > O-ra

1 n
lim — Z E§§7kI(\§p7k| >¢eA,) =0, minden p=1,...m szamra,  (14)

n—oo 2
A k=1
n
akkor az ALSn = AL(SLH, ey Smn) = AL > (&1.ks - - - &m k) normalizélt részlet-
osszegek eloszldsban konvergédlnak az M = (0,...,0) varhaté értékkel és 3 kovari-

anciaval rendelkezd m-dimenzios normalis eloszlashoz.

Specidlisan, ha & = (&1k,---,&mk), k= 1,2,..., fiiggetlen egyforma eloszldsi m-
dimenzids valdszintiségi valtozdk sorozata, nulla varhaté értékkel és véges X kovari-
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50.)

n
ancia matrix-szal, akkor az \/Lﬁ(Sl, ceySm) = \/Lﬁ k¥1(§1’k7 ..+, &m k) normalizalt

részletosszegek eloszlasban konvergdlnak az M = (0,...,0) varhaté értékkel és
kovariancidval rendelkezé m-dimenzids normalis eloszlashoz.

Legyen &, = ({&1ny---,&mmn), n = 1,2,..., fiiggetlen m-dimenzids valdsziniiségi
véltozdk sorozata, amelyek varhato értéke 0, és a &, = (&1 p, - - -, &m,n) valdszinliségi
vektoroknak létezik véges ¥,, kovariancia matrixuk minden n = 1,2,..., szamra.

n

Tovabba teljesiiljon a lim A% > %, = X feltétel alkalmas ¥ matrix-szal és A,,,
nTeo T k=1

n = 1,2,..., szamokkal, amelyekre A,, — oo, ha n — o0, és legyen érvényes a

max max EE? ©
. <j<m1<k<n 7’ s e . , ’
lim =Z5mi=is = 0 kicsiségi feltétel. Ha az 5= sorozat eloszldsban kon-
n— oo A3 A
vergél egy 3 kovarianciaju m-dimenziés normalis eloszlashoz, akkor teljesiil a (14)

formuldban megfogalmazott Lindeberg feltétel.

Néhany tovabbi megjegyzés

Felsorolok néhany tovabbi problémat, amelyek vizsgalata természetes folytatdsa az itt
targyalt feladatsornak.

1)

A centralis hatareloszlastételt a vizsgalt normalizalt részletosszegek karakterisztikus
figgvényének konvergenciajabol vezettiik le. Valojaban nemcsak a karakterisztikus
fliggvény konvergencidjat tudjuk bizonyitani, hanem meg tudjuk allapitani a kon-
vergencia sebességét is, illetve alkalmas sorfejtéssel a karakterisztikus fiiggvénynek
olyan jobb kozelitését tudjuk adni, amelyben a normaélis eloszlas karakterisztikus
fliggvényhez alkalmas korrekciés tagokat adunk hozza. Természetes azt varni, hogy
ennek segitségével pontosabb informaciot tudunk nyerni arrél, hogy a normalizalt
részletosszegek eloszlasai milyen sebességgel konvergalnak a normaélis eloszlashoz,
illetve a normalizalt részletosszegek eloszldsara pontosabb sorfejtést tudunk adni.

Hasonléan vizsgalhatjuk fliggetlen valdszinliségi valtozok alkalmasan normalizalt
részletosszegeinek striiségfiiggvényének konvergenciajat a standard normadlis stri-
ségfliiggvényhez. Ez a probléma egyszeriibb, mert a stirtiségfiiggvényt a viszonylag
egyszerll inverz Fourier formuldval ki tudjuk fejezni a karakterisztikus fiiggvény
segitségével. Az eloszlasfliggvények kiszamitdsara nincs ilyen egyszeri formula,
viszont alkalmas simitassal eloszlasok konvergencidjanak vizsgalatat vissza tudjuk
vezetni a striiségfiiggvények vizsgalatanak egyszeriibb probléméjara. Ilyen médon
néhany onmagaban is érdekes gondolat segitségével jol tudjuk vizsgdlni a konver-
genciasebességet a centrdlis hatareloszlastételben. Ez a vizsgdlat lesz a téméja e
feladatsor (lényegesen rovidebb) masodik részének.

Bar lattuk, hogy fiiggetlen valészintiségi valtozék alkalmasan normalizalt részlet-
Osszegei nagyon altalanos feltételek mellett a normalis eloszlashoz konvergalnak,
felmeriil az a kérdés, hogy milyen egyéb hatareloszlastételek lehetségesek fiiggetlen
val6szintliségi valtozok alkalmasan normalizalt részletosszegeire, illetve szériasoro-
zatok egy sorban levo elemeinek az Osszegeire. Természetes megkdvetelni bizonyos
kicsiségi feltételt, amely feltétel azt hivatott biztositani, hogy a vizsgalt 6sszegekben

34



nincsenek olyan dominans tagok, amelyek nagysagrendje ugyanakkora mint a teljes
Osszegé. Erre a kérdésre ismeretes a véalasz. A vizsgalatban kulcsszerepet jatszik
az ebben a feladatsorban FEloszldisok konvergencidjdrdl szolo Alaptétel-nek nevezett
allitas, amely lehet6vé teszi a probléma ekvivalens megfogalmazasat a karakterisz-
tikus fliggvények nyelvén. Az elsé vizsgalandé kérdés ebben a problémakorben
a lehetséges hatareloszlasok leirasa. Kz bizonyos az eloszlasfliiggvények terében
definialt operatorok fix-pontjainak a vizsgalatdhoz vezet. Ezek megoldasa szolgdl-
tatja az ugynevezett korlatlanul oszthaté eloszlasokat, amelyek hatareloszlastételek
lehetséges limeszei. Ezutan meg tudjuk adni azt is, hogy adott korlatlanul oszthatd
eloszlasok milyen modellek hatareloszlasaként jelennek meg.

Bar ezek a vizsgalatok a karakterisztikus fiiggvények nyelvén megfogalmazott ma-
tematikai analizis problémak vizsgalatat tartalmazzak, ezen problémédk megoldasa
mogott szemléletes valdszintiségszamitasi gondolatok vannak. Megjegyzem, hogy
bar mint emlitettiik a centralis hatareloszlastételen kiviil egyéb hatareloszlastételek
is vannak, a centralis hatareloszlastétel az egyetlen ,,univerzalis” jellegli hatarelosz-
lastétel, amelyben a hatareloszlas ,,elfelejti” az egyes Osszeadandok eloszlasat. Ezt
a meglehetdsen pongyola megfogalmazast pontosabban is meg lehet fogalmazni, de
ezt itt nem tessziik. A 2. pontban targyalt problémakor elég részletes targyaldsa
bizonyitasokkal és a bizonyitasok hatterében 1évo gondolatok kifejtésével egyiitt
megtaldlhaté a homepage-emen Hatdreloszldstételek és korlatlanul oszthato eloszld-
sok cimen.

Tekintsiik fliggetlen, egyforma eloszlasid, nulla varhatd értéki és véges szérasu

n

€1,&, ..., valdsziniiségi valtozdk sorozatit, illetve ezek S, = > &, n=1,2,...,
k=1

részletosszegeit. A centralis hatareloszlastétel jo becslést ad nagy n és rogzitett

x szamokra a P (\S/—% > ac> valészintiségekre. Felmeriilhet a kérdés, tudunk-e ha-

sonléan jo becslést adni a P (j—% > xn> valoszinliségekre, azaz olyan x, korlat

atlépésének a valdszinliségére, amely szintén fligg az n paramétertdl. Kiilonosen
fontos az az eset, amikor x,, = x/n, azaz amikor annak a valdsziniiségét vizsgaljuk,
hogy fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdsziniiségi valtozdk atlaga nagyobb, mint
valamilyen x korlat. E kérdést illetve néhény hozzakapcsolodd problémat a Nagy
eltérések elmélete; Filggetlen wvalds értéki wvaldsziniiségi vdltozok. feladatsorban
targyaltam. Megjegyzem, hogy a fent emlitett valoszintiségekre adott becslés nem
egyezik meg azzal a becsléssel, amelyet a centralis hatareloszlastétel formalis kiter-
jesztése sugallna.

Természetes lenne a P(S,, > nx) valésziniiségeket ugyanannak a moddszernek a
segitségével vizsgdlni, mint amelyik lehetové tette a centralis hatareloszlastétel-
ben szerepld P(S, > /nz) valdszinliségek vizsgdlatdt. Ez a moédszer azonban
nem mikodik, és ha megértjitk ennek az okat, akkor konnyebben megtalalhatjuk a
matematikai analizisnek azt az egyébként is fontos modszerét, amely lehetévé teszi
a minket érdeklo probléma megoldasat. Tegylik fel, hogy a vizsgalt valdsziniliségi
valtozok szépen viselkednek, példaul van szép striségfiiggvényiik, és vizsgaljuk
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a P(S, > nz) eloszlasfiiggvény helyett annak f,(z) = -LP(S, > nz) siirt-
ségfiiggvényét. Ekkor az f,(z) = o= [e "7 (t)dt integralt kell vizsgdlnunk,
ahol p(t) a & valdszinliségi valtozd karakterisztikus fliggvénye. Amikor az ezzel
a kérdéssel analog lokalis centralis hatareloszlastételt vizsgaltuk, hasonld integralt
kellett becsiilniink. Az egyetlen kiilonbség az volt, hogy ott az e!"* faktor helyett
az eV tényezd szerepelt a vizsgdlandé integralban. A lokalis centralis hatdrelosz-
lastétel vizsgalatat az tette lehetové, hogy egy szingularis integralt kellett vizsgélni,
amely erdsen lokalizélva volt az origd kis kornyezetében. Az analdég nagy eltérés
probléma vizsgalataban is elmondhatjuk ugyanezt. Mégis, ekkor a probléma ne-
hezebb lesz. Ennek az az oka, hogy az integrandus komplex értékii, és hidba van
az integrandus abszolut értékének éles maximuma az origd kornyezetében, az ima-
ginarius részben szereplé nagy fluktuacié a maximum hozadékat erésen csckkenti,
és ilyen egyszertien nem kapunk jé eredményt. A lokalis centrélis hatareloszlastétel-
ben ez a probléma azért nem jelenik meg, mert az itt vizsgdlt integralban az integ-
randus imaginarius részének a fluktuaciéja viszonylag kicsi. Ez azért van igy, mert

csak e~V & nem e faktor szerepel az integralban, és dflit) =FE&H =0.

Ilyen jellegli problémak sokszor megjelennek az analizisben, és ezek vizsgalatara
dolgoztdk ki a nyeregpont moddszert. frjuk a minket érdekl$ integralt f,(z) =
2 [ en(=itatloge(t) gt formdban. (A most targyalt heurisztikus szinten eltekintiink
néhany technikai kényelmetlenségektol, mint példaul attdl, hogy egy fliggvénynek
nem mindig vehetjitk a logaritmusédt.) Ha az integrandus exponensében szerepld
n(—itz + log p(t)) fiiggvény a t valtozé analitikus fliggvénye, akkor a nyeregpont
modszer azt javasolja, hogy helyezziik at az integralasi utat egy a nyeregponton,
azaz a

d(—izz +log ¢(2))

dz

egyenlet megoldasan atmené alkalmas gorbére. Ekkor az athelyezett integralban
szerepld integrandus abszolut értékének (lokalis) maximuma lesz a nyeregpont-
ban, és az imaginarius rész fluktuaciéja is viszonylag kicsi és kezelhetd lesz. En-
nek a gondolatnak a kovetkezetes végigvitele lehet6vé teszi a nagy eltérés prob-
lémakor megfelel6 vizsgalatat. Jegyezziik meg, hogy sok valdszinliségszamitasi
tankonyvben a nagy eltérés problémakor vizsgalatdaban nem beszélnek a nyereg-
pont médszerrol, hanem ehelyett tigynevezett konjugalt eloszlasok bevezetésével
vizsgaljak a problémat. Viszont, ha megértjiik e modszer mélyebb hatterét, akkor
lathatjuk, hogy a konjugdlt eloszlasok bevezetése interpretalhatd gy is, mint a
nyeregpont moédszer alkalmazésa a nagy eltérés problémakor vizsgalataban, csak
maga a modszer le van forditva a valdszintiségszamitas nyelvére.

=0

Még egy fontos megjegyzés: Ahhoz, hogy a nyeregpont médszer miikédjon fel kellett
tenniink, hogy analitikus fliggvényekkel dolgozunk. Felmeriilhet a kérdés, nem
jelent-e ez a technikai feltétel folosleges megszoritast. A részletes vizsgalat azt
mutatja, hogy nem. A szamoldsokban megjelené fiiggvények analitikussdganak
konkrét valdszintiségi tartalma van, és mint azt a részletes analizis mutatja, a nagy
eltérés problémakban vizsgalt valészinliségek viselkedése fiigg attdl, hogy ez az
analiticitasi feltétel teljesiil-e vagy sem.
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Megoldasok

1.)

Legyen I =

1 [e’¢) —u2/2 s 2 . / . /
NoTT f_oo e~ %" /2a dy. Ekkor kiszémitva I2-et, mint kétszeres integralt,
majd attérve polar koordinatarendszerre kapjuk, hogy

IQ _ / / —(u +v?%)/2a du
2am
:/ / - _T/Qadrdgo /ﬂidgpzl.
- 2 a _p2m

Innen kovetkezik a feladat elso allitasa.
Rogzitstiink egy a > 0 szamot. Ekkor u = u — z helyettesitéssel kapjuk, hogy

F(z) e~ /2 gy = 1

1

V2ar
minden valds z szamra. Ha z komplex szdmokra akarjuk ezt az azonossagot belatni,
akkor a kovetkezd két komplexfiiggvénytani érvelés valamelyike segit befejezni a
bizonyitast.
Elsé érvelés: Mivel mind a fent definidlt F'(z) mind a G(z) = 1 analitikus fliggvé-
nyek a komplex szdmsikon, és megegyeznek a valds szamegyenesen, ezért megegyez-
nek az egész komplex szamsikon. Az F'(z) fiiggvény azért analitikus, mert az F'(z)
fliggvényt megkapjuk, mint analitikus fliggvények kompakt halmazokon egyenlete-
sen konvergens limeszét, ha az F(z) fiiggvényt definidlé integralt a természetes
integralkozelito osszegekkel approximaljuk. Masrészt tudjuk, hogy analitikus fiigg-
vények egyenletes limesze szintén analitikus fliggvény.

Masodik érvelés: u — z helyettesitéssel

co—Im z )
F(z) = e~ /2y =1,
V2am J—co—Im 2
mivel lim e~ (utiv)*/2a — = 0, és a konvergencia egyenletes a v paraméter sze-

lu|—o00

rint, ha |v| egy korldtos intervallumban van. Innen, illetve abbdl a ténybdl, hogy
egy (szingularis pontokat nem tartalmazo) analitikus fliggvény korintegralja nulla
kovetkezik, hogy a vizsgélt integral értéke nem véltozik, ha a [—oco—ilm z, co—Im z]
integraldsi utat athelyezziik a [—o0, 0o integralasi utra. Ezért igaz a bizonyitandé
allitas.

Legyen & Poisson eloszlasi valdszintiiségi véltozé A = n paraméterrel, azaz P(§ =
k) = "k—Te_”, k =0,1,2,.... Ekkor a tekintend$ Fourier sor a kovetkez6 P, (t)

fiiggvény.
_ Z P(¢ = k)e't* Z 7]"2_ e~ ntikt _ o—ntne’
k=0 k=0

Innen, illetve a (2) formuldbdl k = n vélasztassal kapjuk a (3) formuldt.
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Vegyiik észre, hogy a (4b) formula a (3) és (4a) formula valamint az HLI =1l—-x+
O(2%) =1+ O(z), ha |z| < 1 reldcié egyszerti kovetkezménye.

A (4a) formula bizonyitasa érdekében adjunk fels6 becslést az integral hozadékara
a {t: [t| > n~'/3} tartomanyban. Azutdn tekintsiik az integrdl megszoritasit a
{t: |t| < n~1/3} tartomdnyra, és szamitsuk ki ennek aszimptotikjét pontosan.

Az els6 becslés elvégzésének érdekében vegyiik észre, hogy

en(e“—l—it) — enRe (et —1—it) — 6'rL(cost—l) < e—nt2/4 < €—n1/3/4 ha n—l/S <t<m

és innen

_ 0 (oY), 2

/ en(e“flfit) dt
{n=1/3<t] <}

A masik becslés végrehajtisa érdekében szamitsuk ki a (4a) formula integraljaban

szereplo integrandus aszimptotikajat Taylor-sorfejtés segitségével pontosabban az
origé kis kornyezetében. Azt kapjuk, hogy n(et —1—it) =n (—% — i% + O(t4)>,
és

it_q_ . g2 43 4
en(e 1—it) _ et /26 int® /64+0(nt*)

(A o (42 0 (45))

ha [t| < n~'/3. Felhasznélva ezt a becslést és elvégezve az T = /nt helyettesitést
kapjuk, hogy

—1/3

n nl/6 _
e dt = — e 1—1 + dt
_p—1/3 v ), 6+/n n

=)

Maésrészt

2 3 O(t* + 6 1/3
o ) o)
[t|>nt/6

és

oo 3 4 6
/ 6_t2/2 (1_2. t +O(t -l-t)) gt
o 6yv/n n
- - —t%/2 gy _ = L4322 1 — /9 1
/_Ooe dt /_006\/ﬁte dt+0<n T+ 0 -
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az elso feladatban bizonyitott azonossag miatt, illetve mert a et

paratlan. Ezekbdl a becslésekbol kovetkezik, hogy

1/3
n it . \/271' 1
e =i gy = Y22 (10 (=) ). 2.2
/_n—1/36 \/ﬁ ( + n ( )

A (4a) relacié kovetkezik a (2.1) és (2.2) formulakbol.

A (4d) reldcié hasonléan kévetkezik a (4c) relaciobdl mint a (4b) relacié a (4a)
relaciobdl. Az egyetlen kiilonbség, hogy a pontosabb 14%7: =1l—-z4+2°— -+
(=1)ka? + O (|z|*!) sorfejtést alkalmazzuk, ha |z| < 1. A (4c) formuldt a
(4a) formuldhoz hasonléan bizonyithatjuk. A kiilénbség az, hogy jelen esetben

az n(e —1—it) és az en(¢" ~1711) = ¢=nt*/2(1 4 P, (¢)) formula altal definialt P, (¢)

fliggvény

fiiggvények Taylor sordt nem az elsé hanem a k-ik tagig szdmoljuk ki a [t| < n=2/3
9 Z L (v/mlt])? 1)
intervallumban. Ilyen médon az integrandust e~ "¢ 120 =Ry pontos-

saggal tudjuk kozeliteni egy e~ /an( ) alaku kifejezéssel, ahol I(j) = min{l: Ij >
k4 1}, és a Q,(t) figgvény Q,(t) = Z @ k‘g D alakd. Az utolsé kifejezésben

szereplo QJ fliggvények explicit modon klszamlthato az n paramétertol fliggetlen
polinomok. Specidlisan Q3(t) = F't>. Elvégezve a T = /nt helyettesitést a (4a)
formula bizonyitdsa a pontosabb (40) kozelitést adja.

Vegylik észre, hogy a & valészintliségi valtozo eloszlasnak az h szdm akkor és csak
akkor periédusa, ha |Ee?™%/h| = 1. Valéban, ha |Ee?>™¢/"| = 1, akkor Ee?™%/h =
e2™b/h yalamilyen, valés b szémra. Ez viszont csak akkor lehetséges, ha a g_;b
valészintiségi valtozoé eloszlasa az n = 0, +1,+2, ..., azaz a £ valészintiiségi valtozo a
nh+b,n =0,+1,42, ..., racsra van koncentralva. Megforditva, ha a £ valdszintiségi
valtozd eloszlasa egy nh + b, n = 0,+1,£2,..., racsra van koncentralva, akkor
E|e?™€/h| = 1. Tovabba, ha a & récsos eloszéast valoszintiségi valtozé nem egyetlen
pontba van koncentralva, azaz léteznek olyan a és b szamok, a # b, amelyekre
P(¢ =a) > 0és P(¢ =b) > 0, akkor minden elég kis t > 0 szdmra |Ee®¢| < 1, s6t
az |Ee't| fiiggvény folytonossaga miatt létezik egy legkisebb t > 0 széam, amelyre
|Eei's| = 1.

Vegyiik a legkisebb ¢ > 0 szdmot, amelyre |Fe’¢| = 1. Ekkor h = —” a legnagyobb
h, amelyre & egy h strlségi nh + b, n = 0,£1,42,..., racsra van koncentralva.

oo

Ekkor a & — b fiiggvény P(t) = FEe'¢=b) = Z P(¢ — b = nh)e?™" Fourier
sordnak a periédusa 2F. Tovabba, a h konstrukei6jabdl latszik, hogy |P(t)| < 1, ha
0<t< 2Z. Ezérta P( ) fiiggvény szimmetriajabol kovetkezik, hogy |P(t)| < 1, ha
0 < |t < . Nyilvén, P(0) = 1.

Formalis, tagonkénti derivalds adja, hogy P( )(t) S ik (nh)ketrhP(E — b =
nh), és L0 = % i nh)*P(E—b=nh) = "B~ b)". Az
t= n=—oo
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E|¢ — b]F < oo feltétel miatt a fenti szdmoldsban végrehajtott tagonkénti derivalds
jogos. Ugyanis a P(t) fiiggvény k-ik derivaltjainak kozelitd részletosszegei teljesitik
N .
a Y. |iF(nh)Fel™hP(¢ — b =nh)| < E|¢ — b|F egyenlétlenséget.
n=—N

A (2) formula illetve az utana felirt formula alapjan

P(S, =k) = /7r ie*iktpn(t) dt = /

+/ +/ — LD+,
x 2T <tz Jl-<jt<e  Je<lt<n

ahol P(t) = > e**P(& = k), és e > 0 tetszéleges kis pozitiv szam. A feladatot

k=—oc0
megoldjuk, ha az Iy, Is és I3 integralokra jé becslést adunk.
Az I3 integral becslése egyszerii. A 3. feladat eredményébdl és a P(t) fliggvény
folytonossagabol kovetkezik, hogy sup |P(t)| < 1 valamilyen 0 < g = ¢(e) < 1

e<|t|<m
szammal, ezért

[I3] = <q"

1 )
/ — e~ pPn(t) dt

<|t|<m 2m

alkalmas 0 < ¢ < 1 szdmmal. Az I; és I integréalok kiszamitasahoz jo becslést kell
adnunk a P"(t) fliggvényre, ha |t| < e. Kényelmesebb a log P(t) fiiggvénnyel dol-
gozni. (Ez kis ¢ > 0 szdmra lehetséges, mert ebben az esetben a P(t) fliggvény
értéke a [—e,¢] intervallumban szepardlva van nulldtdl.) Egyszerli szdmoldssal
kapjuk, hogy

dlog P(t)  P'(t) dlog P(t) .
= _ =1im
dt P(t)’ dt |,_o ’
d*log P(t)  P"(t)P(t) — P'(t)? d?log P(t) o2 5
= 5 — =-—mz2+m-=—-0",
dt? P2(t) dt? =0
ezért Taylor sorfejtéssel az origd koriil kapjuk, hogy
o2
log P(t) = imt — 71t2 +o(t?), halt| <e.
Innen, mivel |Pn(t)| — enRelog P(t) — 67n02t2/2+0(nt2) < 671102152/37 ha, |t’ < £ és

n > n(e), ezért

1 1
] < — / [P (t)] dt < —— / e T3 gy
2w J 1 <jt)<e 2m = <ltl<e

evn
1 o0 2,2 1 2 2
<— —O’t/Sdt<_ —0 /46.
—w\/ﬁ/_e —\/ﬁe
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Tovabba

1

I = /6\/5 ie—z‘kt+mmt—na2t2/2+o(m&2) di
__1 27
ev/n
: 1 ; 2,2 2
_ i(mn—k)t/\/n—oct*/24o(t )dt
/_1 27r\/ﬁe
1
B 1 . 2,2
_ i(mn—k)t/\/n—oc“t"/2 1 t2 dt
| e (1 +0(t?)
e 1 . 2,2 1 . 2,2
_ i(nm—k)t/\/n—c“t*/2 dt _/ i(nm—k)t/\/n—c“t*/2 dt
/—oo 27?\/56 |t]>1 27‘(\/56
n 1
o\ — ).
NG
Mésrészt

< L6_02/4€2
T /n

1 ; 2,2

/ t(nm—k)t//n—c“t*/2 dt

€
|t\>% 27T\/ﬁ

és az aldbbi integrdl exponensében szereplo kvadratikus alakot kiegészitve teljes
négyzetté kapjuk, hogy

e 1 ' 2,2
i(nm—k)t/\/n—oc“t*/2 dt
/oo QW\/ﬁe

6—(nm—k)2/2n02 0o 0_2 (t nm — k>2 dt e—(nm—k)2/2n02
= expy —— |t —1 =
2m\/n oo P 2 V2mno

az elso feladat eredménye alapjan. Ezekbdl a becslésekbdl kovetkezik, hogy

1 k — 2 1
I — exp _ (k= nm)? < const. ——e 7 /4’
2no 2no? vn

Y

ha n > n(e). Mivel az I, I és I3 kifejezésekre adott becslések tetszbleges € > 0-ra
érvényesek, ha n elég nagy, innen kovetkezik a feladat allitasa.

5.) A feladat megolddsa hasonl6 a 4. feladatéhoz. Mivel jelen esetben a &; valdsziniiségi
valtozénak harom véges momentuma van ezért a log P(t) fiiggvénynek a kovetkezd
pontosabb kozeltitése érvényes: log P(t) = imt — ";t2 + O(t3), ezért P*(t) =

eimnt—no®t*/2+0(nt®) A tovibbi szdmoldsokban az egyetlen lényeges kiilonbség

az, hogy az Iy és Iy kifejezést definialié integralokban masképp definidljuk az in-
tegralési tartomanyt. Jelen esetben I; = f‘t|<n,1/3 és Iy = fnfl/sg\t|<s' Az I; kife-
jezésben szereplo integraldsi tartomanyt azért érdemes a fenti modon valasztani,
mert a {|t| < n='/3} tartomanyban alkalmazhatjuk az e©"") = 1 + O(nt3) és
e=ikt pn(t) = gilmn—k)t—no*t*/2 (1 + O(nt?)) kozelitést. Ezutén alkalmazva a 4. fel-
adatban végrehajtott szdmolds természetes adaptdciéjat kapjuk, hogy az O(nt?)
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5a.)

elhagyéasa az I;-et definidlé integralbdl O (%) hibat ad. Az Osszes tobbi becslés

O(—const. n

hib4ajanak a nagysagrendje lényegesen kisebb e 1) nagysagrendi. Ezért

megkapjuk az 5. feladat becslését.

Jegyezzilkk meg, hogy P(S, = k) = (Z)pk(l — p)"~ k. Tekintsiik el6szor azt az
esetet, amikor an < k < (n valamely 0 < a < [ < 1 szdmokkal. A Stirling
formula alapjan

n\ _ n! _ (%En n L+ 0 1
k kl(n — k)! (n=k)" k(@)’f 2rk(n — k) n
—(n—k) —k
(=3 G mars o)
" A NIRRT
A log x fliggvény p pont koriili Taylor-sorfejtésébol kapjuk, hogy
K\ " k
Pk (—) = exp{kz (logp—log —)}
n n
k([ k k [k 2 k ’
=expy—— | ——p|+t-5|(=-— +O0|n|—-——-p :
b \n 2p n n
Hasonléan,

(1—p)* (n — k) Y

:exp{T:I; (S—p)Jrﬁ(S—p>2+0<n(§—p)3>}.

Az utols6 két fejezést Osszeszorozva és felhaszndlva azt, hogy a vizsgalandd kife-

jezésben a (% — p)2 tag egyiitthatéja

k- n—k  (k—np)?
2p?  2(1-p)*  2p(1-p)

kapjuk, hogy

H(8) o () o))

Mivel £ (1 — £) = p(1 — p) (1 +0 (k_"p>) a fenti becslésekbdl kovetkezik, hogy

n n

(kn—p)* k 3 k 1
exp _n——+0 n ﬁ—p +O ;—p +O po
P51~ (-~ v o(n(t-p)")+0(E-p)+0(3)}

2mp(1 — p)n
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Mivel E¢; = p, Varé&; = p(1 — p) az utolsé becslés egy a kivant formulanal élesebb

becslést ad abban az esetben, ha |k — np| < yn elég kis v > 0 szdmmal. Valéban,

bevezetve az z = k\_/;lp mennyiséget a vizsgalt approximacié hibajat a kovetkezd

£(n) mennyiséggel becsiiltiik:

e(n) =¢e(n,z) < %6_K122 |:exp {KQ— + Kgﬂ + %} — 1:|

alkalmas C > 0, és K; > 0, j = 1,...,4, konstansokkal. Azt kell megmutatnunk,
hogy e(z,n) < %, ha |z| < yv/n. Ez a becslés n'/® > |z| < yy/n esetében
azért érvényes, mert ekkor e(n,z) < e K12°/2. Ha |z| < n!/¢ akkor e(n,z) <
el P (\ZI3+|z|+1
Vvn n
Ha |k — np| > ~n, akkor az 4llitds kovetkezik a P(S, = k) < <2 &5 ag
e~ (k=np)®/2np(1-p) < const. relgciGkbol. Valgjédban sokkal élesebb becslések érvé-
nyesek. Az elsé éllitds a Csebisev egyenl6tlenség kovetkezménye, mert P(S,, = k) <
P(|S, — ES,| > yn) < Vars < comst. - A madsodik egyenlétlenség nyilvénvalo.

) < Cm;ft' , tehat a kivant becslés ekkor is érvényes.

6.) Vezessiik be a 53 = gj_b, j=1,...,n,é S, = Y Ej valészintiségi valtozokat.
j=1
Ekkor EE; = ™=b 65 Varé; = 2, Mivel P(S,, = kh + nb) = P(S,, = k), és S, az

egész pontokra van koncentrdlva mint legritkabb racsra, ezért a feladat allitasa a
4. és 5. feladat kovetkezménye.

7.) Az (5) formulabdl kovetkezik, hogy tetszéleges —oco < A < B < oo intervallumra

igaz a
Sn —nm B 1 2
lim P A<n—<B>:/ ——e /2 qu, 2.3
n— 00 < \/ﬁa A \/% ( )
tovabba a fenti reldci6 egyenletes mindazon (A, B) pontparokra, amelyekre Cy <
a < b < (5 valamilyen rogzitett —oo < C7 < Cy < oo szamokra. Valoban,

P<A<S"\/__—nm<B) = P(AVno +nm —nb < S, —nb < By/no + nm — nb)
no

= > P(Sn=kh+nb)

k: kEK(A,B)
h (kh 4+ nb — nm)?
B 2mno Z P {_ 2no? } + Vo (7)
k: kEK(A,B)

’ ( )

T (km)yeL(A,B)

ahol K(A, B) = {k: A\y/no < kh+nb—nm > By/no} és

kh — b
E(k,n):{ 5T+n,kzo,il,i2,...}ﬂ(a,b),
no
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azaz az "2 pontot tartalmazé —A- stirfiségli rdcsnak az (a,b) intervallumba
Vno vno

es6 pontjai. Innen kovetkezik a (2.3) formula, mert adott n szamra a baloldalon
szereplo valdszintiiség a jobboldalon szereplo integralnak egy ﬁ finomsagu racson
vett kozelité Osszege plusz egy hiba, amely nullahoz tart.

Belatjuk, hogy a fenti allitas A = —oo esetén is érvényes. Valoban minden € > 0-ra
vélaszthatunk olyan K = K (e) szdmot, amelyre f_KK \/%efuz/ 2du > 1 — e. Ekkor
lim P( Sﬁ}#’ <K> >1—¢ és lim P(M <—K) < e. Tnnen

n— oo n— oo Vno

S, —nm r o1 2
limsup |P| 22— <z —/ e /2 gy,
”_’OOp ‘ ( \/ﬁ()’ ) —oo V2T

S — T
< lim sup ‘P (—K < Pn T < x) —/ e~ /2 gy,
n—o0 \/EO' _K V21

Mivel ez a relaci6 igaz minden € > 0 szamra, innen kovetkezik az allitas.
Ha a & Fourier transzformaltja ¢(t) = [~ e® f(z) dx = Ee''*1, akkor S, = & +

e
-+ + &, Fourier transzformaltja Eett &1+ +&) = (Eei1)" = o (¢). Mivel |p(t)] <
1 ezért a " (t) fiiggvény integrdlhaté n > k esetben, és az f,(t) stirtiségfiiggvény
kiszamithaté a (6) formula segitségével, ha abban a ¢(t) fliggvény helyett " (%)
fliggvényt irjuk. Ezért a 8. feladat hasonléan bizonyithaté a 4. feladathoz, csak az
ott vizsgalt (2) integral helyett a (6) integralt kell becsiilni, (ahol ¢™(¢)-t irunk ¢(t)
helyett). Tovabbd a E£? < oo feltétel teljesiilése esetén a ¢(t) Fourier transzformalt
kétszer derivalhato, és ' (0) = iE&, p(0) = —EE2, azaz teljesiilnek azon a P(t)
figgvényre felhasznalt relaciék analogonjai, amelyeket a 4. feladat megoldasaban
hasznéltunk. (A ¢(t) Fourier transzformélt tulajdonsigait az altaldnos esetben
késébb részletesen targyaljuk.)

+e<e.

A most vizsgalt integral becslésében az egyetlen lényeges kiillonbség az, hogy a 4.
feladatban szerepld I; = f€<|t‘<ﬂ e~ Pn(t) dt integral helyett az I} = Ij(x) =

/. <Jt|<oo e~ pn(t) dt integralt kell becsiilni. Vegyiik észre, hogy

ne [ o wras s ort [ ok
e<|t|<oo e<|t|<oo e<|t|<oo

< const. sup ¢(t)|"F,
e<tl<oo

mivel ¥ () integralhaté fiiggvény. Rogzitett t, t # 0, szadmra |p(t)| < 1. Tovébb4 a
Riemann lemma szerint | 1|im lo(t)| = 0, és ¢(t) folytonos fiiggvény. (Késébbi fel-
t|—o0
adatok tartalmazzak ezen allitds bizonyitdsat.) Innen kovetkezik a sup |p(t)| <
e<]|t|<o0

q < 1 &llitas, ezért az el6z6é becslésekbdl kovetkezik, hogy |I;| < const.q™. Az
egyetlen tovabbi kiilonbség a bizonyitasban az, hogy az I; és I, kifejezéseket de-
finial6 integralokban az e~*!P"(t) integrandust az e~ %" (t) fiiggvénnyel helyet-
tesitjiik. Ezeket a kifejezéseket ugyantigy becsiilhetjiik, mint a nekik megfelelo
integralokat a 4. feladatban.
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9.)

10.)

11.)

12.)

A feladat bizonyitasa hasonlé a 6. feladat megoldasdahoz, csak a jelolés egyszertibb.
A feltételbol kozvetlentl kovetkezik, hogy

B

2
e /2 du,

Jim (R (B) = Fa() = [

és a konvergencia egyenletes egy korlatos halmazba esé (A, B) pontparokra. Ezutan
az 6. feladathoz hasonldéan bizonyithatjuk, hogy a fenti formuldban az A szamot
helyettesithetjiik —oo-nel.

A bizonyitast a 8. feladatban vazolt bizonyitasnak bizonyos médositdsaval tehetjiik.
Ez hasonl6é ahhoz, ahogy az 5. feladat megoldasaban a 4. feladat vizsgdlatanak
médszerét médositottuk. Mivel jelen esetben E|&|? < oo, ezért a

2
log p(t) = itB& — — BE +O(F)

kozelitést irhatjuk fel az origd egy kis kornyezetében. Ez lehetové teszi, hogy az I és
I3 integralok definicigjaban az 5. feladat megolddsahoz hasonléan megvaltoztatva
az integralasi tartomanyt megkapjuk az &allitas bizonyitasat.

Legyen £ standard normalis eloszldsi valdszintliségi valtozé. Ekkor

< 1 2
E¢ = ue " % du =0,
¢ /oo v 2T

mivel az integrandus paratlan fliggvény ebben az integralban. Masrészt parcialis
integralassal

>~ 1 <1 d
E& = / e qu = —/ —U (—e_“2/2> du
—00 2w — 00 21 du

< 1 2
— - —u /2d -1
e u .

/_OO V2T

Ha ¢ ®,, , eloszlasu valészintiségi valtozo, akkor &Tm standard normalis eloszldsu
valoszinliségi valtozo, tehat nulla varhato értékii és egy szérasu. Ezért £ varhatéd

értéke m és szérasnényzete o2.

Legyen @(t) = So(th s 7tk) = Eei(t7£) = Eei(t1§1+"'+tk§k) egy 5 = (517 s 7€k) k-
dimenzids véletlen vektor karakterisztikus fiiggvénye, ahol t = (t1,...,t) és (¢,§) =

k .
S t;€5. Ekkor |p(t)] < Elei®®)| = 1. Tetszdleges ¢ > 0 szamra létezik olyan
j=1

k k
R = R(e), amelyre P(|(| > R) = P (Z &3 > R2> < . Ekkor [t]? = Y 12 <4,
j=1 j=1

0 = 3pqy ¢ lz| < R(e) esetén |ef(t6) — 1| < |(¢,8)] < S, Ezért |o(t) — ()] =

[Beil9) — Beil®9] = | B0 — 1] < Bleit="9) —1|I(i¢] < B) + P(€] > B) <
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13.)

E|l(t—t,&I(|¢] < R)+ 5 < e, hal|t—t| <6, ahol I(A) egy A halmaz indikédtor
fiiggvénye. Ezért a p(t) fiiggvény egyenletesen folytonos.

Az af + m véletlen vektor karakterisztikus fiiggvénye egy t € R* pontban, a € R,
az Belthastm) — o(itm) peilatl) — o(tm)(qt) fiiggvény, ahol ¢ a & véletlen vektor
karakterisztikus fiiggvénye.

Ha &, j =1,...,n, fliggetlen véletlen vektorok ¢;(t) karakterisztikus fiiggvények-
kel, akkor a & + --- + &, véletlen Osszeg karakterisztikus fiiggvénye egy t € RF

k
pontban Eel(t,§1++§n) = Eei(tvgl) P ei(tvfn) — Eei(trgl) . Eei(tvgn) = H 90] (t).
j=1

a.)

Ha ¢ standard normalis eloszlasu valészintiségi valtozo, akkor

. 1 ) 2 2 * 1 . 2 2
Eeztg :/ eztu—u /2 du = e—t /2 _6—(zt—u) /2 du = e—t /2
—oo V2T —oo V2T

az elso feladat eredménye alapjan.

Ha & egyenletes eloszldsu valdszintiiségi véaltozé a [0, 1] intervallumban, akkor

itu_l

it

1
Ee'tt = / et dy = ¢
0

Ha & exonencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozé A paraméterrel, akkor

A
A —it

Eeit§ — /OO )\eitu—)\u du =
0

Ha & Cauchy eloszldsu valészintliségi valtozd, akkor

oo it
E1€it£ = / l e du.
oo Tl u?

Ezt az integralt a komplex fiiggvénytan rezidium tétele segitségével tudjuk
kiszamitani.

Ag(z) =g(z,t) = W(‘iz—;;) fliggvény analitikus a komplex szamsikon, két pélusa
van a z = +i pontokban. A g(z) fliggvény rezidiuma az i pontban e~* a —i
pontban e’. Tekintsiik a kovetkez6 korintegralt. A g(z) = g(z,t) fiiggvényt
integraljuk a [—R, R] szakaszon, majd a a |z| = R Im z > 0 félkéron, ha t > 0
és a |z| = R, Imz < 0 félkéron, ha t < 0. Ekkor ennek a korintegrilnak az
értéke a g(z) fliggvény ¢ pontbeli rezidiumdval egyenl$ t > 0 és a —i pont-
beli rezidiuméval a ¢ < 0 esetben. Masrészt az integral megszoritdsa az R
sugari félkérre nulldhoz tart, ha R — 0. Innen kovetkezik, hogy Fe'¢ =
7 g(t,u) du = eIt

oo
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A feladatnak egy maésik, kissé mesterkélt, de korrekt bizonyitasat adja a ko-
vetkez6 érvelés. Az f(x) = %e‘m striségfiiggvény karakterisztikus fliggvénye

az
oo
1/ 6_|$|+imdac:1 1. + 1. = !
2/ - 2\ 1+t 1—it 1+ t2

. , . 1 . , s pee , . . Yy
figgvény. Mivel -7 integralhaté fiiggvény, az inverz Fourier transzformacios

képletbol kovetkezik a kivant allitas.

Ha & Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozé A > 0 paraméterrel, akkor

. N\ .
Ee' = ™2 Z Eem =exp {A(e" = 1)}.
k=0
Ha ¢ binomidlis eloszlasu valészintiségi valtozo n és p paraméterekkel, akkor
n
Feité — oA kz_o <Z)pkeikt(1 —p)" R = (1—p+pett)

Ha ¢ negativ binomidlis eloszlasu valdszintiségi valtoz6 n és p paraméterekkel,
akkor ¢ eloszlasa megegyezik a & + - + &, Osszeg eloszldsdval, ahol {;, 1 <
j < n, fiiggetlen negativ binomialis eloszlasi valészintiségi valtozdk 1 és p
paraméterekkel. (A £ valésziniiségi egy lehetséges interpretécidja a kovetkezo.
Ha egymds utan egymastdl fliggetlen kisérleteket végziink, amelyek p valészi-
niiséggel sikeresek, akkor hany sikertelen kisérlet tortént az n-ik sikeres kisérlet
bekoveztéig. Ha ; jeloli a j — 1-ik és j-ik sikeres kisérletek kozotti sikertelen
kisérletek szamat, akkor megkapjuk a fenti repzerentacit.) Ezért Ee's =
(Ee”ﬁl)n. Miésrészt

oo

. X 1—0p
E €1 1 — k itk _ _
¢ I;)( PPttt = 5

u = (1 — it)u helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

1 o , 1 1 Sl 1
s t) = —u+itu,,s—1 du = / —U=—s—1 du = )
20 F(s)/o ¢ T T ), O T s

Ebben a szamoldsban hasznaltunk némi komplex fiiggvénytani érvelést. Az
u = (1 — it)u helyettesitésnél az integralasi tartomény az abszcissza tengely
pozitiv felérdl dthelyezédott az (1 — it)u, u > 0 tengelyre. De hagyomanyos
komplex fliggvénytani érveléssel be lehet latni, hogy az integral visszahelyez-
het6 az abszcissza tengelyre. Fel kell hasznalni, hogy az e~ fliggvény gyorsan
tart nulldhoz, ha Re z — oo.
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14.) Ha f(x1,...,xk) és g(z1,..., ) két integralhaté fliggvény, akkor

oo [ [V allgtus, . ow)des - degdn .. du
(j =x;+u; j=1,...,k helyettesitéssel, )

://|f(“"1""7$k)|’9(ﬂ1—9017~~~,ﬂk—:vk)|dx1~-dmkdal.,,dak
:/(/’f(xlv--kamg(%—$1,~~,ﬂk—xk)ldxl---d:ck) duq . ..duy

Innen koévetkezik, hogy az |f * g(z1,...,xk)| < |f] *|g|(z1,...,xx) figgvény majd-
nem minden (z1,...,7;) € R pontban véges, s6t integralhaté fiiggvény. A tovab-
biakban (x1,...,zy) helyett z-et (uy,...,ux) helyett u-t {runk.

Ha p és v két korlatos véltozasu fiiggvény, akkor létezik pu = p1 — po, v = v1 — 1
reprezenticio, amelyre pu;, v;, @ = 1,2, véges mértékek, és p*x v = (uy * vy + g *
vo) — (1 * vo + po * v1). Mivel p; * vj(R¥) < 0o minden 4,5 = 1,2-re ezért p x v
korlatos valtozasi mérték.

Ha a p mértéknek létezik f stirtiségfiiggvénye, akkor tetszéleges mérheté A C RF
halmazra

Lf(x)*ydm:A(/f(U)V(x_du)daj_/ (/fx_“ d“)>d
:/(/I(m: xGA)f(a:—u)dm) v( du)
:/</I(U: u+veA)f(v)dv) v( du)

// v ut v € Ap(do)(du)
=puxv{(u,v): u+veA})=pu*xv(A)

és ez azt jelenti, hogy f * v a p* v konvoluciés mérték stirtiségfiiggvénye.

Vegyiik észre, hogy a fenti szamolasbdl az is kovetkezik, hogy a f(x) x v fiiggvény
majdnem minden z € R* pontban véges és integralhaté fiiggvény. Valéban, A = RF
valasztassal a fenti szamolas bizonyitja ezt az allitdst abban az esetben, ha p és v
(véges) pozitiv mértékek. Az altaldnos eset pedig visszavezethetd erre az esetre, ha a
u és v mértékeket felbontjuk két pozitiv (véges) mérték kiilonbségére. (Feltehetjiik,
hogy a p = p1 — pso felbontdsban szereplé mértékeknek van siirtiségfiiggvényiik.)

Ha a p mértéknek létezik f a v mértéknek pedig g striségfiiggvénye, akkor de-
finidljuk minden z € RF-re a v,(A) = v(r — A) mértéket. Ennek a 7, mérték
stirtiségfiiggvénye az v € R* pontban g(x — u), és a u * v mérték stirtiségfiiggvénye
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15.)

16.)

a mar bizonyitott eredmények alapjan
/f VU (du) = /f g(x —u)du= fxg(x).

Meértékek konvoluciéjanak a definicigjabdl kovetkezik, hogy amennyiben & és n
fliggetlen valdszintiségi valtozok u és v eloszlasokkal, akkor £ 47 eloszlasa puxv. Az
eloz6 feladat eredményébdl kovetkezik, hogy amennyiben a £ valdszintiségi valtozo
1 eloszlasanak létezik f stirtiségfliggvénye, akkor & +n p * v eloszlasanak f x v a
strtiségfiiggvénye. Ha ezenkiviil a v mértéknek létezik g stirliségfiiggvénye, akkor
W * v sturiiségfiiggvénye f * g.

Ha egy Z valészinfiségi valtozé eloszlasa F(x), akkor Z = , B > 0, eloszlasa
F(Bx + A), ha a Z valésziniiségi valtozénak 1étezik f(x) surusegfuggvenye akkor
A s{ir{iségfiiggvénye B f (B.r + A) Innen, illetve az elézéekbdl kivetkeznek a S,

/////

Az, hogy u * v = v * u kovetkezik mértékek konvoluci(’)jénak a definici6jabol. Az,
hogy (p1 * pi2) * us = p1 * (o * ps kovetkezik abbdl, hogy minden A halmazra

(p1 * p2) * ps(A) = pn* (2 * p3)(A) = p1 X p2 X pz({(u, v, w): u+v+w € A}).

Az analdg allitasok fliggvények konvolucidjara visszavezethetéek erre az allitasra,
ha fiiggvények konvolucidjat, mint megfelel6 mértékek konvolucidéjanak a slirtiség-
fiiggvényét reprezentaljuk. Egyébként egyszerii szamolassal is bizonyithatoak ezek
az allitasok.

Ha yu és v két korlatos valtozast elSjeles mérték f(ty, ..., t,) és §(t1,...,tx) Fourier
transzforméltakkal, akkor
Pt - )3t )

= /ei(tl(“1+”1)+"'+t’“(“’“+”’“))u( duy, ..., dug)v(dvy,..., dvg).

A T(uh sy Uk, V1, .- 7Ul€) = (u1+U17 cee ,Uk+Uk), (uh cee ,U/k) S Rk? (Ula s ,Uk) S
RE, leképezés egy mértéktarté transzformdcié az (RF x R¥, Boy, u x v) térrél az
(Rk, By, pxv) térre, ahol Boy, és By, az R?F iletve RF téren tekintett Borel o-algebrat
jeloli. Alkalmazva azt a mértékelméleti eredményt, amely leirja, hogy mértéktartd
leképezések hogyan transzformalnak integralokat a

h(l’l, o ;xk) _ 6i(t1x1+...+thk)

’

€S
g(u17 ceey Uk, U1,y ... ,Uk) = h(T(u17 ceey Uk, V1, ... ,Uk)) - ei(tl(U1+U1)+m+tk(Uk+Uk))

fliggvényekre kapjuk a megoldas elején felirt relaciobdl, hogy
Ftr, e ti)(te, oo ty) = /6“““*"””“# «v(dr, ..., doy)
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17.)

18.)

Ezzel bebizonyitottuk a mértékek konvoluciéjanak Fourier transzformaéltjardl ki-
mondott allitast. Innen, illetve mértékek és azok stiriiségfiiggvényeinek konvolucidja
kozotti kapesolatbol kovetkezik a feladatnak az az allitasa, amely striiségfiiggvé-
nyek konvoluciéjanak Fourier transzformaltjardl szol.

Az fxg(z) = [ f(z —u)g(u) du azonossdgot k-szor differencidlva kapjuk, hogy

k v
- Q(U)duz/ dj;v(/c>

A feladat feltételei lehetévé teszik ezt a szukcessziv differencidlast. A tovabbiakban
az utolsé formula jobboldalat hasznalva tovabbi [ derivalas lehetséges, és azt kap-
juk, hogy

e ok g(z — u) du.

df * g" () /dfk(v)

v=Uu

dg' (v)
dv!

du.

V=T—U

drk+l duk

#*M“@):/dﬁ@)

vV=Uu

Ha f(u) analitikus fiiggvény, és teljesiti a tobbi feltételt is akkor az

F@wsz@—umwww

fiiggvény az fxg(x) konvolucié analitikus folytatdsa a {z: Im 2z < A} tartoményba.

a.) Az eloszlasban val6 konvergenciabol kovetkezik az integralok konvergencidja:
Mivel F(x1,...,z5) — 1, hax; —» cominden j =1,..., k-ra, és F(xy,...,x5) — 0,

ha z; — —oo valamelyik 1 < j < k-ra, ezért tetszOleges € > O-ra létezik olyan K
téglatest, amelyre up(K) > 1 —e. (Adva egy F eloszlasfiiggvény pp-fel fogjuk
a tovabbiakban jelolni az F' eloszlas altal indukalt valdszintiségi mértéket.) To-
vabba, mivel F,, — F, ha n — oo, ezért elérhet6 a K halmazt esetleg nagyobbra
vélasztva, hogy up, (K) > 1—¢ legyen minden F,,, n = 1,2, ..., eloszldsfiiggvényre.
Azt is feltehetjiik, hogy a K halmaz minden hatarpontja folytonossagi pontja az
F eloszlasfiiggvénynek, mivel az F' eloszlas vetiilete a j-ik koordinatara olyan
1 dimengzids eloszlas, amelyiknek csak megszamlalhaté sok atomja van minden
g=1,..., k-ra.

Az f fiiggvény korlatossdga miatt \ka\K f(z1,...,xk) dF(21,...,z)| < const.e,
és | ka\K f(z1,...,25)dE,(x1,...,7%)| < const.e minden n = 1,2,...-ra. Tovdb-
ba, az f folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos a K téglatesten, ezért 1étezik
olyan § > 0 szdm, amelyre |f(z) — f(y)] < ¢, ha |z —y| < J. A K téglatest
felbonthaté véges sok, kozos bels6 ponttal nem rendelkezo, legfeljebb § atmérdjt
Aj, j=1,...,p(K) téglatest unidjira, amelyeknek a hatdra 0 mértékii az F' altal
indukélt pp mérték szerint. Igy nlirgo pr, (Aj) = pp(A;) minden j =1,..., p(K)-

ra, és az f fliggvény egyenletes folytonossdga miatt a K halmazon

limsup‘/ den—/de‘<8.
K K
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19.)

A fenti egyenl8tlenségekbél kovetkezik, hogy limsup | [ f dF, — [ f dF| < const.e,
ahol const. fiiggetlen az e-t6l. Mivel ez igaz minden € > O-ra, innen kovetkezik a
kivant allitas.

Az integralok konvergenciajabdl kovetkezik az eloszlasban valé konvergencia:

Legyen © = (x1,...,xy) az F eloszlasfiiggvény folytonossagi pontja. Ekkor minden
e > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy az y = (y1,...,yk) = (x1 — 0,..., Tk — J) és
z=(21,...,25) = (x140,...,2,+0) pontokra F(y) > F(x)—e és F(z) < F(x)+e.
Léteznek olyan fi(u) és fao(u) folytonos fiiggvények az RF-n, amelyek teljesitik a
kovetkezd tulajdonsigokat: 0 < fi(u) < 1 minden u € RF-ra, i = 1,2. Tovabb4
filw) =1, u = (ug,...,ux)ra, ha u; < y;, minden j = 1,...,k, és fi(u) = 0,
ha u; > x; valamely 1 < j < k-re. Az fo(-) fiiggvény pedig teljesiti a kovetkezd
relaciékat: fo(u) =1, ha u; < x; minden j =1,...,k-ra, és fo(u) =0, ha u; > z;
valamely 1 < j < k-ra. Ekkor

fimsup F, (o) >t [ A dFu) = [ A dF@) > Fe) -2

n—oo

liminf F,(z) < lim [ fa(u)dF,(u) = /fz(u) dF(u) < F(x) +«.

n—oo n—oo

Mivel ezek az egyenlétlenségek minden € > O-ra igazak, innen kovetkezik az allitas.

Mivel |J K(K)* = R* és a K(K)*, K = 1,2,..., monoton névekvé halmaz-
K=1
sorozat, ezért Klim w(K(K)F) = u(RF) =1, azaz u(K(K)*) > 1—¢, ha K > K(¢).

Annak érdekében, hogy megmutassuk azt, hogy a p mérték karakterisztikus fiigg-
vénye meghatdrozza a pu mértéket vegyiik észre elészor azt, hogy az [ f(u)du(u)
integralok egyértelmiien meghatarozzak a p mértéket, ha az Osszes folytonos és
kompakt tartéju f(-) fiiggvény integraljat tekintjiik. Valéban azon P = [K, L) X
-+« X [Kg, L) téglatestek p mértéke, amelyek hatdrdnak a p mértéke nulla megha-
tarozzak a p mértéket, masrészt tetszéleges € > 0 szamra és minden P téglatestre
1étezik olyan f. p(-) fiiggvény, amelyre 0 < f.p(u) < 1 minden u € R* pontra,
fer(u) =1, hau e P f.p(u) =0, ha p(u,P) > e. A tovabbiakban p(-,-) jeloli
a szokdsos euklideszi tavolsidgot az RF téren. Ekkor a u(P) = ;1_1% [ fp.edu(u)
relaciobdl kovetkezik az allitds. Egy adott tulajdonsagu fp . fiiggvény lehetséges
konstrukcidja a kovetkezd: fp.(u) =1— gp o(u), és gp (u) = min (1, Ip(u, P)).

Adva egy f(-) kompakt tartéju folytonos fliggvény, és egy nagy K > 0 szdm,
amelyre a [-K, K] x --- x [-K, K| kocka tartalmazza az f(-) fliggvény tartdja
definialjuk az f(-) fiiggvény 2K periodust fk () periodikus kiterjesztését az fx (ui+
2Ky, ,ur + QK]]g) = f(ul,--- 7uk), —-K < u; < K, lj = 0,£1,£2,...,
j =1,...,k, képlet segitségével. Ezen periodikus kiterjesztések [ fx (u)dp(u) in-
tegraljai meghatdrozzak a p mértéket, mert [ f(u)du(u) = KlgnooffK(u) du(u) a

p mérték feszessége miatt.
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20.)

Végiil Weierstrass masodik approximacids tétele alapjan tetszoleges fi (---) K pe-
riodusu folytonos fliggvényhez és € > 0 szamhoz 1étezik olyan

= = e im(jrun+--+ipun) /K
= G, ) = Y06, e )

trigonometrikus polinom, amelyre sup |fx(u) — g-(u)| < e. Ezért

u€Rk
[ trwant - [ a0 dute) < =
Viszont [ ge(u) du(u) =3°¢5, . ¢ (”—Ij(l, e %), azaz ez az integral kiszamithato

a karakterisztikus fliggvény segitségével. Innen kovetkezik, hogy a karakterisztikus
fliggvény meghatérozza az [ fx(u)du(u) alakd integralokat, ezért a p mértéket is.

A bizonyitas 1ényegében valtoztatas nélkiil atvihetd tetszdleges korlatos valtozasu
1 mértékre.

El6szor azt mutatjuk meg, hogy tetszbleges a > 0 szdmra létezik olyan f(u) péaros
stirtiségfiiggvény, amelynek o(t) Fourier transzforméltja elég sima, példaul kétszer
differencidlhaté, és a [—a, a] intervallumon kiviil zéré.

Valéban, legyen g(u) egy a [—%, %] intervallumba koncentralt folytonosan diffe-
rencialhaté fiiggvény, g~ (u) = g(—u), h(u) = g x g(u), f(u) = 2= [€e*h(u) du,
ahol * konvoluciét jeldl, és M = h(0) = [|f(u)]*du. Azt &llitjuk, hogy az igy
definidlt f fliggvény strtségfiiggvény, és ennek karakterisztikus fiiggvénye a %
fiiggvény, amely a [—a,a] intervallumon kiviil eltiinik. Ugyanis a h(-) fliggvény
kétszer differencialhaté, (lasd 17. feladatot), ezért ennek Fourier transzformaltja

a plusz-minusz végtelenben |t|~2 nagysagrendben cseng le (14sd példaul a késobb
targyaland6 28. feladatot), ezért a MM@) fiiggvény el6bb definialt f(-) Fourier
transzformaltja integralhatod, és alkalmazhaté ra az inverz Fourier transzformacios
formula. Mivel f(-) paros fliggvény, ez azt jelenti, hogy % = [€e" f(u)du, az
f(u) figgvény Fourier transzforméltja, specidlisan % =1= [ f(u)du. Végil az
f(t) > 0 minden t € R'-re, mivel az g * g~ (-) fiiggvény Fourier transzformaltja
[etgx g™ (u)du= [e™g(u)du [e™g™(u)du = | [ e g(u) du‘2 > 0. Tehdt f()
stirtiségfiiggvény. (Az itt targyalt problémahoz a feladatsor masodik részében vissza
fogunk térni.)

Tekintsiink egy f(u) paros stirliségfiiggvényt, amelynek o(t) karakterisztikus fiigg-
vénye kétszer differencidlhatd, és egy [—a, a] intervallumon kiviil eltlinik. Legyen
T > a és defindljuk az a, = 25 [ €™**/Tp(t) dt szamokat. Azt allitjuk, hogy ha az
”—:,f“ pontokba ay, stulyt rendeliink, £ = 0, £1, +2, - - -, akkor egy olyan racsos eloszlasi
valésziniiségi mértéket definidlunk, amelynek karakterisztikus fiiggvénye a [—T', T
intervallumon a () fiiggvény megszoritasa erre az intervallumra, ezen kiviil pedig
e fliggvénynek a 2T periodus szerinti periodikus kiterjesztése. Ez specialisan azt is
jelenti, hogy ez az eloszlas és az f(-) siiriiségfliggvény &ltal meghatarozott eloszlas
egyltt a feladat allitasat kielégité példat szolgaltat.
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Ez az éllitds azért igaz, mert Osszehasonlitva az ay szam definicigjat az f(-) fige-

vényt kifejez6 inverz Fourier-transzformacioval kapjuk, hogy ap = % f (%’“) >0,
0 .

ésa > ape®™ /T Ssszeg a o(t) fiiggvénynek a [T, T] intervallumra valé meg-

k=—o0
oo

szoritdsdnak a Fourier sora. Specidlisan ¢(0) =1 = > ai. (Mivel p(-) kétszer
k=—oc0

differencialhaté fliggvény, ezért minden pontjaban megegyezik a Fourier sordval.)

Léssuk el6szor azt be, hogy amennyiben a valészintiségi mértékek p,, n =1,2,...,

sorozata relativ kompakt akkor feszes is.

Tegyiik fel indirekt médon, hogy ez a pu,, mérték sorozat nem feszes. Ekkor 1étezik
olyan € > 0 szam, a p,, valészinliségi mértékeknek olyan p,,, részsorozata, és olyan
K, — oo szdmsorozat, amelyekre pi,, ([—K,, K,| x -+ x [-K,,K,]) < 1 —e.
Megmutatjuk, hogy ennek a p,, mértéksorozatnak nincs eloszlasban konvergens
részsorozata. Innen koévetkezik, hogy az indirekt feltevés ellentmondashoz vezet.

Valdban, tegytiik fel, hogy a p,,, mértéksorozat valamely Hn, részsorozata eloszlas-
ban konvergal egy p valdszinliségi mértékhez. Ekkor 1étezik olyan K > 0 szdm, ame-
lyre pu([—K,K]x---x[-K,K]) >1-5,ésazu; = £K, j = 1,2,...,k, hipersikok
p mértéke nulla. Ekkor a kh_)n;O“”kj([_K’ K] x - x [-K,K]) = p([-K, K] x

-+ x [-K, K]) relaciénak teljesiilni kellene. Ez azonban nem lehetséges, mert a
baloldalon szerepld lim sup kisebb mint 1 — &, mig a jobboldal nagyobb mint 1 — 5.

Mutassuk meg, hogy amennyiben a u,, mértékek sorozata feszes, akkor relativ kom-
pakt. Azt kell belatnunk, hogy a u, sorozat tetszdleges részsorozatanak létezik
eloszlasban konvergens részorozata. Az egyszeribb jelolés érdekében a részsorozat
ujra indexelésével jeloljiik ezt a részsorozatot is p,-nel. Azt kell belatnunk, hogy
ennek az 1j (szintén feszes) u, mértéksorozatnak létezik eloszlasban konvergens
részsorozata.

Jeldlje F,(u) = F,(uq,...,ur) a p, mérték altal meghatdrozott F,(uq,...,ur) =
pn({(vi, .. 0k) v <y, j=1,...,k}) eloszlasfiiggvényt. Legyen

uP) = (ugp),...,ulgp)>, p=12,...,

a raciondlis koordinataji u(P) € R* pontok (megszamlalhaté) halmaza valamilyen
indexeléssel felsorolva. El6szor belatjuk az igynevezett atlos modszer segitségével,

hogy egy alkalmas nj, j = 1,2,..., szamsorozatra a
lim F,; (ugp), . ,u]gp)> =F (ugp), . ,u,(f)> (2.4)
j—o0
hatarérték létezik minden p = 1,2,... szamra.
Val6ban, mivel 0 < F,(u) < 1 létezik az egész szdmoknak olyan n; = (n;1)
részsorozata, amelyre létezik a lim F, ., (uV)) = F(u()) hatdrérték. Ennek létezik
j—o0

olyan n; 5 részsorozata, amelyre létezik a lim F,,(u®) = F(u®) hatérérték. Ezt

Jj—oo
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az eljarast folytatva kapunk egymasba skatulydzott n;,, j = 1,2,..., sorozatot

minden p = 1,2,... sorozatokat, amelyekre {n,+1;, 7 = 1,2,...} C {n, , j =
1,2,...}, p=1,2,..., és minden p = 1,2,... szdmra létezik a lim Fnjp(u(p)) =
J—00 ’

F(u) hatérérték. Ekkor az nj = n;; sorozat teljesiti a (2.4) reldciot.

Vezessik be az

Flun, - ug) = sup Fuf?, e (2.5)
{(ugp),...,u;p)): ugp)<us, s:l,...,k}

fliggvényt. Azt allitjuk, hogy F'(u1,...,uy) eloszlasfiiggvény, és az Fy, (ug,. .., ux)
eloszlasfiiggvények eloszlasban konvergalnak ehhez az F(uq,...,ux) eloszlasfiige-
vényhez, ahol az n; szdmsorozat olyan, amely teljesiti a (2.4) relaciét. Ha ezt az
allitast belatjuk, akkor ily médon befejezziik a 21. feladat megoldasat.

Annak érdekében, hogy megmutassuk azt, hogy F'(uq,...,u;) eloszlasfiiggvény fel-
hasznéljuk az eloszlasfiiggvények kovetkezo ,,bels6” azaz csak az F' fliggvény tu-
lajdonsédgaitdl fiiggd jellemzését. Az F(uq,...,ux) fliggvény akkor és csak akkor
eloszlasfiiggvény, ha teljesiti a kovetkez6 négy tulajdonsagot.

(i) F(uq,...,ux) minden véltozéjanak balrdl folytonos fiiggvénye.
(ii) u]lll)noo F(uy,...,ux) =1.

minden j=1,...,k szamra
(iii) lim F(uy,...,ux) =0.

valamely 1<j<k szdmrra
Végiil definidljuk egy az R¥ téren definialt F fiiggvényre és egy K = [a1,b1) X
- X [ak, b) téglatestre a

pEK) = pr) = Y (D) Fu, )
u;= a; vagy b;
j=1,....k
mennyiséget, ahol x(u1, ..., u) jeloli az a;-k szamét az uq, ..., ux sorozatban.

Ekkor
(iv) prp(K) > 0 minden K téglatestre.

Mivel a racionélis koordinataji pontokon definidlt F(ui,...,u;) minden koordi-

natajanak monoton fiiggvénye, ezért a (2.5) formuldban definidlt F(-) fliggvény

teljesiti az (i) tulajdonsdgot. Tovabbd, ebbdl a monotonitdsbdl az is kovetkezik,

hogy a (2.5) formulédban a sup helyett limeszt {frhatunk, ahol olyan (u&p ). ,u,(fp )),
(p)

p = 1,2,..., sorozatot tekintiink a limeszben, amelyre u; < minden 1 <
E < késp=1,2,... szdmokra, tovabbd pli_)rgoug.p) = u; minden j = 1,...,k

szamra. Tekintsiink olyan K(p) racionalis koordinataju téglatestesteket, amelyek-
ben minden pont Osszes koordinatdja szigorii monoton novekvo modon tart a K
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téglatest megfelelé pontjanak a koordinatahoz. Ekkor pz(K(p)) > 0, mivel F
eloszlasfiiggvények limesze. Ezért up(K) = lim pz(K(p)) > 0, azaz az F fiiggvény
p—00

teljesiti a (iv) tulajdonsagot. Vegyiik észre, hogy a (ii) és (iii) tulajdonsig érvényes
akkor, ha az F, fliggvényeket a F fiiggvénnyel helyettesitjiik, és a limeszt csak
racionalis koordinatdju pontokban tekintjiik. (A bizonyasnak ebben a pontjaban
hasznaljuk ki, hogy a p,, mértékek feszesek.) Innen és a (2.5) formulabdl kovetkezik,
hogy az F fliggvény a (ii) és (iii) tulajdonsigokat is teljesiti.

Annak érdekében, hogy megmutassuk azt, hogy az F),, eloszlasfiiggvények eloszlas-
ban konvergalnak az F' eloszlasfliiggvényhez tekintsiik az F' fiiggvény valamely u =
(uq,...,u;) folytonossagi pontjit, majd minden rogzitett e > 0 szdmhoz valasszunk
olyan § = §(¢) szdmot, amelyre F(u)—e < F(u—0) < F(u) < F(u+6) < F(u)+e),
ahol u £ = (uq £6,...,ur £0). Valasszunk ezutdn két raciondlis koordinataji
r=(ry,...,mx) € R¥ és ¥ = (¥1,...,7x) € R* pontot, amelyekre u; —§ < r; <
u; < 7; <uj+0minden j =1,...,k indexre. Ekkor a F(-) figgvény monotonitési
tulajdonsagai és az F' fliggvény definicidja alapjan

Flu)—e<F(u—10) < F(r) < F(u) < F(f) < Flu+0) < F(u) + ¢

Innen, a F fiiggvény definiciéja és az F,, fuggvények monotonitasi tulajdonsdgai

miatt
F(u) —e < lim F,,(r) < liminf F, (u)
j—0o0 j—0o0
< limsup Fy,; (u) < lim F, (7) < F(u) +e¢,
j—00 j—0o0
ezért

—e < liminf F,,, (u) — F(u) < limsup F,, () — F'(u) <e.

Jj—o0 j—o0

Mivel ez a reldcié minden € > 0-ra igaz, innen kévetkezik, hogy lim F,, (u) = F(u).
j—00

22.) Irjuk fel a kovetkezd azonossagot:

_ 1— = — 1-—
. /_6Re[ on(8)] dt /5 55 | 1= costal dF, (@) e

_/°° 1/5[1 t]dtdF()—/oo tosint] T
=/ %/, costx (x) = BN e n(x

L) = [ 155

+/ (1 B sm(5:l:> dF,(z) = If,n(K) +I§’n(K).
2|> K ox

Léssuk be el6szor a (2.6) reldcié segitségével azt, hogy ha a (10) formula teljesiil,
akkor az F, mértékek feszesek. Mivel (1 — %) > 0 minden z-re és d-ra, ezért
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a (2.6) formula baloldala fels6 becslést ad az Igm(K ) kifejezésre tetszOleges 6 >
0, n > 1és K > 0 szdmokra. Ezért a (10) formula alapjan tetszéleges € > 0
szamhoz létezik olyan § = §(g) > 0 szam és no = ng(0) kiiszébindex, amelyekre §

f|m‘>K (1 —s222) gF, (z). Legyen K = 2. Akkor minden |z| > K-ra 1 — Sm‘sm

1. Ezért az el6z8 becslésbdl kévetkezﬂ{, hogy § > f|$|>K (1 — sinoz) gF, ( )

(1 = Fo(K)) 4+ Fo(—K)], azaz ¢ > [(1 — F,(K)) + F,(—K)), ezzel a K szdmmal
ha n > ng. A K > 0 szam esetleges megnovelésével elérhetjiik, hogy a fenti
egyenl6tlenség minden n > 1 szamra érvényes legyen. Tehdt az F,,, n = 1,2,...,
eloszlasfiiggvények feszesek.

A% I\/ I\/

Mutassuk meg a (2.6) formula segitségével, hogy az F, mértékek feszességébol
kovetkezik a (10) formula, s6t annak az a némileg erésebb védltozata, amelyben

a limsup helyett sup-et irjunk. Mivel ‘1 sin 5””} < 2, az F,, mértékek feszessé-
n— oo n>1

ge lehetévé teszi, hogy tetszéleges € > 0 szamra olyan K = K(g) > 0 szamot
vélasszunk, amelyre |3, (K)| = ]f,wa (1— 5082y gp ( )\ < £ minden § > 0

2
é¢sn =1,2,... szdmra. A K > 0 szdm rogzitése utdn védlaszthatunk olyan ) =
d(e, K) > 0 szamot, amelyre ¢ > 1 — S”g‘& > 0 minden |z| < K és 0 <6 <6

szdmra. Ezért |19, (K)| = ’f_K (1— sinoz) gF, (x)‘ < £. E becslésekbdl és a (2.6)

g

2
formuldbdl kovetkezik, hogy ‘2% f_ sRe[l —pn(t)]dt| < e minden n > 1-re, ha
d < d(e). Ezzel az éllitast belattuk.
Tekintsitk a £ véletlen vektorok j-ik koordinatgjat, 1 < j < k, azaz a Sj(n)

valészintiségi valtozokat minden n = 1,2,..., szémra. A €\ valészintiségi valtozo
karakterisztikus fiiggvénye a
@g)(t) :Son( 07 707 t? 07 70 )
———— ——

j—1 n—j—1
0 koordindta 0 koordinéata

fliggvény. A feltételek szerint a go(J )( t) figgvények az origd egy kis kornyezetében
konvergalnak egy a nulldban folytonos ) (t) fiiggvényhez. Vegyiik észre, hogy

©)(0) = hm cp(j )(0) = 1. Ezért a pW)(t) fiiggvény folytonossagabél kovetkezik,

hogy mlr_lden e > 0 szamhoz létezik egy 6 = 6(¢) > 0 kiiszob tigy, hogy minden
0 <9 < szamra

1)
0< i/ Re [l — W) (1) dt < .
%)

Tovabba mivel lim Re[l — ¢ (#)] = Re[l — o@D (@), ha |t| < 6 < & (a d > 0

kiiszobot csokkentjiik, ha ez sziikséges), és 0 < Re[l — gpglj )(t)] < 2, a Lebesgue
tételbél kivetkezik, hogy 0 < limsup & [°, Re [l — o (t)] dt < e. Ezért a 22. fel-

adat eredménye alapjan a @Sj ), n=1,2,..., valészinliségi valtozok eloszlasai fesze-
sek, azaz minden € > 0-hoz létezik olyan K = K(g) > 0 szdm, amelyre teljesiil a
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p ( ()
igaz, innen kovetkezik, hogy a &, = ( §"), e ]in)) véletlen vektorok eloszldsai
feszesek.

> K ) < £ egyenldtlenség. Mivel ez az allitds minden j = 1,..., k szamra

A 21. és 23. feladat eredménye alapjan az F,(uq,...,u;) eloszlasfiiggvények
sorozata relativ kompakt, azaz az F), eloszlasfiiggvénysorozat tetszoleges részsoro-
zatanak van konvergens részsorozata, ha ezen eloszlasok karakterisztikus fliggvényei
konvergédlnak egy az origéban folytonos fiiggvényhez. Ahhoz, hogy belassuk, hogy
az F, eloszlasfiiggvények eloszlasban konvergalnak elég azt belatni azt, hogy ezen
eloszlasfiiggvények tetszoleges konvergens részsorozatanak ugyanaz a hatareloszla-
sa. Valéban, valasszunk ki egy konvergens részsorozatot, amely konvergal valamely

F(uy,...,ux) eloszlésfiiggvényhez. Ha az F(-) eloszlasfiiggvény nem lenne az F,
eloszlasok hatdreloszldsa, akkor létezne ennek egy u = (uq,...,u) folytonossigi
pontja, egy € > 0 szdm és n;, j = 1,2,..., indexek olyan sorozata, amelyekre

| P, (w1, ..y ug) — F(ug, ..., u)| > €. Ekkor viszont ennek az F,, , j = 1,2,...,
eloszlasfiiggvénysorozat konvergens részsorozatainak mas lenne a hatarértéke.

Az, hogy az F,, eloszlasfliiggvénysorozat konvergens részsorozatainak ugyanaz a
hatarértéke kovetkezik a Tétel A-bdl és a 19. feladat eredményébdl. A Tétel A-bol
ugyanis kovetkezik, hogy ezen eloszldasok egy konvergens részsorozatanak a karakter-
isztikus fliggvénye a tekintett eloszlasok karakterisztikus fiiggvényeinek a limesze,
amelyik fliggetlen attol, hogy milyen részsorozatot vettiink. Viszont a 19. fela-
dat eredménye alapjan a karakterisztikus fiiggvény egyértelmiien meghatarozza az
eloszlast. Tehat abbdl, hogy az eloszlasok karakterisztikus fliggvényei konvergalnak
egy az origdéban folytonos fiiggvényhez kovetkezik, hogy az eloszlasok konvergalnak
valamint az is, hogy a hatareloszlds karakterisztikus fiiggvénye a karakterisztikus
fiiggvények limesze.

Ha F, (uq,...,u;) eloszlasfiiggvények sorozata egy Fy(u, ..., uy) eloszlasfiiggvény-
hez konvergal eloszldsban, akkor a Tétel A-bdl kovetkezik, hogy ezen eloszlas-
fiiggvények ¢, (t1,...,t;) karakterisztikus fliggvényei konvergélnak az Fj eloszlas
wo(ty,. .., tx) karakterisztikus fiiggvényéhez minden (¢1,...,t;) pontban. Az alap-
tétel bizonyitdsdnak befejezéséhez azt kell még megmutatni, hogy ez a konvergencia
minden kompakt halmazon egyenletes.

Ezen &llitas bizonyitdsanak az érdekében vegyiik észre, hogy mivel az F),, elosz-
lasfiiggvények eloszlasban konvergalnak, ezért feszesek. Tehat tetszéleges € > 0-
hoz létezik olyan K = K(e) szam, hogy az F, eloszldsu &, = ( mo flk))
n = 1,2,..., véletlen vektorok teljesitik a P(|{,] > K) < £ egyenlStlenséget
minden n = 0,1,2,... szdmra. (A bizonyitds tovabbi részében ¢(w), t € RF,
u € RF a k-dimenziés tér pontjait jeloli, és (u,t), u € R¥, t € RE, jeldli az u és
t vektor skaldrszorzatat.) Valasszunk egy olyan kis 6 = §(K,€) szdmot, amelyre
el — 1| < £ hawu € R* t € R*, |u| < § és |t| < K. Vélasszunk ezutdn egy
olyan véges T = {t(l),...,t(s)} c K, s = s(K,d), ponthalmazt a K C R* kom-

pakt halmazban, amelyre igaz, hogy tetszéleges ¢t € K létezik olyan t(9) € T pont,

b
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26.)

27.)

amelyre p(t,t)) < 6. Ekkor

@n(t) - (pn(t(J))‘ = ‘E@i(t’gn) — ei(t(j)’gn)

o p
< B8 1| (6] < K) + P&l > K) < 5
minden n = 1,2,... szdmra. Tovabbd vélaszthatunk olyan ng = ng(e) kiiszob-
indexet, amelyre teljesiil a sup sup !gon(t(j)) — @o(tV ))| < § egyenlétlenség. Az
n>ng t(HeT

utolsé két egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy sup @, (t) — po(t)| < €, ha n > ny,
teK

tehét a ¢, (t) — ¢o(t) konvergencia egyenletes a K halmazon.

Legyen ¢o(t) a [—1, 1] intervallumon egyenletes eloszlds karakterisztikus fiiggvénye,
azaz @o(t) = f_ll leltdt = engfﬂt. Definidljuk a ¢, (t) karakterisztikus fiiggvé-
nyeket, mint a [—1, 1] intervallumon egyenletes eloszlas kovetkezd pi,, n = 1,2, ...,
diszkretizaltjainak a karakterisztikus fiiggvényeit: u,, (E) =1 —n<k<n

i n 2n+17
Tehat

n ei(n—i—l)t/n _ ei(—n—i—l)t/n

1 ikt/n
W(t) = - .
enlt) = 507 k;ne (2n + 1)(et/n — 1)

Egyszerti szdmolds mutatja, hogy ¢,(t) — o(t) minden t € R! pontra, és a
konvergencia egyenletes minden véges intervallumban. Masrészt ez a konvergen-

cia nem egyenletes az egész szamegyenesen, mert 1tlim p(t) = 0, mig p,(t) =
1l at = 2rkn, k = 0,£1,£2,..., alakd pontokban. (A konstrukcié héttere:

Strtiségfiiggvénnyel rendelkez6 eloszlas karakterisztikus fliggvényét kozelitettiik az
eloszlast egyre jobban kozelito racsos eloszlasu eloszlas karakterisztikus fiiggvényé-
vel. Ekkor a karakterisztikus fiiggvények véges intervallumban egyenletesen kon-
vergalnak a hatarmértékhez az alaptétel szerint. Masrészt a stiriiségfiiggvénnyel
rendelkezd eloszlas karakterisztikus fiiggvénye a végtelenben nullahoz tart a Rie-
mann lemma szerint. Masrészt a racsos eloszlasu eloszlas karakterisztikus fiiggvénye
periodikus, ezért bizonyos pontokban 1 az abszolut értéke.

Példa az a) esetre: Legyen a pu, mérték az egyenletes mérték a [—n,n] intervallu-
mon. Ekkor ¢, (t) = 5 [7 e dt = % Ekkor nh—>Holo wn(t) =0, hat#0,és
lim ¢,(0) = 1.

n—oo

Példa a b) esetre: Legyen po,({n}) = pan({—n}) = %, és pany1 az a) esetben
definidlt 11, mérték. Ekkor ¢o,(t) = ('™ 4 e~"), és ez eggyel egyenls a 25T
alakt pontokban. Ez azt jelenti, hogy a t = ¢ (%T”) alakt pontokban bizonyos nj

részsorozatra @, (t) = 0, és bizonyos ny részsorozatra ¢g, (t) = 1.
Jelolje F(z) a & valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét. Ekkor p(t) = [ e"“dF(u),

k .
és e formula szukcessziv derivaldsaval kapjuk, hogy < df,ﬁt) = % [uFe™ dF(u),

specidlisan %) = i* [uF dF(u) = i*E¢F, feltéve hogy a derivdlds és in-

tegralds sorrendje felcserélhetd a fenti szdmoldsokban. Ekkor a fenti formuldkbdl
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az is lathatd, hogy dl;f,gt) folytonos fiiggvény. Ez a felcserélhetoség teljestil akkor,

ha az F eloszlas valamely véges [—K, K| intervallumba van koncentralva, mert

M differenciahanyadost kifejezo integralban szerepld integrandus tel-

jestti M# = iue®®™ + O(h) relciét, ahol rogzitett t-re O(h) egyenletes, ha

€[-K,K].
Ha E|¢| = [ |u|dF(u) < oo akkor az els§ derivéltra Vonatkozé allitas bizonyitdsa-
nak érdekében vezessiik be a G, (t) = [" €™t dF( ), Hn =i [" ue™ dF(u),
n=12..,6éaGlt)=["_ " dF(u)és H(t) =i [ _ “‘t dF (u) fiiggvénye-

ket. Ekkor lim G,(t) = G(t), dGC?t(t) = H,(t ), és hm H, () = H(t). Ennek

az a

alapjan megmutatjuk, hogy G(t) differencialhat6 fuggveny, és dG(t) = H(t). Ugya-
nis G(t) = lim G,(t) = lim [ —i—fo ds], ezért a hm G»(0) = G(0),
lim H,(s) n;)o}[(s) reléc?c?ll, a minden n és s szdmra érvén;gsojH (s)] < E|¢
gggfzonlétlenség, és a Lebesgue ‘dominated convergence’ tétel alapjan G(t) = G(0) +
J: ‘H (s) ds, ahonnan d6t) — g (t). és ezt az allitast kellett bizonyitani. A Fourier

0 dt

transzformalt k-ik derivaltjarél szélé formula E|¢|¥ < oo esetén hasonléan bi-
k k—1

zonyithaté k szerinti indukciéval a d?itk(t) = %(dgtk,l(t)) azonossag felhasznéla-

sédval. Csak ekkor a

n

Gn(t) = ik_l/ uF e dF(u), Hp(t) = zk/ ukett dF (u),

n=12..¢é G@t) =i+ [7 kliutdF() = "ff°° uFe™ dF (u)
fiiggvényekkel kell dolgoznunk. Ekkor is a G(t) O )+ fo s) ds azonossagot
igazoljuk.

Ha Ee'* < oo valamilyen ¢t > 0 szdmmal, akkor P(¢ > z) = P(e'* > e!*) <
e~ Fe® < const. e~ minden 2 > 0 szdmra. Hasonléan P(§ < —z) < const. e~ '%,
ha Ee™% < oo, tehdt P(|¢] > z) < const.e™ ™ ha Ee'® < oo |u| < t esetén.

Megforditva, ha G(u) = P(|¢| > x) < const. e~ **, akkor 0 < t < « esetén parcidlis

integraldssal kapjuk, hogy Ee'lsl = [ et dG(u) = [e"G(uw)] — [, te'G(u) du <
00, ezért Fe*'€ < 1+ Fetlél < .
Végiil, ha P(|¢| > z) < const.e™?, akkor a G(z) = [ €** dF(x) fiiggvény anali-

tikus a {z: |Im z| < a} sdvban, mert tetszoleges e tartomany belsejében levd kom-
pakt halmazban el6éllithaté, mint analitikus fiiggvények (integrél kozelité Osszegek)
egyenletes limesze. Igy ez a G(z) fiiggvény a (t) karakterisztikus fliggvény anali-
tikus kiterjesztése a fenti savba.

Léassuk be elészor a Riemann lemmat. Ha g(u) = I([a,b]), egy [a,b] interval-

lum indikdtor fiiggvénye, akkor [e’“g(u)du = eoett 0, ha t — oo vagy
k

t — —oo. Ez a relaci6 érvényes akkor is, ha g(u) = > ¢;jI([aj,b;]), azaz g(-) inter-
j=1

vallumok indikatorfiiggvényeinek linearis kombindciéja. Az ilyen fliggvények min-
deniitt stirii halmazt alkotnak az integralhato fiiggvények terében az L; norméban,
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azaz tetszbleges € > 0 szamra és integrélhaté f() figgvényre létezik olyan aldbbi
alaku g(-) fiiggvény, amelyre J1f(u) — g(u)|du < e. Mivel innen kovetkezik, hogy
| [ e f(u)du— [eg(u)du| < € mlnden t € R! szdmra. A Riemann lemma a
fenti relamok kovetkezmenye.

Ha f(t) k-szor differencidlhaté fiiggvény, és a differencidlhdnyadosok a szamegyene-
sen integralhato fiiggvények, akkor szukcessziv parcidlis integralassal kapjuk, hogy
o(t) = iFtF [ eitu % du. Innen, illetve a Riemann lemmdbdl kovetkezik,
hogy ¢(t) = o(t~%), ha t — +oo.

Ha az f(-) fliggvény analitikus egy a valds szdmegyenes koriili {z: Rez € [—A, A|}
sdvban, és f(—ia + -) integrdlhaté fiiggvény, a < A, akkor mivel \ei(“*i"“)ﬂ <e 9,

ezért
—ta+00
| _ '/ zth )
1a—00

ha t > 0. A t < 0 eset hasonléan bizonyithato csak ebben az esetben az integralt a
[—00 + ia, 00 + ia] egyenesre helyezziik &t.

o.)
< e_“t/ |f(u —ia)| du < const.e™

— 00

A Jp(t)] = 1 relacié6 akkor és csak akkor érvényes, ha o(t) = €% azaz, ha
Fe'(€=4) = 1 valamilyen a valés szdmmal. Ez utébbi azonossag akkor és csak akkor
teljesiil, ha P(2mt(§ —a) € {0,£1,+2,...,}) = 1. Tehat |p(t)| = 1 valamely t # 0
esetén akkor és csak akkor, ha a £ valdszintiségi valtozo értékei egy valdszintiséggel
valamely {— +a, k=0,4+1,42,. } racsra vannak koncentrdlva. Ha & réacsos
eloszlasu, és nem egyetlen pontba van koncentralva, akkor van egy legnagyobb
h > 0 szam, hogy & eloszldsa egy h stiriiségii racsra van koncentralva. Ugyanis
ekkor 1éteznek olyan a és b szamok, hogy P({ = a) > 0, és P(§¢ = b) > 0. Ekkor
¢ egy csak egy 2% periédusi racsra lehet koncentralva, ahol k pozitiv egész szam.
Mivel & eloszlasanak létezik h > 0 peridédusa, innen kovetkezik az allitas.

A feladat megolddsanak befejezéséhez, csak azt kell észrevenni, hogy a ¢(-) fiiggvény
folytonos, és egy nem racsos eloszlasu valdoszinliségi valtozo karakterisztikus fiigg-
vénye teljesiti a |p(f)| < 1 egyenl6tlenséget, ha t # 0. Ezért  sup |p(t)] < 1.
A<|t|<B

A feladatban definidlt £ valdsziniiségi valtozé karakterisztikus fiiggvénye o(t) =
1(cost + cos(v/2t)). Léteznek olyan (p,,qn), n = 1,2,..., egész szdmokbdl 4ll6
szampéarok, amelyekre g, — 00, és |[v/2¢, — pn| < qin. (Ha a (pn, gn) szampéarokat
ugy valasztjuk meg, hogy a ’;—: tortek a /2 szdm lanctortjei, akkor ezek a szémok
teljesitik a kivant feltételt.) Legyen t, = 2mq,. Ekkor cost, = 1, és teljesiil a

lim cos(v/2t,) = 1 azonossig. Ezért t,, — oo, és ¢(t,) — 1, ha n — oco. Mésrészt
n—oo

o(t) # 1, hat #0.

Ha & valamely véges vagy megszamlalhatdéan végtelen sok értéket felvevo valdszint-
ségi valtozd, akkor minden £ > 0 szamra létezik olyan s = s( ) < 00 egész szam, és
U, ..., us értékek, amelyekre P(§ € {uq,...,us}) > 1— £. Tovabbé a szdmelmélet
egyik klasszikus eredménye, a Dirichlet tétel szerint rnmden N > 1 szamra létezik
olyan 1 < gy < N egész szam, és p, ..., ps egész szamok, amelyekre |qgnug — pr| <
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31.)

32.)

N-1s minden k =1,...,s szdmra. Ezért, ha elég nagyra vélasztjuk az N szémot,
6

elerhetJuk hogy t = 27qu valasztassal Re e”“’f > 1— £ minden 1 < k < s indexre.

Ekkor Re Eei't > Z P =up)(1—-5) -5 >1~—e Mivel tetszbleges ¢ > 0-

ra tudunk ilyen szamot talalni, ezért létezik pozitiv egész szamoknak olyan qp,
N =1,2,..., sorozata, amelyekre a ty = 2mqy sorozat teljesiti a lim ¢(ty) =1
n—oo

relaciot. Mivel a & valoszinliségi valtozo nem racsos eloszlasu, ezért minden B > 27

szamra sup |¢n(t)] < g < 1 alkalmas ¢ = ¢(B) < 1 szammal. Ezért az el6bb
2r<t<B
konstrualt ¢ty szamsorozatra ty — oo, ha N — oo.

Legyen a & val6szintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye F(u), karakterisztikus fiiggvénye
©(t), és Rep(t) = u(t). Ekkor minden h > O-ra

1 —u(h) > 1—coshu ,
7z :/ —zz U dF(u)

— 00

és mivel %imo 1_};052"“ = %, % > 0 minden v € R' és h € R! szémra, ezért
—

54 S o0 1—coshu u?d — 1 2

a Fatou lemma alapjin hzn_}nf o S > 3 f u? dF(u SEE.

Ezért a feladat megolddsahoz elég megmutatni, hogy lim sup 2=4/) ( ) < oo, ha ¢(t)
h—0
az origéban kétszer derivalhaté. De ha ¢(t) az origéban differencidlhaté akkor

ugyanez érvényes az u(t) fliggvényre. Ekkor az u/(t) = dlzlgt) derivalt létezik az

origd egy kis kornyezetében, és u/(0) = 0, mivel u(-) paros fiiggvény. Tovabba

uw(0) = 1, u(t) < 1 minden t € R! szdmra, ezért 0 < 1_;;2(@ = “(O)h_gu(h) =

—u/(,f ho< sup M < oo kis h > O-ra, ha u(-) kétszer differencialhaté az
0<s<h

origéban, ahol 0 < ¥ < 1 alkalmas szam, és u’(-) jeloli az u(-) fiiggvény derivaltjat.

Ezért lim sup i(h) < oo ebben az esetben.
h—0

A k paraméter szerinti teljes indukciéval beldthatjuk, hogy amennyiben az F' el-
oszlasu & valdszintiségi valtozd 2k-ik derivaltja véges az origéban, akkor a & valo-
szinlségi valtozonak létezik véges 2k-ik momentuma. Ekkor az indukciés feltevés

szerint 1étezik az F*~V) (du) = (u@%:_i(du)

[u?*=2dF(u). Tovébba, az F(*~1 eloszlds karakterisztikus fiiggvényének létezik
masodik derivaltja az origéban, mert ezen eloszlas karakterisztikus fiiggvénye meg-
egyezik az F eloszlas karakterisztikus fiiggvényének a 2k —2-ik derivaltjaval megszo-
rozva (—l)k_lm;kl_g—gyel. Ezért a mar bizonyitottak alapjan egy F»~1) eloszlasi
valoszinliségi valtozonak 1étezik méasodik momentuma, és ez ekvivalens azzal, hogy
egy F eloszlasu valészintiségi valtozonak 1étezik 2k-ik momentuma.

A bizonyitas hasonlé a 22. feladat megolddsahoz. A 22. feladatban a karakte-
risztikus fiiggvények nullaban valé bizonyos jellegii folytonossiagabol vezettiink le
becslést az eloszlasfiiggvények farokeloszlasara. Ebben a feladatban azt hasznaljuk
ki, hogy amennyiben erésebb folytonossagi feltételek érvényesek, akkor az eloszléas-
fliggvények végtelenben vald viselkedésérol élesebb becsléseket bizonyithatunk.

valoszintliségi eloszlds, ahol mop_o =
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33.)

34.)

Jelolje F'(x) a & valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét, u(t) = Re ¢(t) a karakte-
1_+(h) = |u/(Yh)| < const. h® becslés teljestil

egy alkalmas 0 < 9 < 1 szammal, ha a feladat feltételei teljesiilnek. Ekkor érvényes
a (2.6) formula kovetkez6 analogonja.

h 1/2h :
1 —
const. h' T > / —u(t)dt :/ (1 o hx) dF(x)
n h —1/2h hx
in h 1
+/ (1_ sin "”) dF (z) z/ Lar()
2> & ha o> 2 2
1 1
=37 ('5' > ﬁ) -

Innen P(|¢] > u]) < const.u '~ minden u > 0 szdmra. Vezessiik be a G(u) =
P(|¢| > u) fliggvényt. Parcidlis integréaldssal kapjuk, hogy

risztikus fliggvény valds részét. Az )

E|¢| = /000 lu| dG(u) = [uG(u)]y — /G(u) du < oo.

Ha a ¢(t) karakterisztikus fiiggvény 2k + 1-szer differencidlhaté az origd egy kis
kornyezetében, és a 2k + 1-ik differencialhanyados Lipschitz o, a > 0, ebben a
kis kornyezetben, akkor vezessiik be az F*)(du) = %}Ed“) eloszlast, ahol F(-)
a & valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye, és my, = [u?* dF(u). Az el6z8 fel-
adat érvelését adaptélhatjuk erre az esetre is. Egy F*) eloszlasi val6szinfiségi

valtozora alkalmazhaté a feladat mar bizonyitott allitasa, és innen kovetkezik, hogy
E|¢)?EH < oo

A Cauchy-féle integrélformula és a 31. feladat eredménye alapjan (—1)¥E¢?F =

d*o(t) _ (k!
dtk =0 271

fiiggvény analicitdsi tartomanydban van. Ezért E¢?* < (ak)?* alkalmas a > 0

R ;’;,(C—i)l dz, ha az origé kiizéppontu és R sugari kor a ¢(z)

k
szammal, és P([¢| > z) < (%’“)2 tetszOleges k > 1 egész szdmmal. Ha xz > C
| szdmot, ahol [u] a legnagyobb u-
x) < const. e~ ** egyenl6tlenség

valamilyen Cj szammal, akkor valasszunk k = [
nal kisebb egész szam. Innen kovetkezik a P(|¢
minden x > 0 szamra.

2a
| >

Megjegyzem, hogy azért volt sziikség ilyen viszonylag bonyolult bizonyitasra, mert
a bizonyitas elején még nem tudtuk, hogy a karakterisztikus fliggvény analitikus
kiterjesztése a p(z) = Ee** fiiggvény.

Ha a ¢ eloszlasfliggvény karakterisztikus fiiggvénye integralhato, akkor alkalmaz-
haté az inverz Fourier-transzformaciérél szold tétel. Innen kapjuk hogy létezik a
¢ valészintiségi valtozé f(x) stirtiségfiiggvénye, és f(x = [ e p(t)dt. Ezt a

formulét k-szor derivalva kapjuk, hogy d" f (x) GOl ’) f tk —m; o(t) dt, felteve, hogy
az inverz Fourier transzformdécios formulaban az mtegralas és derivélas sorrendje
felcserélhet6. Tulajdonképpen a 27. feladat megoldasaban bebizonyitottuk, hogy
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35.)

36.)

ez az integralds és derivalds feleserélhetd, ha |t|7|o(t)| fiiggvények minden 0 < j < k
szamokra integralhatéak. Innen kovetkezik a feladat allitasa abban az esetben, ha
lo(u)] < const. |u|~(k+1+e) Valamilyen 5 > 0 szammal. Ha lo(u)| < const. el
valamilyen o > 0 szammal, akkor az = 5= [ e p(t) dt fiiggvény az f(z)
stirtiségfiiggvény analitikus kiterjesztese

Jelolje o(t) = B¢ a & valészintiségi véltozo karakterisztikus fiiggvényét. Mivel az
\S/—% valészintiségi valtozé karakterisztikus fiiggvénye @™ (\%), ezért az eloszlasok
konvergencigjarol szolo alaptétel és a 13a.) feladat eredménye alapjin elég azt
megmutatni, hogy ¢©" (\%) — e~/2 minden t € R! szamra, ha n — oo. Viszont

a p(t) figgvénynek a t = 0 koriili Taylor-sorfejtésbol és a 27. feladat eredményébél
kapjuk, hogy ¢(t) = 1 — % + o(t?), ha t = o(1), és ¢ (ﬁ) =1- % +o(L) =
e=t"/2nto(n™) ha t = O(1), ahonnan " (\/Lﬁ) = ¢~ 1*/2to(1) _, ¢=1*/2 minden
rogzitett ¢ szdmra, ha n — oo.

Vezessiik be az F(t) = e — (1 +® 4t (Zt) ) fiiggvényt, és tekintsiik ennek

FU)(t) derivaltjait. FU)(0) =0, ha 0 < j < l{:, és |F*FD ()| = [e***| = 1 minden
t € R' szamra. Teljes indukciéval kapjuk, hogy |FU)(t)| < f(f|F(j+1)( Y ds <

t|s|*dds _ tFtid . . " . e
0 T = iy minden j =k + 1,k,...,0 szdmra. Tehat |F(t)| < GDT és
ez a feladat allitasa.
37.a) Alkalmazva a (11) formulit k = 1-re kapjuk, hogy |e*¢ — 1 — it¢| < 55, Bzért

véve a baloldalon az abszolutérték jelek kozotti kifejezés varhato erteket kap juk,
hogy |¢(t) —11] < %ESQ. Ha E¢2 < ¢ elég kis € = £(t) > 0 szdmmal, akkor
11— p(t)] < 7, és [logp(t) + (1 — (1)) = [log (1 — (1 —(t)) — (1 — ()] <
11— ()2 <t (Be?)”.

b.) Az Sy valdszintliségi véltozék akkor és csak akkor konvergilnak az m vérhaté

2

értékili és o szorasnégyzetli normalis eloszlashoz, ha

ng
. _ o242 :
lim H Ok (t) —e t /Z-Hmt‘

k—oo -

Mivel a jobboldal nem zérd, jogunk van e formulaban logaritmust venni, azaz ez
a relaci6 ekvivalens a

242

ng
ot
. | P
Jim El 0g Prk,;(t) 5 Timt
J:

formuldval. (Ez az azonossidg tgy értendd, hogy a logyy ;(t) fliggvényt dgy
definidljuk, hogy log ¢y ;(0) = 0, és ez a fiiggvény folytonos. Ekkor a logarit-
mus fiiggvény megfelel6 dgat valasztottuk, és folytonossagi meggondolas alapjan
latjuk, hogy a fenti azonossag igaz. Masrészt az egyenletes kicsiség feltétele és e
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feladat a) része miattt k > ko(t) esetén

Nk Nk s

2
Zlog K, (t) — Z(go;w-(t) —1)| <! Z (Ef,%’j) < const. t* 1%1222 E&? )
j j=1 j=1

mert khm Z ESQ . = 1. Innen, és az egyenletes kicsiség feltétele miatt
— 00

=1
Nk Nk
li 1 =0.
fim (300~ 3ot

E reldciékbdl kovetkezik a 37. feladat b) része is.

38.) Rogzitsiink egy ¢ > 0 szdmot. Ekkor

E& ;= B& I{([65] < o)) + BE I{[6ry] = €}) <2+ ) B I({[€r,] = €)),
j=1

2

ezért a Lindeberg feltétel alapjdn limsup sup FE¢; j < €. Mivel ez az éllitas

k—oo 1<j<nyg
minden € > 0 szdmra érvényes, innen kovetkezik az egyenletes kicsiség feltétele.

A (12) formula alapjan (m = 0 és o = 1 valasztassal) a centralis hatareloszldstétel
bizonyitasahoz azt kell megmutatni, hogy az adott feltételek teljesiilése esetén

Nk

t2
lim Z(wkﬂ( hm ZE etteri — 1 —itfk,j) -3

k— o0
j=1

ny
vagy mivel lim Y F&2 . =1, azt hogy

Nk

e . t2
kli)n;o 1 E <e Bri — 1 — itk ; + 5££’7> — 0.
Jj=

Alkalmazva a (11) formulét k = 2-re, ha |tz| < e és k = 1-re, ha |tx| > ¢ valamint
a Lindeberg feltételt, kapjuk hogy

ng ‘ 2
S (et 1~ it + ek, ) Mllnsl < ) <ZE't§k9’ e
j=1

2
<elt|? ZE% < const. ¢,
=1
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39.)

40.)

és

. ng . ‘ ' t2
i |38 (60 1 -t + 562, )il > <)

k—oo |4
J
Nk
< lim E 1 Bt i 1({1k 51 > €}) = 0.
]:

Mivel ezek a reldciék minden € = 0-ra érvényesek, innen kovetkezik a (12) formula
m =0 és 02 = 1 valasztassal. Igy a 38. feladatot megoldottuk.

ng 9
A feladat feltételeinek teljesiilése esetén klim >~ Re(pg,j(t) — 1) = —4. Tovabb4,
— 00 j=1

mivel nagy k indexre a szériasorozat sorainak az Osszege kozel egy szérasnégyzetii,
ezért

ng

2
lim E (COS(tfk j)— 1+ 521”> =0 minden t € R' szdmra.

Vegyuk észre, hogy cosu—1+% > 0 minden v € R! szdmra, mert az F'(0) = cos u—
1+ 4 7 fiiggvényre F'(0) = 0, F’(O) =0, és F""(u) =1 —cosu > 0 minden u € R!

szdmra. Tovabd cosu — 1 + “72 > ’1—2, ha |u| > 3. Ezért a fenti egyenlétlenségbél
kovetkezik, hogy

o, 3

lim ZZESk,j] <{|§k,j > ;}) = 0.
t= g valasztassal megkapjuk a feladat allitasat.

k—o0 —
Vegyiik észre, hogy |E&;I(|6k 5| < €)l = |E&kiI(I6k| > €)l < 2EEE ;1(16k4] >
). Mivel |E&, ;1(|€k,;| < €)| < e, ezért a Lindeberg feltételbdl kévetkezik, hogy

Nk ng

lim 3 (B 1(16] < ) =0 és lim 35 B¢ I(J6es| <€) = 1. E két reld-
—00 =1 —00 =1 ’

ciobdl kovetkezik a feladat els6 allitdsa. Masrészt a fenti egyenl6tlenségekbol és a

Lindeberg feltételbol kovetkezik, hogy

kaj &, L(1€k,5] <€) ZE&CJ (1€k,51 <€)

Z (€r (1€ ] =€) — 0, hak — oo.

Tovabba a Lindeberg feltételbdl és a Csebisev egyenlotlenségbdl az is kovetkezik,

n

k K
hogy a > (&kj — &k il (k5] <€) = >° &k jI(|&k, ;| > €) kifejezés sztochasztikusan
j=1

j=1
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konvergal nulldhoz, ha k — oo, mivel

2 Nk
> &il(&il > )| <> B Ikl >€) —0 hak—0.
j=1

Jj=1

Az utolsd két reldcidobdl kovetkezik a feladat mésodik allitasa is.

41.) A Holder egyenlétlenség alapjan

n n (2/a+2)
ZE&%I(KH > 6Sn) < Z (E|§k|(2+a)) P(|fk’ > 8!,371)04/(2-%04)
k=1 k=1

a/(24a)

n (2/a+2) /
< <Z E’fk’(2+a)> (Z P(|&k] > eSn)>
k=1 k=1

E&G 1

n n
Mésrészt, a Csebisev egyenlétlenség alapjan ) P(|&x| > esn) < Y =b = =.
k=1 k=1 "

Ezért ha teljesiilnek a 41. feladat a) részének a feltételei, akkor

lim — ZEgk (|&x] > esn) =0,

azaz teljesiil a Lindeberg feltétel.

Az a.) 1ész végén tekintett esetben s2 > const.n, és Z B¢ = o (nla+2)/2),
=1
ha n — oo, ezért ekkor teljesiil a 41a.) feladatban megfogalmazott feltétel.

Ha &1,&,, ..., fliggetlen egyforma eloszlasu valészintiségi valtozok sorozata, F& =
0,0 < EE2 < oo, akkor & z BEI(&| > e50) = g BEI (|gl\ > a/nE&%) 0,

ha n — oo. Tehat ebben az esetben is teljesiil a Lindeberg feltétel.

42.) Ha az = pont az F(-) hatéreloszlasfiiggvény folytonosségi pontja, akkor minden
e > O-ra létezik olyan § > 0 amelyre F(z) — 5 < F(z —6) < F(z) < F(z + ) <
F(x +0) + 5. Mivel az F(-) monoton fiiggvénynek csak megszamlalhatéan sok
szakaddsi pontja van, az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az x +4
pont is folytonossdgi pontja az F(-) fiiggvénynek. Létezik olyan ng = ng(d,e),
amelyre P(S, < z+96) < F(x +0)+ 5, P(S, > 2 —-9) <1—-F(x —9)+ %,
és P(|Tn| > 6) < §, han > ng. Ekkor P(S, +T, < z) < P(S, < = +90) +
P(|T,| >6) < F(x + )+ 5§ < F(x) + ¢, han > ng(e,§). Hasonléan kapjuk, hogy
P(S,+T,>z)<1—F(x)+¢, han>ng(e,d). Mivel a fenti allitasok tetszéleges
e > 0 szamra igazak, innen kovetkezik a feladat allitésa.

43.) Legyenek &,, n =1,2,..., fliggetlen valdsziniiségi véltozok a kovetkezd eloszldssal:
P(fn:n):P(fn:_TO:ﬁ)P(fn:2>:P(€n:_2):%7ésp(£nzo):
3 — 50, n = 1,2,.... Ekkor B, =0, B = 1. Legyen X, = &,I(|&] < 2),
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44.)

45.)

Y, = &I1(l&] > 2). Ekkor S, = > Xy és T, = > Y} részletosszegek koziil
k=n k=1
\/gSn eloszlasban konvergal a standard normadlis eloszldshoz, mert az X,,, n =

1,2,..., valészintiségi valtozok részletosszegei teljesitik a centrélis hatareloszlastétel

feltételeit, és EX, = 0, EX2 = % A \/ng kifejezések pedig sztochasztiku-

san konvergalnak nulldhoz, ha n — oo. Ugyanis Y P(Yi # 0) < oo, ezért
k=1

egy valdszintliséggel csak véges sok Yi(w) nem egyenld nullaval, és > |Yi(w)| <
k=1

K(w). Mivel \/g Yo &k = \/gSn + \/ng, a fenti szamolasokbdl és a 42. feladat
k=1
eredményébdl kovetkezik, hogy a fenti konstrukeié példa a 43 a.) feladat allitaséra.

Alkalmazzunk a fenti &,, valészintliségi valtozdk konstrukciéjaban némi valtoztatast.
Legyen az eldbbiekhez hasonléan P(&, = 2) = P(§, = —2) = 1, és P(§, = n) =
L. Legyen tovabba

4nZ:
1 1 1 1 1
Plg, =—)=-—-—" é Pl&=—n—20°2[1-=)) ="
(5 \/ﬁ) 2 (5 no ( n>) n?

n=12...,akkor ¢, =0, n=1,2,.... Az a) részben alkalmazott csonkitds és
az ottani szamolés természetes modositasaval kapjuk, hogy ezek a &,, n =1,2,...,
valésziniiségi valtozok példat szolgaltatnak a 43. feladat b) részének az éllitdséra.

AZ=(Z,...,Z,) véletlen vektor eloszlasit meghatdrozza annak karakterisztikus
fiiggvénye. (Lasd példaul a 19. feladat eredményét.) Viszont e véletlen vek-
tor Fit1Z1t+tmZm) karakterisztikus fliiggvénye megegyezik a feladatban definiglt
Z(t1,...,ty) valészinliségi valtozo karakterisztikus fliggvényével az 1 pontban. Te-
hat a Z véletlen vektor karakterisztikus fliggvényét meghatarozzak a feladatban
tekintett egydimenzids valdszintliségi valtozdk eloszlasai. Innen kovetkezik a fel-
adat allitasa.

Az FEloszlasok konvergencidjardl szolo Alaptétel alapjan lathatjuk, hogy a Z, =
(Ziny- oy Zmmn), n = 1,2,..., valésziniiségi vektorok eloszldsban konvergdlnak
valamilyen m-dimenziés eloszlashoz n — oo esetén, ha a Z,, = Z,(a1,...,am), n =
1,2,..., egydimenzids valésziniiségi valtozok tetszoleges valds aq, . . ., a,, szamokra
eloszlasban konvergalnak n — oo esetén. Valéban a Z,, n = 1,2,..., vektorok
karakterisztikus fliggvényei ebben az esetben minden (t1,...,t,) € R™ pont-
ban konvergalnak egy (t1,...,t,) figgvényhez, és ennek a ¢(-) fliiggvénynek a
megszoritasa a koordindtatengelyekre folytonos. Az emlitett alaptételbdl kozvetle-
nill adédik az is, hogy a Z,, valdszinliségi vektorok eloszlasban valé konvergencié-
jabdl kovetkezik a Z,(aq,...,an) valésziniliségi véaltozok eloszlasban valé konver-
gencigja is. Valéban ekkor ezen valdsziniiségi valtozok karakterisztikus fiiggvényei
konvergélnak egy folytonos fiiggvényhez.

Ha a Z,, véletlen vektorok eloszlasban konvergalnak, akkor a hatarmértéket egy-
értelmiien jellemzi annak karakterisztikus fiiggvénye, amely a Z,, karakterisztikus
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46.)

fiiggvények limesze. Hasonlban, a Z, (a1, ..., a,;,) eloszlasok limeszének a karakte-
risztikus fliggvénye ezen eloszlasok karakterisztikus fiiggvényének a limesze. Ebbol
a ténybdl kovetkezik a p hatareloszlasfiiggvénynek a feladatban megadott jellem-
zése, illetve az a tény, hogy a leirt jellemzés egyértelmiien jellemzi a hatareloszlas
karakterisztikus fiiggvényét, ezért magat a hatareloszlast is.

Legyen a ¥ = (D), 1 < j,k < m, egy m-dimenzidés (Z1,...,Z,,) véletlen
vektor kovariancia maétrixa, azaz legyen D, = E(Z; — EZ;)(Z, — EZy), 1 <
7,k < m. Ekkor a ¥ matrix nyilvan szimmetrikus. Masrészt tetszoleges x =

(Z1,...,%m) € R™ vektorra x¥x* = Zl kz ©;E(Z; — EZ;)(Zy — EZy)xy,
J=1k=1

2
k
E (Z zj(Z; — EZj)> > 0, tehdt a ¥ métrix pozitiv (szemi)definit.
j=1

Mésrészt, ha ¥ egy tetszOleges pozitiv (szemi)definit m X m-szeres matrix, akkor
a linedris algebra eredményeibdl kévetkezik, hogy 1étezik olyan (nem egyértelmiien
meghatdrozott) B mxm-es métrix, amelyre ¥ = BB*. (Egy lehetséges konstrukcio:
Minden szimmetrikus ¥ matrix eléallithato ¥ = UAU* alakban, ahol U unitér, A
pedig diagondlis matrix Aq,...,\,, elemekkel a diagondalisban. A Y matrix akkor
és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha az 4tléban szereplé \;, 1 < j < m, elemek
nem negativak. Ha ¥ = UAU* pozitiv (szemi)definit matrix, akkor definialjuk a
B = UVAU* szimmetrikus métrixot, ahol v/A az a diagondlis métrix, amelynek
diagonalis elemei a \/\;, 7 =1,...,m, szdmok. Ekkor ¥ = B? = BB*.)

Legyen ¥ = (D; 1), 1 < j, k < m, tetszleges pozitiv (szemi)definit m xm-es métrix,
és M = (My,...,M,,) € R™ vektor az R térben. Legyen & = (&1,...,&,,) egy m-
dimenzids standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozé, B = (bjr), 1 < j, k <
m, olyan m X m-es méatrix, amelyre BB* = ¥. Definidljuk az n = (n1,...,0m) =
¢B + M m-dimenziés normalis eloszldsi véletlen vektort. Azt allitjuk, hogy n
varhaté értéke M kovariancia matrixa pedig BB* = Y. Ebbdl az allitasbdl az is
kovetkezik, hogy tetszéleges pozitiv (szemi)definit 3 m x m-es métixra és M €
R™ vektorra létezik olyan normadlis eloszlasu vektor, amelynek varhaté értéke M
kovarianciaméatrixa pedig 3.

Valéban, En = (Em,...,Eny) = (My,...,M,,) = M, és a kovarianciamdtrix
elemeit a kovetkezdképpen szamithatjuk ki.

m m p
E(n; — Enj)(nk — Eng) = E (Z bg;lfl) (Z bk,p£k> =Y bjibri = Dy
=1 p=1 =1

minden 1 < j k < m szdmra, mert E§E, = 0, ha | # p, E& = 1, és az utolsé
egyenloség a B*B = X azonossagot fejezi ki a megfelel6 matrixok elemeinek a
segitségével.

Tekintstiink egy 7 = (91,...,0m) = £B + M m-dimenziés normélis eloszlasi va-
16sziniiségi vektort, ahol £ = (&1,...,&,) standard normadlis eloszldsi vektor, B,
m X m-es matrix, M = (My,...,M,,) € R™. Legyen BB* =¥ = (D, ), 1 < j, k<
m. Szamitsuk ki az n vektor p(ti,...,t,) = Ee'timT+tmnm) karakterisztikus
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48.)

figgvényét. Vezessiik be a ( = t1m1 + - - - + ;0 valdsziniiségi valtozét. Ekkor ¢
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo, mert felirhatd, mint a fliggetlen, normalis
eloszlasu &1, . . ., &, valoszinliségi valtozok linearis kombinéciéja plusz egy konstans.

Tovabba ¢ varhaté értéke M = M (tq, ... tym) = > t My = (M, t), szérasnégyzete
k=1

m m m m
pedig 02 = > S ttpEnne = Y, Y titkDjx = tXt*, ahol t = (t1,...,tm).

J=1k=1 J=1k=1
Ezért ¢ karakterisztikus fiiggvénye ¥(u) = Eel¢ = —w t5t7/2+i(Mt)u  [npep
Oty ... ty) = BeltmtFtmim) — (1) = = t37/2HiMb) | q70, érvényes a (13)

formula.

A (13) formulédbdl kovetkezik, hogy ha 1 m-dimenziés normalis eloszldsi valészinii-
ségi vektor, akkor 7 karakterisztikus fiiggvényét és ezért eloszldsat meghatarozza
annak varhaté érték vektora és kovariancia matrixa. Jegyezziik meg, hogy meg
lehet adni két kiilonboz6é By és By m X m-es matrixot, amelyekre By B} = ByBJ.
Legyen x m-dimenziés standard normadlis eloszlasu valoszintiségi valtozo, By és By
két ilyen m x m-es matrix, és M € R™ tetszoleges vektor. Definidljuk a n =
EB1 + M és 1o = £By + M normalis véletlen vektorokat. Akkor e két vektor
kovarianciafiiggvénye és varhato érték vektora, ezért eloszlasa is megegyezik, noha
ez By # By miatt nem magatdl értetendo allitas.

Hasonlbéan a (13) formula bizonyitdsdhoz a 46. feladatban kapjuk, hogy az n =
(171, ...,m) vektor karakterisztikus fiiggvénye Ee'(t1) = o=t3t7/2+1(Mt) fiio0vény,
ahol t = (t1,...,1;), és ¥ = B*B. Innen kovetkezik, hogy n normalis eloszldsi
véletlen vektor X kovariancia matrixszal és M varhaté érték vektorral.

Adva egy 1 m-dimenziés normalis eloszlasu véletlen vektor, irjuk ezt n = €B +
M alakban, ahol £ m-dimenziés standard normélis eloszlasu vektor. (Ez mindig
lehetséges. Valgjaban elég lenne szamunkra egy n-val azonos eloszlasu vektor
eloallitasa ilyen médon, aminek a lehetdsége kovetkezik a normaélis eloszlasu véletlen
vektor definicidjabdl.) Ha az n vektor koordinatédi koziil bizonyosakat elhagyunk,
és csak [ koordinatat Oriziink meg, akkor az igy kapott i’ vektort eléallithatjuk a
kovetkez6 modon. Hagyjuk el a B vektor sorai koziil az olyan indextieket, mint
amelyeket elhagytunk n-bdl, és hasonléan hagyjuk el az M vektor koordinaibol
az olyan indextieket, mint amilyeneket az n vektorbdl elhagytunk. Jeloljik az igy
kapott matrixot és vektort M’-mel és B’-vel. Ekkor ' = ¢B’ + M/, ezért 1 a
feladat mar bizonyitott része alapjan normalis eloszlasu.

A feladatnak két kiilonb6z6 megoldasat ismertetem, mert az tanulsagos lehet.

Els6 megoldas: Az n vektor Ee!tm) = ¢=t3t7/2+i(M.t) karakterisztikus fliggvényét,
ahol t = (t1,...,tm), és M = (M, ..., M,,) az n vektor varhaté értéke a kovetkezd
moédon irhatjuk fel felhaszndlva a ¥ métrix tulajdonsagait. Jeldlje t; a t vektor,
és M; az M vektor megszoritdsat a p € L; koordinatakra, 1 < j < k, és legyen
hasonléan X; a Y métrix megszoritdsa a 0,4, p € L; és ¢ € L; értékekre, 1 <

. k . .
j < k. Bzzel a jeloléssel B!t = [] e %%t /24iMit) - Legvenek 7}, ..., 1,
j=1
fiiggetlen, normalis eloszlasi vektorok X; kovariancia métrixszal és M; varhato
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érték vektorral, 1 < 5 < k. Ekkor 773 karakterisztikus fliggvénye Eeitim) =
et %t /24 M) minden 1 < j < k indexre. Ezért az /' = (1}, ..., 1)) és n vektor
karakterisztikus fiiggvénye megegyezik. Ebbdl kovetkezik, hogy n és n' eloszlasa
is megegyezik, ezért az 7; vektorok, 1 < j < k, az 77;- vektorokhoz hasonléan

fliggetlenek egymastol.

Miésodik megoldas: Hasznaljuk az els6 megoldasban bevezetett jeloléseket. Az

ott definidlt " vektor normalis eloszlasi ¥ kovariancia métrixszal és M vérhat6

értékkel. Mivel egy normaélis eloszlasu véletlen vektor eloszlasat meghatarozza an-

nak kovariancia méatrixa és varhato érték vektora, ezért n és ' eloszldsa megegyezik.

Innen az is kovetkezik, hogy az nj, ..., 1, véletlen vektorokhoz hasonléan az 7,
., M véletlen vektorok is fliggetlenek.

A 45. feladat eredménye alapjdn elég belatni, hogy tetszéleges a = (aq,...,a,,) €

m
R™ vektorra az ALnSn = ALnSn(al,...,am) = A—ln dapSpn, n o= 1,2,..., va-
=1

16szintiségi valtozék a nulla varhaté értékii, o? = aXa* szérésnégyzetﬁ normalis

eloszlashoz konvergalnak, ha n — oo. Vegyiik észre, hogy A -5, = A Z N, N =
m

1,2,...,ahol mp = > apép i, k =1,2,.... Jegyezziikk meg, hogy ni, k = 1,2,...
p=1

fliggetlen valdszinfiségi valtozok, Eny = 0 és Eni = aXia*.

Tekintsiik kiilon azt az esetet, ha aXa* = 0, és ha aXa* > 0. Ha aXa*™ = 0, akkor

az ALSn valoszintliségi valtozok sztochasztikusan konvergalnak nulldhoz, ha n —

oo. azaz eloszldsban konvergalnak az (elfajult) nulla varhat6 értéki és aXa* = 0

szorasnégyzetli normalis eloszlasu valdszintiségi valtozdhoz, és az adott esetben ezt

kellett belatni.

Ha aXa* > 0, akkor azt kell belatni, hogy az ALSn, n=1,2,...,sorozat eloszlasban

konvergdl egy nulla varhato értékii és aXa* szérasnégyzetii normalis eloszlasu valé-
7 ’” 7’ . z 7’ / 7’ . _ nk

szinliségi valtozohoz. Ennek érdekében vezessiik be az 1y, , = A Ve 1<k<n,

n n «
n = 1,2,..., szériasorozatot. Ekkor Y En? = A% > aazz’“; — 1, ha n — oc.
k=1 ’ " k=

Annak érdekében, hogy az a¥a* > 0 esetben alkalmazhassuk a széria sorozatokrol
sz0l6 centralis hatareloszlastételnek a 38. feladatban megfogalmazott alakjat, meg
kell mutatnunk, hogy a fent definidlt szériasorozat teljesiti a Lindeberg feltételt.
Innen a feladat allitasa is kovetkezik.

Eldszor a kovetkezé egyenlStlenséget 14tjuk be. Legyen K =  max lap|. Ekkor
<p<m

K
B (i o I( ) < AZavar Z B 1 I(|€p,x| > EAR) (2.7)
minden 1 < k <nésn=1,2,... indexre, ahol & = &(k) = — " s \/a;a*.

1<p<m
Ezeket az egyenl6tlenségeket 6sszegezve minden 1 < k£ < n indexre, és alkalmazva
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a (14) formuldt minden 1 < p < m indexre megkapjuk, hogy az ni ,, 1 < k < n,
n=1,2,... szériasorozat teljesiti a Lindeberg feltételt.
A (2.7) formula beldtdsa érdekében vezessiik be azt a véletlen p(k) = p(k,w) in-

dexet, amelyik a (legkisebb) olyan p szdm, amelyre |55 1 (w)| =  ax 1Ep e (W)]-

Vegyiik észre, hogy

{w: ()] > e} € (J{wr [6(w)] > 441,

p=1

ezért I(|ng(w)] > €) < I(|&p(h w0 (w)| > EA,). Bzenkiviil ng(w)[? < 725262, 1.

Innen
272
A2a¥Yar

m2K2 m )
S Aavar 252,k1(|§p,k| > EA,).
n s

771%[(‘7%‘ >¢) < fg(k),kf(yfﬁ(k,w),k(w)‘ > EA,)

Varhato értéket véve ebben az egyenl6tlenségben megkapjuk a (2.7) formulat.
Végiil azt vegyiik észre, hogy ha &, = (&1 k.-, &mk), k= 1,2,..., fiiggetlen egy-
forma eloszlast m-dimenzids valészintiségi valtozok sorozata, nulla varhaté értékkel
és véges X kovariancia matrix-szal, akkor ez a sorozat teljesiti a (14) reldcidt
A2 = n vélasztdssal. Ezt az &llitast bebizonyitottuk a 41b.) feldatban azon p
koordinatakra, amelyekre Ef§71 > 0. Azon p koordinatakra, amelyekre EﬁgJ =0,
&p1 =0, és ezeket a koordinatakat elhagyhatjuk.

Rogzitsiink elészor egy olyan p szamot, amelyre a ¥ (szintén pozitiv (szemi)definit
matrix atléjanak p-ik tagja D, , teljesiti a D), > 0 egyenl6tlenséget. Definialjuk

az NMgn = Men(D) = A'E””“ , 1 <k <mn, n=1,2,..., szriasorozatot. Ekkor

nDp,p

lim En,%n =0,¢é az Ngn, 1 <k < n,n =12 ... széria sorozat teljesiti az
n— 00 ’

egyenletes kicsiség feltételét és a centralis hatareloszlastételt. Ezért ilyen p indexre a

39. feladat eredménye alapjan teljesiil a (14) formuldban megfogalmazott Lindeberg

feltétel.

Ha a p index olyan, hogy D, , = 0, akkor lim A% > Efﬁ x = 0. Mivel EE; e 2
n—oo n k=1 ’ )

Efg,kl(|§p7k| > cA,), ezért a (14) relacio ilyen p indexekre is teljesiil.
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Appendix

A Fourier inverziés formula bizonyitasa:

Vezessiik be az f(u) = fe*it“f(u) du figgvényt. Azt kell belstnunk, hogy f(u) =
f(u) majdnem minden u szdmra, és ez az allitds ekvivalens azzal, hogy fot flu)du =

f(f f (u) du minden t szamra. Mivel

/tf<u>du— L /te-iusﬂu)dsd -
0 2t ) o Jo Y= on o —itu s

ezért a kovetkezo azonossagot kell belatnunk:

| toasan= o [ " = fwa (A1)

T o oo —ltu

ahol Iy 4(-) a [0,t] intervallum indikatorfiiggvénye. Ez az azonossdg specidlis esete
a Fourier analizis egyik legfontosabb azonossaganak, a Parseval formulanak. FEz a
kovetkezét mondja ki:

Parseval formula.

[ fwstw du = [ Faygtw du (A2

ahol f(- az f(-) konjugdltjdt jeloli. Ez a formula érvényes akkor, ha a kévetkezd két
feltétel valamelyike teljestil:

a.) Az f és g fligguények mindegyike négyzetesen integralhato.
b.) Az f és g flgguények mindegyike négyzetesen integralhato.

Ha az a.) és b.) feltételek egyike teljesiil, akkor a mdsik is teljesil. Ugyanis
ebben az esetben (a Parseval formula miatt) [|f(u)*du = 5= [|f(u)?,du. Az f —

\/%7]? leképezés automorfizmus a négyzetesen integrdalhato fiigguvények terében. (A képtér

tartalmaz minden négyzetesen integralhato figgvényt.)

Annak érdekében, hogy a Parseval formulat pontosan fogalmmazuk meg, a Fourier
transzformélt fogalmat ki kell terjeszteni olyan f(-) fliggvényekre is, amelyek négyzete-
sen integralhatoak, de nem feltétleniil integralhatéak. Ez a fent emlitett Lo izomorfiz-
mus segitségével teheté meg. Minden négyzetesen integralhaté f(-) fliggvényhez létezik
integralhaté és négyzetesen integralhaté fiiggvényeknek olyan f,(-) sorozata, amelyik
négyzetes normaban konvergdl az f(-) figgvényhez, azaz [ |f,(u) — f(u)|*du — 0,
ha n — oo. Az f(-) fiiggvény f(-) Fourier transzforméltja az f,(-) Fourier transz-
formaltaknak (létez8) négyzetes normaban vett limesze.

A Parseval formula altalunk megadott valtozataban szerepel egy % faktor, amely
a tankonyvekben megadott képletben nem szerepel. Ennek oka, hogy mi a szokasostol

72



eltér6 normalizdlast valasztottunk a Fourier transzformélt definiciéjaban. (Elhagytuk a
\/%7 faktort a definici6bdl.)

Ha egy f integralhaté fiiggvény Fourier transzformaltja integralhato, akkor az
négyzetesen is integrélhat(’) mivel korldtos. Tovabbd a g(u) = Ijg4(u) Fourier transz-

formaltja a g(v f et duy, = - ¢ =1 fiiggvény. Ezért az (A1) képlet a Parseval formula
kovetkezmenye a fenti f(-) és g( ) fliggvényekkel.

Annak érdekében, hogy belassuk az egy integralhaté Fourier transzformélttal ren-
delkez6 p mértékrdl megfogalmazott allitast, tekintsiink minden € > 0 szdmhoz egy nulla
varhaté értékli és e szorasnégyzetli v, normalis eloszlasi mértéket, amelynek Fourier
transzforméltja az e—ew’/2 fiiggvény. Jeldlje p-(u) a v, mérték sﬁrﬁségfﬁggvényét és
vezessiik be a p. = pu * 1, konvoh’lci(')t azaz a a fe = 1 * Ve(A) = [ (A — u)pe(u) du
mértéket. A p. mértéknek létezik f.(u) = [ po(u—v)u(dv) surusegfuggvenye e mérték

Fourier transzformaltja pedig az 1ntegralhat0 fo(u) = e—cu’/2f (u) fiiggvény. FEzért
az fo(u) fiiggvény kifejezhetd, mint a f.(u) fiiggvény inverz Fourier transzformaltja.
Ha ¢ — 0, akkor f.(u) — f(u), ahol f(u) a (6) formuldban kifejezett fiiggvény, és
ez a konvergencia egyenletes az u valtozoban. Maésrészt a p mérték a p. mértékek
gyenge limesze, ha ¢ — 0, azaz az ﬁ valoszinliségi mértékek gyengén konvergdlnak

a % valészinliségi mértékhez. (Megjegyezziik, hogy u(R') = u.(R').) Ezért ¢ — 0
hataratmenettel kapjuk, hogy w((a,b]) f f(u)du, ha p({a}) = u({b}) = 0. Innen
kovetkezik, hogy f a p mérték surusegfuggvenye

A fenti médszer némi valtoztatasaval kapjuk a fenti dllitds bizonyitasat abban az
esetben is, ha p korlatos véaltozast mérték. Megjegyezziik, hogy a a fenti érvelésben a
hatérmenet indoklését ﬁnoml’tva és felhasznélva a Fourier transzformélt L2 izomorﬁa
feltenni, hogy a p mérték Fourier transzformaltja négyzetesen integralhato. Ekkor vi-
szont a (6) formuldban definidlt inverz Fourier transzformaltat a Parseval formuldban
is elmagyarazott Lo izomorfia segitségével kell definidlni.

A Parseval formula bizonyitdsa: Lassuk be el0szor a Parseval formulat olyan specidlis
(f,g) fuggvénypérokra, amelyek egy korldtos [—A, A] intervallumon kiviil eltiinnek, és
elég simak, példaul kétszer differencidlhatéak. Ekkor tekintve ezen fliggvények meg-
szoritasat valamely [—#T, 71| O [—A, A] intervallumra, ezek Fourier sorat, illetve a
Parseval formula diszrét (egyszerii) valtozatét, kapjuk, hogy

/f(u)g(u)duszT Z ar(T)b

k=—oc0

ahol ax(T) = o2i= [ €™/ T f(u)du = 2= f(%), és b(T) = 527G (£). Viszont a fenti

21T > an(T)bi(T) kifejezés az [ f(u)g(u) du, integral kozelits Gsszege, és az f(u)
k=—oc0

és a g(u) Fourier transzformdltak gyorsan tartanak nulldhoz, ha |u| — oo az f és g

fiiggvények simasdga miatt. (Lésd példdul a 28. feladat eredményét.) Ezért T' — oo

hatardtmenettel megkapjuk az (A2) formuldt ebben a specidlis esetben.
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Mivel a Parseval formula f = g valasztéssal az [ |f(u)[>du = o= [|f(u)|? du azo-
nossagot adja, tovabba a mar tekintett fliggvények, amelyre ezt a formulat belattuk a
négyzetesen integralhato fliggvények terében mindentitt sfirlien vannak, ezért a Parseval
formula allitasat megkapjuk az T: f — Tf = \/%7 f Lo izometria kiterjesztésével a négy-
zetesen integralhaté fliggvények terére. Ahhoz, hogy ilyen médon a teljes bizonyitast
megkapjuk, azt kell még belatnunk, hogy a T transzformécié képtere tartalmaz minden
négyzetesen integrdlhaté fiiggvényt. Innen ugyanis kovetkezik, hogy az f fiiggvény
akkor és csak akkor négyzetesen integralhatd, ha ugyanez igaz az f fiiggvényre. Ezért
a Parseval formula a.) és b.) feltételei ekvivalensek.

Ennek a hidnyzo rész bizonyitasanak érdekében tekintsiink olyan f fiiggvényeket,
amelyek elég simak (mondjuk szdzszor differencialhatéak) és elég gyorsan tartanak nul-
lahoz a végtelenben (példdul |f(u)| < const. (14 |u|'%?)). Mivel ezek a fiiggvények
mindentitt stirii halmazt alkotnak a négyzetesen integralhaté fliggvények terében elég
belatni, hogy e fliggvények benne vannak a T transzformdcié képterében. Beldtjuk,
hogy a Tv2rf~ = f, azonossag, ahol f~(u) = f(—u), kovetkezik a mar bizonyitott
allitasokbdl. Az f fiiggvény is sima, és gyorsan tart nulldhoz. (Ez kovetkezik a 27. és
28. feladat allitasabol is. Bar a 27. feladat allitasa csak eloszlasfiiggvények Fourier-
transzformaci6jardl szol, nem nehéz belatni, hogy tetszdleges integralhaté fliggvény
Fourier transzformaltjara érvényes.) Ezért az (A1) formula érvényes az (f, f) fiiggvény-
pérra is, és az f fiiggvény a 2rf—, f~(u) = f(—u), fiiggvény Fourier transzformaltja.
Innen kovetkezik a kivant allitas.

Weierstrass masodik approximacios tételének bizonyitasa:

Abbdl, hogy az (275,€ ettt +ikte) trigonometrikus fiiggvények teljes ortonor-
malt rendszert alkotnak a minden koordinatajuk szerint 27 szerint periodikus és négyze-
tesen integralhaté fliggvények teréban, kovetkezik, hogy tetszoleges elég sima és minden
koordinataja szerint 27 szerint periodikus fiiggvényhez egyenletesen konvergal a Fourier
sora. (Ekkor ugyanis a Fourier egyiitthatok gyorsan tartanak nulldhoz.) Mivel ezek a
fiiggvények mindeniitt stiriiek a folytonos fliggvények terében a szuprémum norméban,
innen kovetkezik Weierstrass masodik approximéacios tétele. Ehelyett az indoklas helyett
egy masik, direkt bizonyitast adunk, amelyik nem hivatkozik a trigonometrikus fligg-
vényekbol allo ortogondlis rendszer teljességére. Belatjuk a Fejér tételt, pontosabban
annak tobbdimenzios valtozatat. Weierstrass masodik approximacios tétele ennek az
eredménynek direkt kovetkezménye.

Fejér tétel. Legyen f(x1,...,xk) k vdltozds folytonos fiiggvény, amely 21 periodikus
minden koordindtdjaban. Minden (nq,...,ng), nem negativ egész szimokbdl dllo k-
dimenzios vektorra defindljuk az sy, ... n,(f) Fourier sort a kévetkezd képlettel:

1 Nk
Snla""nk(f)(t17""tk) = Z e Z Ajl?"'ajk61(J1t1+..‘+‘jktk)7

Jji=—mn1 Jk=—"ng

1 " " —i(Jrur+-+Jru
Aj :W/ / e~ trvat ik ’“)f(ul,...,uk)dul... duy,.
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Tekintsiik a fenti Fourier sorok kovetkezd A, (f) Cezaro kézepeit, n = 1,2, ...,

An(f)(tl,...,tk) = ﬁ Z Snl,...,nk(f)(tly--«,tk)~

0<n;<n
minden 1<j<k-ra
Ekkor lim A, (f)(t1,...,tx) = f(t1,...,tk), és a fenti konvergencia egyenletes az dsszes
n—oo
t1,...,tr argumentumban.

A Fejér tétel bizonyitdasa: A Fejér tétel bizonyitasa a kovetkezo fomulan alapul:

A(f) tl,..., / ful,... ) (tl—ul,...7tk—uk)du1...duk (AB)
ahol
Kn(ut, ... ug) = Kn(up) - Kp(ug), (A4)
és
_ 1 - iuk __ Sin2 (n+1 ) /
Ko (u) = 2m(n+1) kzzn(n+ L= [kDe ~ 2m(n+ 1)sin? (%) (A1)

Valéban, beirva az A, (f) illetve s, ., definiciéjaba az A;, . ;, Fourier egyiitthat6
definiciéjat megkapjuk az (A4) formulat, azaz

— 1 )
Kn .. - i(miur+-+mpug)
(o) (2m(n+ 1))k Z Z €

0<n;<n ;| <n;
minden 1<j<k-ra minden 1<j5<k szdmra

27Tn+1 kH Z Z et | = Ky (ur) .. Ko (u),

n;=0m;j;=-—n;

ahol a K, (u) fliggvényt az (A4") formula kézépsé formuldja definidlja. Ezt az Osszeget
példaul a kovetkezé moédon hozhatjuk zart alakba.

1 n ' n '
27((” - 1) Z (n +1— |k’|)GWk n " 1 (Z ezuk) (Z e—wk)

k=—n k=0
1 ei(n+1)u -1 2 1 ‘ez(n+1)u/2 _ efi(n+1)u/2‘2
C2r(n+1)| etv—1 2n(n + 1) |eiu/2 — e—iu/2’2

sin? (51u)

2m(n + 1) sin® (%)

Az (A4') formuldban definialt K, (u) fiiggvénynek a kovetkezd szamunkra fontos tulaj-
donsagai vannak:
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(i) [T Kn(u)du=1. Ez a K,(-) 6sszeg formédban megadott alakjébdl ldthato.
(ii) K,(u) > 0 minden u € R! szémra.

(ili) lim sup K,(u) = minden £ > 0 szamra.
" eL|ul<n

A (ii) és (iii) 4llitds a K, (-) fiiggvényt zart alakban definidlé formuldbdl lathato.

Mivel egy kompakt halmazon folytonos fliggvény egyenletesen folytonos, ezért min-
den & > 0-hoz létezik olyan § = §(e, f) korlat, amelyre a folytonos és koordinatdiban
periodikus f fliggvény teljesiti az | f(z1,...,2) — f(y1,...,yk)| < € egyenl6tlenséget, ha
|z; —y;| <0 minden j =1,...,k indexre. (Itt az x; +27l, | =0+ 1,£2,..., pontokat
azonositjuk, és az |z; — y;| < 0 egyenl6tlenség azt jelenti, hogy |x; — y; + 27l < 6
alkalmas egész [; szdimmal.) Vezessiik be a B(6, (t1,...,t;)) = {(u1,...,up): Ju; —t;| <
§, —m<w; <m, j=1,...,k} jelolést. Az (i) tulajdonsag miatt

An(f)(tla e 7tk) - f(t1, ... ,tk)
— /[ . (flugy..ooyug) — fltr, .oy tr)) Kn(ty —uq) -+ K (tg — ug) dug ... dug

B(0,(t1,-tk)) [—m,m)F\B(8,(t1,---,tk))

..........

=1 n(t1, .. te) + Lo pn(t, ..., tk).

A B(6,(t1,...,u)) halmaznak és a § szdmnak a definiciéjabdl valamint az (i) és (ii)
relaciokbol kovetkezik, hogy

|Il’n(t1,...,tk)| S 8/ Kn(tl —u1>---Kn(tk —uk)dul... duk S g

[_ﬂvﬂ)k

mindenn = 1,2, ... indexre és (t1,...,tx) pontra. Masrészt, a sup |f(u1,...,ux)| =
(ul,.‘.,uk)

L jelolést hasznélva és elvégezve a t; —u; = U  helyettesitéseket az (i), (ii) és (iii) reldcid

segitségével meg tudjuk mutatni, hogy

ha n — oo, mert minden 1 < j < k szamra

/ 5<|uj|<m Kn(ﬂl)...Kn(ﬂk)d’fbl... duy, :/ Kn(u)du
- d<|u|<m

m<up<m,l#j, 1<I<k

<27 sup K,(u)— 0, han— oco.
o< |u|<m

Mivel a fenti becsléseket tetszéleges ¢ > 0O-ra elvégezhetjik (alkalmas § = d(e, f)
szammal), e relaci6kbdl kovetkezik a Fejér tétel.
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