Téglalap alaki matrixok szingularis felbontasa.

Legyen adva egy p x ¢ méreti A matrix. Meg akarjuk adni ennek az A
matrixnak a legegyszeriibb eldallitasat. Ezt nevezik az A métrix szingularis
felbontasanak. Négyzetes, azaz p X p méretiit A matrixok esetén létezik egy
A = UAV alaku eléallitas, ahol A p x p méretii diagonalis matrix, az
atloban Ay > Ay > --- > X, > 0 nem negativ elemekkel, (azaz A pozitiv
definit matrix), és U és V ortogondlis métrixok az RP térben. Ennek az
eredménynek keressiik az altaldnositéasat téglalap alakd mértrixokra.

Ezt az eredményt harom ekvivalens alakban fogom megfogalmazni. Ezek
targyalasa elott megjegyzem, hogy amennyiben A p x ¢ méreti matrix, akkor
az A, AT, AAT és ATA matrixok s rangjdra igaz, hogy s = rang (A) =
rang (AT) = rang (AA”) = rang (AT A) < min(p, ¢). Ahhoz, hogy a

rang (A) = rang (AA")
relaciét belassuk, megmutatjuk, hogy u” AAT = 0 esetén u”A = 0, mert
ekkor (" A, u”A) = (uTAAT u) =0.
Az A matrix szingularis felbontasdnak els6 megfogalmazasa a kovetkezo.
Legyen a p x ¢ méretit A matrix rangja s. Ekkor létezik s darab p hosszisagu

ui,...,us ortonormalis (oszlop)vektor, s darab ¢ hosszisdgi vy,..., vy or-
tonormalis (oszlop)vektor és Ay > Ay > -+ > A; > 0 szdmok 1gy, hogy az
U= (uy,...,us) pxsméretii,a V = (vy,...,Vs) ¢ X s méretli valamint a A

s x s méretli diagondlis matrix Ay > Ay > --- > A, > 0 elemekkel az atloban
teljesitik az A = UAVT azonossigot.

Az A matrix szinguldris felbontasanak masodik megfogalmazasdban az
els6 megfogalmazasban szereplé U és V matrixokat kiegészitem p X p és ¢ X ¢
méreti ortogonalis matrixokka, a A matrixot pedig nulla elemii koordinatak
hozzdadasaval egy p X g méretli matrixszd. Az igy kapott matrixokat to-
vabbra is az U, V és A betiikkel fogom jelolni. Azt allitom, hogy ezek a
matrixok is teljesitik a szingularis felbontas elsé megfogalmazasaban felirt
azonossagot.

Részletesebben megfogalmazva egészitsiik ki az uy, . . . , us vektorrendszert
egy uy,...,u, ortonormdlt bazissa az RP térben. Hasonlboan egészitsiik ki a
Vi,..., Vs vektorrendszert egy vy, ..., v, ortonormalt bazissa az R? térben.

Legyen U = (uy,...,u,) és V = (vy,...,v,). Végiil legyen A az a p X ¢
mérett A = (a;;), 1 < i < p, 1 < j < ¢, matrix, amelyre a;; = \;, ha
1<i<s,ésa;; =0, hai##jvagy i > s. Ezzel a valasztassal teljesiil az
A = UAVT azonosség.



A szingularis felbontas e két megfogalmazasanak az ekvivalencidja egy-
szertien lathaté. Azt kell észrevenni, hogy a masodik megfogalmazasban
szerepl A métrix alakjabdl kovetkezik, hogy az ott szereplé UAVT szor-
zat értéke nem fligg attdl, hogy hogyan valasztottuk meg az usiq,...,u,
és Vgi1,..., Vv, vektorokat. Innen lathatd, hogy ha adott egy a szinguldris
felbontas masodik jellemzését teljesito rendszer, akkor elhagyva az U matrix
utolsé p — s oszlopvektorat, a V matrix utolsé ¢ — s oszlopvektorat, és a A
matrixot megszoritjuk az elsé s sorara és oszlopara, akkor olyan U, V és A
matrixokat kapunk, amelyek teljesitik a szingularis felbontés elso jellemzését.

Megforditva, ha egy U, V| A rendszer teljesiti a szingularis felbontas els6
jellemzését, akkor kiegészitve az U és V matrixokat ortogonalis matrixokka
olyan médon, ahogy azt leirtam, és a A matrixot szintén a korabban leirt
modon egészitve ki egy p X ¢ méretlt matrixsza egy olyan U, V, A rendszert
kapunk, amely teljesiti a szingularis felbontas masodik jellemzését.

A szingularis felbontas létezésérél szolé eredmény harmadik megfogal-
mazasa az x € RP és 'y € R? vektorparok a(x,y) bilinedris fiigggvényeinek
egyszerli megadasardl szél. Egy a(x,y), x € RP,y € RY, fiiggvény bilinedris,
ha tetszoleges a és b szamokra és x; € RP, xo € RP, x € RP, y; € R,
y2 € R1, y € R? vektorokra az a(ax; + bxs,y) = ac(x1,y) + b(axs,y) és
alax, ayy + bys) = aa(x,y1) + ba(x,ys) azonossagok teljesiilnek.

Egy A p x g méretii métrix meghatdroz egy a(x,y), x € RP, y € RY,
bilinearis fiiggvényt a kévetkezé modon. Ha x € RP) y € RY, akkor legyen
a(x,y) = xI' Ay. Mésrészt az is igaz, hogy minden a(x,y), x € RP, y € RY,
bilinearis fliggvény megadhato ilyen alakban.

Ezt megmutatando6 definidljuk az e; € RP, 1 < i < p, vektorokat, ahol e;
az a vektor az RP térben, amelynek az i-ik koordinatdja 1 a tobbi koordinatdja
0. Hasonldéan, vezessikk be a f; € R?, 1 < j < ¢, vektorokat, ahol az f;

vektor j-ik koordinatdja 1 a tobbi koordindtdja nulla. Ekkor az eq,...,e,
vektorok bazist alkotnak az RP térben, az fi, ..., f; vektorok bézist alkotnak

az RI térben. Tovabbi, egy a(x,y), x € RP, y € RY, bilinedris fiiggvény
jellemezhet6 a kovetkezo mddon.

Tekintsiink egy af(e;,f;) = A(i,j), 1 < i < p, 1 < j < ¢, fiiggvényt
tetszéleges A(i, j) konstansokkal. Létezik olyan a(x,y), x € RP, y € RY,
bilinedris fliggvény, amelyre a(e;,f;) = A(i,j), 1 < i < p, 1 < j < g, és
az megadhaté a kovetkezd képlet segitségével: a(x,y) = xT Ay, ahol az A
méatrixot az A = (A(4,7)), 1 <i < p, 1 < j < g, képlet hatdrozza meg.
Tovéabba minden a(x,y), x € RP, y € RY, bilinearis fiiggvény megadhaté
ilyen alakban.



Tekintsiink egy a(x,y) = x? Ay bilinedris fiiggvényt, és vegyiink egy
x; € RP,...,x, € RP bazist az RP térben, és egy y1 € RY,... )y, € R?
bézist az R? térben. Ekkor az a(x;,y;), 1 < i < p, 1 < j < g, mennyisé-
gek azaz az o(x,y) figgvény értékei az x; € RP, 1 <i<p, y; € R, 1<
J < g, bézisparon meghatdrozzdk az a(x,y) = x’ Ay bilineéris fiiggvényt.
A szingularis felbontas harmadik megfogalmazasaban olyan bazispart adunk
meg, amelyben a bilinedris fiiggvény ilyen médon valé megadasa egyszeri
szerkezeti.

A szingularis felbontds harmadik megfogalmazasa a kovetkezot allitja.
Legyen adva egy a(x,y) = x’ Ay, x € RP, y € R?, bilinedris fiiggvény, ahol
az A métrix rangja s. Ekkor létezik olyan u; € RP,...,u, € RP, ortonormalt
bazis az RP térben, vi € R,...,v, € R, ortonormalt bazis az R térben, és
léteznek olyan Ay > Ay > -+ > Ay > 0 szdmok, amelyekre a(u;,v;) = 0, ha
i #j, a(u;,v;) =0, hai>s, és a(u;,v;)) =\, hal<i<s.

Lassuk be, hogy a szingularis felbontas masodik megfogalmazasaban sze-
replo allitasbol kovetkezik a szingularis felbontas harmadik megfogalmaza-
sdban megfogalmazott allitds. Legyen adva egy a(x,y) = x! Ay bilinearis
fiiggvény, és irjuk az A métrixot A = UAVT alakban. Legyenek az U
matrix oszlopvektorai az wuy, ..., u, vektorok, és a V matrix oszlopvektorai
a vi,...,v, vektorok. Azt allitom, hogy ezekkel a uy,...,u, és vy,...,v,
vektorokkal, valamint a A métrix 4tléjaban szerepld \; szdmokkal érvényes
az a(x,y) bilinedris fliggvénynek a szingularis felbontds harmadik megfogal-
mazasaban szereplo jellemzése.

Ennek megmutatdsa érdekében vegyiik észre, hogy u/ U =e! 1 < i < p,
és VIv; = £, 1 < j < q. Ezért a(u;,v;) = u] UAVTv,; = el Af; = 4, ;)\,
ahol 6;;, = 1, hai = j, 6;; = 0, ha ¢ # j. Innen kovetkezik a szingularis
felbontds harmadik megfogalmazasaban megfogalmazott allitas.

Megmutatjuk azt is, hogy ha a szingularis felbontas harmadik megfogal-
mazasaban szereplo allitas igaz, akkor a szingularis felbontdas masodik meg-
fogalmazasaban megfogalmazott allitas is igaz.

Legyen adva egy A p x ¢ méreti matrix. Be akarjuk latni, hogy érvényes
rd a szingularis felbontas méasodik megfogalmazasdban szereplo allitas. En-
nek érdekében tekintsiik az e métrix altal meghatdrozott a(x,y) = xT Ay
bilinearis fiiggvényt. A szinguléris felbontas harmadik megfogalmazésa sze-
rint létezik olyan u; € RP,...,u, € RP, ortonormdlt bazis az RP térben,
vy € RY,...,v, € R9, ortonormalt bazis az R? térben, és léteznek olyan
Al > Ay > oo > Ay > 0 szdmok, amelyekre a(u;,v;) = 0, ha ¢ # j,
a(u;,v;) = 0, hai > s, és a(u;,v;) = A\, ha 1l < i < s. Definidljuk az
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U = (uy,...,u,) és V = (vq,...,Vv,) matrixokat, valamint a A = (a,;),
1 <i<p, 1< 5 < g, matrixot ahol a;,; =0, ha i # j, a;; =0, ha ¢ > s,
a;; = A\, ha 1 <14 <s. Definidljuk tovdbbd a B = UTAV mitrixot. Ekkor
u/Bv; = a(w;,v;) = u/Av,; minden 1 < i < p, 1 < j < ¢ indexre. In-
nen kovetkezik, hogy e/ Bf; = e/ Af; minden 1 <1 < p, 1 < j < ¢ indexre.
Ezért A = B = UTAV. Ez azt jelenti, hogy a szinguldris felbontds harmadik
megfogalmazédsaban szereplo jellemzésébdl kovetkezik a szingularis felbontés
masodik megfogalmazasaban szereplo jellemzése.

/////

tani.

Legyen adva egy p x ¢ méretii A matrix, amelynek rangja s, és definidljuk
segitségével az a(x,y) = x' Ay, x € RP, y € RY, bilinedris fliggvényt.
Megadom, hogy hogyan definidljuk az eredmény megfogalmazasaban szereplo
u € RP,... u, € RPilletve vi € RY, ..., v, € R, vektorokat, és \y > Ay >

- > A > 0 szamokat.

Az AT A miétrix szimmetrikus és pozitiv definit az R? térben, rangja s.
Ezért léteznek vy € RY,...,v, € R? ortonormalt sajatvektorai, p1; > po >

g > 0 sajatértékekkel, és p1; = 0, ha ¢ > j > s. Tovdbba , ha j > s, akkor
nemcsak ATAv; = 0, hanem Av; = 0. Ezt hasonléan lehet beldtni, mint
ahogy megmutattam az ismertetés elején, hogy u” A = 0, ha u" AAT = 0.

A vy, ..., v, vektorokat mdr definialtuk. Legyen \; = /1, 1 < j < s. Az
u; vektorokat az els6 1épésben csak 1 < j < s indexekre definidljuk. Legyen
u; = /\ijAvj, ha 1 < j <s. Azt éllitom, hogy az u;, 1 < j < s, vektorok
ortonomalt rendszert alkotnak, és AATuj = pju;, hal <j<s.
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Valéban, (u;,u;) = ulu; = /\)\ viATAv; = 1 A]v WiV, = /\/\/\ viv, =
dij, ha 1 < 4,5 <'s, ahol 0;; = 1 hai = j, 0; = O ha 7 # j. Ebben a
szamolasban felhasznaltuk, hogy ATAV] = ujvj, és viv; =6; ;.

Mésrészt AATu; = ¢ AATAVJ = A(ATAV]) =4 LAv; = pju;, ha
1 <5 <s. Ez azt Jelentl hogy az u;, 1 < i < s, Vektorok ‘ortonormaltak és
sajatvektorai p; > 0 sajatértékkel az AAT szimmetrikus métrixnak. Mivel az
A AT mitrix rangja s, ezért a (uy, . . ., u,) vektorok rendszerét kiegészithetjiik
egy az AAT mitrix sajdtvektoraibdl all6 (uy,...,u,) ortonormalt bézissd,
ahol AATuj =0, ha s < j < p. Ezzel definidltuk az uy, ..., u, vektorokat
is. Azt alllitom, hogy ez a rendszer teljesiti a szingularis felbontasrol sz6lé
allitas harmadik verzidjat.

Azt kell még megmutatni, hogy a(u;, v;) = ul Av,; = §, ;A; minden 1 <



i <p,1<j<gq indexre. Ha 1l < j <s, akkor ul Av; = u (\ju;) = §; ;\;.
Ha s < j < ¢, akkor Av; = 0, ezért ul Av; = 0. Mdsrészt ekkor \; = 0,
ezért 0, jA; = 0. Ezzel a kivant relaciét és a szingularis felbontdsrol sz6lé
allitas harmadik verzidjat belattuk.

Ebben az irasban valds értékii matrixok, azaz olyan matrixok jellemzését
adtuk meg, amelyek az RP tér R? térbe vald linearis leképezéseinek felelnek
meg. Hasonl6an lehet megadni (és bizonyitani) komplex értékii matrixok
jellemzését, amelyek a ZP p-dimenzids komplex térnek a Z? g-dimenzids
komplex térbe vald linedris leképezéseinek felelnek meg. A f6 kiilonbség
az, hogy ekkor egy A matrix A’ transzponaltja helyett annak A* kon-
jugéltjat, illetve egy x vektor x? transzponaltja helyett annak x* konjugaltjit
vesszilk. Egy masik kiilonbség az, hogy a szingularis felbontas harmadik
verzidjanak megfogalmazdsaban bilinedris fiiggvények helyett komplex bi-
linedris fliggvények jellemzését adjuk meg, azaz olyan a(x,y), x € Z7,
y € Z9, fliggvények jellemzését, amelyekre az a(ax; + bxs,y) = aa(xy,y) +
b(axs,y) és alax, ay; +bys) = aa(x, y1) + ba(x, y2) azonossigok teljesiilnek
tetszoleges a € Z és b € Z szamokra és x; € ZP, x9 € /P, x € APy, € /1,
yo € Z1,y € Z? vektorokra. Az irodalomban komplex bilinedaris fiiggvények
helyett gyakran sesquilinedris (mésfél linedris) fliggvényekrol beszélnek.

Ha komplex értékli matrixokat vizsgalunk, akkor érdemesebb sor és nem
oszlopvektorokkal dolgozni. A tovabbiakban ezt fogjuk tenni. Ilyen jelcléssel
az (x,y) = xy* skaldrszorat, x € Z" y € Z", példa komplex bilinedris
fiiggvényre. Egy &ltaldnos a(x,y), x € ZP, y € Z? komplex bilinedris
fliggvény a(x,y) = (xA,y) = xAy* alakban adhaté meg, ahol A p X ¢
méretli matrix, amelynek elemei komplex szamok.
abban az esetben, ha komplex értékii matrixokkal dolgozunk. Ezutan réviden
ismertetem a bizonyitas gondolatat.

El6szor teszek egy aprd megjegyzést. Erdemes észrevenni, hogy egy x
sorvektor akkor és csak akkor sajatvektora egy A szimmetrikus matrixnak
egy (valds) A sajatértékkel, ha a konjugéltja az x* oszlopvektor sajétvektora
ugyanannak az A szimmetrikus matrixnak ugyanazzal a \ sajatértékkel, azaz
xA = Ax akkor és csak akkor, ha Ax* = \x*.

A matrixok szingularis felbontasarol szolé allitas harmadik verzidja a
kovetkezé modon fogalmazhatd meg.

Legyen adva egy a(x,y) = xAy™ komplex bilineéris fiiggvény, ahol x €
ZP y € Z4, sorvektorok, és A olyan p x ¢ méretit komplex szamokat tartal-



maz6 matrix, amelynek rangja s . Ekkor léteznek olyan u; € Z?,...,u, € Z7
a ZP térben ortonormélt béazist alkot6 (sor)vektorok, vy € Z9,...,v, € Z%a
Z1 térben ortonormélt bazist alkoté (sor)vektorok és Ay > Ao > ... > X\, >0
szamok, amelyekre a(u;, vj) = w;Av; = §; jA; minden 1 <i <pés1 < j<g
indexre, ahol A\; =0, ha s < j <gq.

A fenti allitasban szerepl6 vektorokat és konstansokat a kovetkezé mdédon
definialhatjuk. Legyen v, az A*A maétrix j-edik sajdtvektora (sorvektora)
w; sajatértékkel, és valasszuk e vektorokat ugy, hogy ezek a v;, 1 < j < ¢,
vektorok ortonormdlt bazist alkotnak a Z? térben. Legyen \; = \/ﬁj, 1<

J < s. Legyen u; = /\ijvjA*, ha 1 <j <s. Ekkor az u;, 1 < j < s, vektorok
ortonormaltak, és sajatvektorai a AA* szimmetrikus matrixnak. FEzeket az
u;, 1 < j <s, vektorokat kiterjesztjik az AA* matrix sajatvektoraibol allo
u;, 1 < j < p, teljes ortonormalt rendszerré a Z? térben. fgy valasztjuk
au;, 1 < j < p, vektorokat. Ezzel a valasztéssal érvényes a szingularis

/////

Visszatérek a skalarértéki bilinearis fliggvények tulajdonsdgainak a tér-
gyaldsahoz. Megfogalmazok néhany szamunkra érdekes allitdst, és elmagya-
razom, hogy azok hogyan kapcsolédnak a mér bizonyitott eredményekhez.
A bizonyitasok részleteit nem dolgozom ki. Azt az érdeklodé olvasé maga is
megteheti. Az allitasok alkalmas megfeleldje igaz komplex érték{i matrixokra
is.

Ha adva van egy «a(x,y), x € RP, y € R? bilinedris fiiggvény, akkor
annak legjobb megadasat a szingularis felbontédsrol szolo allitas harmadik
verziéjdban szereplé uy,...,u, és vi,...,v, ortonormalt vektorpar segit-
ségével adhatjuk meg. Valdjaban csak az (ug,vy), 1 < k < s, parokra
van sziikségiink az a(x,y) bilinedris fiiggvény megadasahoz. Ezek hasonld
szerepet jatszanak, mint egy szimmetrikus matrix nem nulla sajatértéki
sajatvektorai. Tovabbé ezeket az (ug,vy), 1 < k < s, parokat hasonld
szélséérték vagy minimax feladatok megoldésaként lehet jellemezni, mint a
szimmetrikus matrixok sajatvektorait.

Nem adom meg ezen eredmények bizonyitasat, csak lefrom, hogy hogyan
képlet, amelynek a segitségével ezeket a szélsoérték jellemzéseket megtaldl-
hatjuk és bebizonyithatjuk.

Adva egy x € RP és'y € R? vektor, irjuk ezeket x = }'_, aju; és
y = 27, bjv; alakban. Ekkor a(x,y) = x" Ay = >io1 Ajasb;.



Erdemes még a kovetkezo észrevételt tenni, amelyik egyszeriien addédik a

Cauchy—Schwarz egyenl6tlenségbdl:
p

S AV,
Ha x = Y aju;, akkor  sup xTAy =x"Ay,, ahol y; = M,
= \ /ijl a?A?

J YERY,|y|l=1

és a szuprémum értéke /35, a3,

Elég az uy és vi, 1 < k < s, vektorokat megtaldlni, mert azok meghata-
rozzak a A\ = a(ug, vi), 1 < k < s, konstansokat.

A keresett (uy, vi) pdarok elsé jellemzése: Definidljuk az
Uy={w ue R, |ul|=1} é Vo={v:iveR! |v|=1},
valamint (az u;, v;, 1 < j <k, vektorok ismeretében) az
U,={wuek, |u|=1 u'w=01<j<k},
Vi={viveR! |v|=1 v'v;=0,1<j<k}
halmazokat, 1 < k < s. Ekkor

a(ug, vi) = sup a(u,v),
ucUyg_1,vEVL_

illetve

aluy, vy) = sup a(u,v)
ueU,_1, vEV

minden 1 < k < s indexre. Tovabba a szuprémum felvétetik a keresett
(ug, vi) helyen.

A keresett (uy, vy) parok mdsodik jellemzése: Definidljuk az
U, ={U: UcC R, U k-dimenziés Euklideszi tér}
halmazokat minden 1 < k < p indexre. Ekkor

a(ug, vi) = _inf sup a(u,v)
UEUp—r  ueU, ||ul|=1, veRq, |v||=1

minden 1 < k < s indexre. Tovabb4 a keresett (ug, vi) par megolddsa ennek
a minimax feladatnak.

Komplex értékii bilinedris fliggvények esetében hasonlé eredmény érvé-
nyes. De ott az (ug, vi), 1 < k < s, parok meghatdrozasanél az o(u, v) flige-
vény helyett az |a(u, v)| fiiggvény szélséértékét keressiik. Ez egy 1 alszolit
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értékit komplex szam szorzd erejéig hatarozza meg az uy és v vektorokat.
Ezek megtalalasa utan a u, vektor értékét rogzitjik, a vy vektort pedig
beszorozzuk egy 1 abszolit értékii komplex szammal ugy, hogy a(ug,v)
pozitiv valés szam legyen.



