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Eloszo

A jelen digitdlis tananyag a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1-2011-0025 szamu, "Interdiszciplinaris és komplex
megkdzelitésii digitalis tananyagfejlesztés a természettudomanyi képzési teriilet mesterszakjaihoz" cimii projekt
részeként késziilt el.

A projekt altalanos célja a XXI. szazad igényeinek megfeleld természettudomanyos felsdoktatas alapjainak a
megteremtése. A projekt konkrét célja a természettudomanyi mesterképzés kompetenciaalapu és modszertani
megujitasa, mely folyamatosan képes kezelni a tarsadalmi-gazdasagi valtozasokat, a legujabb tudomanyos
eredményeket, és az info-kommunikacios technoldgia (IKT) eszkoztarat hasznalja.

SE NN | 1 AGYARORSZAG MEGUJUL

1. Annotacio

Jelen elektronikus tananyag elsésorban alkalmazott matematikus szakos hallgatok szdmara késziilt, de mindazok
szamara hasznos segédanyag, akik valamelyik természettudomanyi szakot hallgatjak, vagy mar elvégezték azt,
rendelkeznek a kozépiskolai tanyagot jelentdsen nem meghaladé matematikai miiveltséggel (a differencial- és
integralszamitas elemeivel), munkajuk soran szembetalalaljak magukat olyan statisztikai feladatokkal, amelyek
megoldasahoz valamilyen statisztikai programcsomagot kell alkalmazniuk, és ambicionaljak az altaluk hasznalt
statisztikai programcsomagok mogott allo elmélet alapelveinek megértését.

2. Bevezetés

Jelen elektronikus Tananyag célja a tobbvaltozos statisztikai modszerek bemutatdsa, illusztralasa statikus
abrakkal és animaciokkal, valamint szamos - a megértést segit6 és ellenérz6 - feladattal.

A tobbvaltozos statisztikai modszereket természetesen nem lehet megérteni a matematikai statisztika
alapfogalmainak és a valoszinliségszamitds elemeinek ismerete nélkiil. A tananyag felhsznaldoi munkajanak
megkonnyitése céljabol az elézetes tudnivalokat fiiggelékben valamint részletes fogalom- ¢és
képletgylijteményben dsszefoglaltuk. Az altalanos statisztikai tudnivalokat is illusztraltuk abrakkal, és szamos e
targykorbe tartozo feladatot is kitliztiink. A Tananyag Osszeallitasa soran szembesiiltiink azzal a ténnyel, hogy
olyan latszélag nyilvanvalé fogalomnak mint pl. a margindlis eloszlas ketténél tobb valdszinliségi
valtozé egyiittes eloszlasa esetén az egzakt definicidja mar reményteleniil bonyolult. Ilyenkor az abra sem segit:
szampéldakkal illusztraltuk a fogalmat.

A tobbvaltozos statisztika klasszikus modszereit (ilyenek a regresszidanalizis, a legkisebb négyzetek modszere,
a varianciaanalizis és a diszkriminanciaanalizis) egylittesen normalis (Gauss) eloszlast valdsziniiségi valtozokra
dolgoztak ki a XX. szazad elso felében.

Ezek a modszerek erGsen épitenek a linearis algebranak azon eredményeire, amelyek talan latszolagos
egyszerlségiik miatt kisebb hangsulyt kapnak a matematikai képzésben, pedig a legkivalobb matematikusok is
komoly munkat fektetnek a linearis algebra modern modszereinek tankonyvekben vald feldolgozasara; csak egy
példa a sok koziil: Lax Péter Abel-dijas matematikus rendkiviil élvezetes, és szamos 1) matematikai eredményt
tartalmazo, magyarul is olvashatd konyvet irt e témakorr6l, A Tananyag feladatai kozott is szamos statisztikai
eredetil, a linearis algebra segitségével megoldhatod feladat van. Mar itt figyelmeztetjiik a felhasznaldt, hogy
ezen feladatok megoldasahoz fejlett térszemléletre van sziikség.

A modern modszerek (pl. a klaszteranalizis) inkabb épiilnek a heurisztikara, noha ezek elméleti
megalapozéasanak is nagy és mély matematikai eszkoztarat igényld irodalma van. Eppen emiatt ebben a
targykorben gyakorlatilag nem lehet vonzé €s elemi eszkozokkel megoldhato6 feladatokat kittizni.

Vannak olyan 0j modszerek, amelyekkel jelen sorok iréja nem tud mit kezdeni, ilyen a gyakorisagtablak
kozelitése alacsonyabb rangu matrixokkal (korrespondenciaanalizis), ugyanis a linearis algebra modszereit
mechanikusan alkalmazva negativ valdszinliségeket is kaphatunk eredményként. Ugyanakkor szdmos
statisztikus sikerrel alkalmazza ezt a modszert, mi sem hagyhattuk ki a Tananyagbol.

\
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El6szo

Ezzel szemben a gyakorisagtablak elemzésének informacidelméleti modszereit, amelyeknek a kidolgozasaban
nagy szerepe van a magyar matematikusoknak - elsdsorban Csiszar Imrének - részletesen ismertetjiik, és
ebben a targykorben feladatokat is kitliziink.

Egy masik altalunk csak érintett modszer a rendkiviil nagyméretli matrixokkal kapcsolatas (spektralfelbontasi)
feladatok véletlen kivalasztassal torténd kozelitése. Itt az a probléma, hogy kisméretli bemutathatoé példat nem
talaltunk.

Zarszoként két megjegyzés:

1. A statisztika legnevesebb miivel6i, Kolmogorovtdl a vezetd magyar statisztikusokig egybehangzoan
allitjak, hogy vakon nem lehet statisztikat csinalni, azaz az adatok kritikus megszemlélése nélkiil mar értelmes
hipotézist sem lehet foltenni. Erre nytjt lehetdséget az un. tobbdimenzids skalazas, azaz az adatok optimalis
beagyazasa lehetéleg minél kisebb dimenzids euklideszi térbe.

2. Barmilyen latvanyos is egy elektronikus tananyag, csupan a képernyd nézésével és kattintasokkal nem
lehet elmélyiilni egyetlen tudomanyagban sem. Az nem varhat6 el egy felhasznalotol, hogy az elmélet részleteit
megjegyezze, de nem hagyhato ki a papirral-ceruzaval, ha igy nem megy kalkulatorral, esetleg formulakezeld
programok hasznalataval térténd aktiv részvétel a tanuldsi folyamatban.

A tesztek a matematika elemeit meg nem haladé ismerettel rendelkez6é hallgatoknak nyudjtanak onellendrzési
lehetdséget.

Azon a hallgatok a szamara akik nagyobb 6raszamban (legalabb 20 kredit) hallgattak matematikat, a tesztek
nem jelentenek komoly Onellendrzést, erre a feladatok szolgalnak. Még a magukat digitalis bennsziiléttnek érzé
hallgatoknak is azt javasoljuk, hogy elészor minden segédeszkoz nélkiil, pusztan a tananyagban, illetve a
feladathoz irt utmutatasokban talalhaté informaciok alapjan kiséreljenck megoldast talalni. Egy kelléen képzett
digitalis bennsziilott az Interneten szinte minden feladathoz talal hasonlé kidolgozottat. Azokhoz a fejezetekhez
(9., 10., 11.) nem csatoltunk feladatokat, amelyek elsdsorban heurisztikus eredményeket tartalmaznak, vagy az
egzakt eredmények bizonyitdsa lényegesen meghaladja az egyetemi tananyagot.

Végiil néhany sz6 a Tananyag forrasair6l. A kozvetlen statisztikai ismeretek forrasa a két szerz6 (Bolla
Marianna és Kramli Andras, A statisztikai kovetkeztetések elmélete, Typotex 2005) konyve, valamint - az
irodalomjegyzékben idézett - néhany eredeti folyoiratcikk. Innen csak az alapvetd definiciokat és tételeket
vettiik at, a hangsuly a feladatokon és az illusztacidkon van. A feladatok nagy részét a harmadik szerz6 (Nagy-
Gyorgy Judit) tiizte ki a gyakorlatokon. A teljes abra- és animacidanyagot is 6 készitette. Ezek jelentds része ma
mar kozkinccsé valt eredményeket illusztral, néhany bonyolultabb dbra Bolla Marianna javaslatara késziilt, az
eredeti dolgozatok alapjan ujraszerkesztve. A Tananyag csak a Feladatok megoldasaban tartalmaz
bizonyitasokat. Ugyanakkor alkalmazott matematikus szakon a bizonyitasok ismerete sziikséges a vizsgan, ezért
az adott tételeknél hivatkozast adunk a papiralapt Bolla- Kramli konyv megfelel oldalszamara.

Az el6szohoz tartozik két vided is, az elsén lathatd anmimdcio a t (a matematikai statisztika alaptételét)
szemlélteti, a masodikon felrajzolt abra pedig a ben szerepld fliggvényt abrazolja.

A tananyagban talalhaté animaciok megjelenitésére a legtobb képnéz6 és bongész6 alkalmas, az interaktiv
abrakhoz javasoljuk a Wolfram honlapjarél (www.wolfram.com) ingyenesen letoltheté Mathematica Player
programot.

Szeged, 2012. december 17. Kramli Andras
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1. fejezet - Eloismeretek 1.:
valoészinlsgelmeélet

1. EIméleti hattér

Ebben a paragrafusban a valdszinliségelméletKolmogorov-féle felépitését ismertetjiik, kiilonds kiemelve a

s

Hangsulyozzuk, hogy a feltételes varhato érték (és a feltételes valosziniiség is) valosziniiségi valtozo, amely
bizonyos optimum tulajdonsaggal rendelkezik. A nem matematikus szakos hallgatoknak elegendd annyit tudni
az alabbi absztrakt definiciok nagy részérdl, hogy léteznek. Az alkalmazo természettudomanyi hallgatok
szamara is feltétleniil tudnivald definiciokat és allitasokat *-gal megjeldljiik.

1.1.1. Definici6 (Kolmogorov-féle (¢2. A. F) yvalésziniiségi mezo). .
(i) Adva van egy nem iires <} halmaz (eseménytér), (1 elemeit elemi eseményeknek nevezziik, és w-val jeloljiik.

(ii) Ki van tiintetve az  részhalmazainak egy A algebrdja (1€ AAEA=Q\VAEA AecABec A
= AupeA)

(iii) Ac-algebra, azaz Ar € Alk =1.2. ... )=l € A

(iv) minden A € A eseményhez hozzd van rendelve egy P(A) nemnegativ szam, az A esemény valosziniisége.
(v) P(2) = L.

(vi) Ha Ax € A, paronkent egymast kizaré események, akkor F(UR" 1) = Do PlA),

1.1.2. Allitas (szita-formula*®).
P(A U UA) =Y (-8
k=1

n=kés

s 1= Z F(A;, N---N A

Ly el =in

1.1.3. Definici6 (események fiiggetlensége*). Az A ... A események pdronként (illetve teljesen)
fiiggetlenek, ha minden 1 < j < k < n parra F(A; 00 AY) =TP(A;) - P(AL) (illetve minden 1 < k < n egészre és
i < o <igs < o jdexsorozatra Tl M- A ) = PlAy) - M-"v‘ﬂ). A teljes fiiggtelenség implikdilja a

pdaronkénti fiiggetlenséget. Forditva ez nem igaz!

1.1.4. Definicio (feltételes valésziniiség*).

p(Alg) .= AN B
P(13)
ha B(B) = 0.
1.1.5. Definicié (teljes eseményrendszer®). ‘1. A € A P(A; N0 A;) = 0.ng P(B) = 0.
1.1.6. Allitas (Bayes tétele*). Ha ;... .- Ay, teljes eseményrendszer és F(13) = 0 akkor

P(B|A;) - P(A;)

B(A,;|B) =

1
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El6ismeretek 1.: valoszinisgelmélet

1.1.7. Ddw: X (w) < z}iniiségi valtozé?). Az Q halmazon xrtelmezett olyan X\«) valés értékii fiiggvény,
amelyre minden valos -re esemény. Ha  értékkészlete megszamlalhato halmaz, akkor
diszkreét valosziniiségi valtozorol beszéliink.

1.1.8. Definicié (valésziniiségi valtozok fiiggetlensége®). Az Xi...... Xy valbsziniiségi valtozok paronként
(illetve teljesen) fiiggetlenek, ha az {Xi(w) =o b, {Xn(w) = 7, } események paronkeént (illetve teljesen)
fliggetlenek, T1. - .- . Ty, minden értékere.

1.1.9. Definici6 (valésziniliségi valtozok eloszlasfiiggvénye*). Az X valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye
Fy(r) =P(X = x) Fx(T) monoton nemcsékkend, Jjobbral folytonos fiiggvény.

lim Fy(r) =0 lim Iy(r) =L

Tl——0C

(i) Diszkrét eset. Ha az X valdszintiségi valtozé értékkészlete 17a-T1- - -}, akkor eloszldsa:
p; = P(r;)

(ii) Abszolit folytonos eset. Ha van olyan f(1) fiiggvény amelyre Fx(x) = [2_f(dt. Exkor az fI(1)
fliggvényt az X valdszintisegi valtozo siiriiségfiiggvényének nevezziik.
1.1.10. Definici6 (valésziniiségi valtoz6 momentumai, absztrakt definicio).
Az X valoszintiségi vdltozo vdrhato értéke ]E‘('_YJ = o X (“”)”IP‘, ha ez az integrdl létezik. Az X valdsziniiségi
valtozé n-edik (abszoliit) momentuma Mn = Jo X(w)"dP (= Jo [X(w) |””I]P), ha a fenti integralok léteznek.

Ha Y (r) tetszéleges Borel-mérheté valds fiiggvény (azaz a {r: ¥(r) = v} halmaz minden v € E-re Borel-
mérhetd), akkor E(¥(X)) := Jq (X (w))dP

Az X valdszintiségi valtozé T szérdsnégyzete D :=E[(X —E(X))*] = E(X?) — [E(X)]".

1.1.11. Definicié6 (kovariancia, korrelacio, absztrakt definicié). Két valosziniiségi valtozo, X és Y
kovariancidaja:

Cov(X.Y) :=E[(X —E(X))(Y —E(Y))].
Keét valosziniiségi valtozo, X és Y korrelacioja:

G wiX,Y)

YT DY) - DY)

1.1.12. Definicio6 (valésziniiségi valtozé varhaté értékének kiszamitasa*).

(i) Diszkrét eset. Ha az X valosziniiségi valtozo értékkészlete {x0 0. | akkor varhté értéke:

o0 o0

E(X):= Z.r.j]l:”(.r'_f-] = Z.a'.;p;.

j=0 J=0
amennyiben a fenti sor abszolut konvergens

(ii) Abszolit folytonos eset. Ha az X valésziniiségi valtozé stiriiségfiiggvénye I (L) akkor varhto értéke:

B(X) = [ " af(@)da

o

amennyiben a fenti integral létezik.

Ha ismerjiik a varhato érték kiszamitasi modjat, a magasabb momentumok és szdrasnégyzet kiszamitasi modja
mar kdnnyen adodik:
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(i) n-edik momentum: M, := E(,).
(ii) szorasnégyzet: D7 := E(X?) — [E(X)[*.

Hasonldan szamithaté ki két valoszinliségi valtozo kovariancidja és korrelacioja. Ez természetesen nem azt
jelenti, hogy a tényleges szamolas elvégzése is konnyd.

1.1. Feltételes varhato érték

A fent ismertetett valosziniiségelmélet alapismeretek mar elegendéek a feltételes varhato érték fogalmanak
bevezetéséhez, tulajdonsagaik, valamint - diszkrét és abszolit folytonos esetben - kiszdmitasi modjuk
ismertetéséhez.
1.1.1.1. Definicié (egy o-algebrara nézve vett feltételes varhaté érték). Az X valosziniiségi valtozénak az
A, C Ag-algebrdra nézve akkor vehetd az X1 = E(X]A) feltételes varhaté értéke, ha BUX) létezik. X1-et az
alabbi két tulajdonsag definialja.

(i) X1 A1-mérhetd, azaz minden valés z-re {w: X1 = v} € A,

(ii) Minden A € A, halmazra E(L1- X) =E(Li- X\) vagy mdsképpen irva Ja XA = [ XidP  apol 1,
jelenti az A halmaz indikatorfiiggvényét.
Bebizonyithaté, hogy 1. es 2. feltételek teljesithetdk, és X1 majdnem biztosan egyértelmii.

1.1.1.2. Megjegyzés. Ha A, valamely ¥ valésziniiségi valtozolY (w) = v} o € R pivéhalmazai dltal generdlt o-
algebra, akkor van értelme az E(X [Y) feltételes varhato értéknek.

1.1.1.3. Allitas.  Felsoroljuk a feltételes virhaté érték alapvetd tulajdonsdgait.

(i) A feltételes varhato érték vétel linedris operacio, azaz
E({a- X +b-Y)|A4) =a- E(X|A) +b- E(Y]A).

(i) Ha az Y valdszintiségi viltozé A1-mérhetd, akkor

(iii) Ha az X valosziniiségi valtozo fiiggetlen Y -t6l, akkor
E(X|Y)=E(X).

(iiii) Toronyszabaly: E(Y) = EE(Y[X)].
A statisztika egyik alapvetd feladata az un. regresszid, azaz egy Y valoszinliségi véltozo egy X valosziniiségi
valtozo valamilyen Borel-mérhetd /() valos fiiggvényével valo optimalis kozelitése (az ,,optimalis" sz6
jelentése kiillonbozo esetekben mas és mas lehet). Az alabbi allitas alapvetd jelentdsgii ennek a célnak a
megvalositasa szempontjabol.

1.1.1.4. Allitas.  Ha létezik B(Y') és Y mérheté az X valésziniiségi viltozo {X(w) =zt € R pivéhalmazai
dltal generdalt Asr-algebrdra, akkor akkor van olyan Borel-mérhetd '\«¢) valés fiiggvény, hogy

F(Y(w)) =1X(w)) =1
A 16. Allitas egy kozvetlen alkalmazéasa a kovetkezo
1.1.1.5. Allitas.  Ha E(Y) < 2, akkor

min  E{Y —1(X))? =E(Y —]E-(Y|f\-))2-

£ EA-mérheta
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azaz az Y valdsziniiségi valtozo legjobb kozelitése X Borel-mérhetd fiiggvényeivel éppen E(Y |X).

Most ratériink a feltételes eloszlas (diszkrét eset), feltételes stirtiségfiiggvény, valamint a feltételes varhatd érték

kiszamitasi modjara.

1.1.1.6. Definicio (feltételes eloszlas). Legyen az X és Y valdsziniiségi valtozok értékkészlete 1. - . .+ T, illetve

o n

Hiseoos U, egyiittes eloszlasuk (Pii), az X, illetve v perem- (vagy margindlis) eloszlasai legyenek i = >io1 Pij
H — m /4 4 s 4 r s e rs .7 - r I3 4 r . 4 4 - -

, illetve 5 = 2.1 Pij. Ekkor a feltételes valésziniiségdefinicidja alapjan az ¥ valdsziniiségi valtozé X = T;

melletti feltételes eloszlasa:

Pij
-E'J_.il\i = —,
P

1.1.1.7. Definicié (feltételes varhato érték, diszkrét eset). A fenti jelolésekkel az'Y valosziniiségi valtozo
X = 1; melletti feltételes varhato értéke:

n

) ) J_ n
E(Y|X =x) =Yy piji = o > v by
i=1 b=l

1.1.1.8. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy sem a (241:) feltételes eloszlds, sem az EY |X = ;) feltételes varhato
értek nem fiigg az i konkrét értéktol!

1.1.1.9. Definicio (feltételes siiriségfiiggvény). Legyen [(+-¥) az X és Y valdsziniiségi vdltozok egyiittes

N - o i - - - r s ”r r . r r b 5
stiriiségfiiggvénye, J107) I fas y)dy pedig az X valdsziniiségi vdltozé perem- (vagy margindlis)
surtisege. Az Y valoszintiségi valtozo X = x feltétel melletti feltételes siiriisége:

faplylr) = lim PX € [r.x + Ax). Y € [y, y + Ay)) —

ap=0 P(X € [r. 2+ Ar)) - Ay

oy PX €[zt A Y € [y.y+Ay)) (1)
o PVElriAa) . Ay Ay

_ fla, y)
Si(x)

Most megfogalmazzuk a Bayes-tételnek a statisztikaban rendkiviil hasznos, abszoliit folytonos eloszlasra
érvényes alakjat.

1.1.1.10. Tétel (Bayes-tétel). Legyenek X, Vv, f(z. y), fi(x) g5 fop (y|=) ugyanazok, mint a fenti definiciéban.
Ekkor

Al — —J ) fil)
Jr||—'('ll |.=':] ’;xx L).ll (ulljjl(r)dr

1.1.1.11. Definicio (feltételes varhato érték, abszolit folytonos eset). A fenti jeldlésekkel az'Y valosziniiségi
valtozo X = i feltétel melletti feltételes varhato értéke:

EY[X =x) = _[_x Yy fap(ylr)de = Tlrlf_l g« [z, y)dy. (1)

Az E(Y|X = ) feltételes varhato érték - ellentétben a diszkrét esettel - fligg az = értéktdl; jelolje ezt a
fiiggést L), A feltételes varhaté érték szemléletes jelentése: Az E(Y'[X) nem mas, mint az v valoszintiségi
valtozo integralkozepe az X valdszinliségi valtozo nivohalmazain.
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Végiil definialjuk a feltételes szorasnégyzetet, kovarianciat, és az tin. parcialis korrelaciot.

1.1.1.12. Definicié (feltételes szorasnégyzet). Az Y valdsziniiségi valtozo feltételes szordsnégyzete az X
valosziniiségi valtozora nézve:

D?(Y|X) == E[Y — E(Y|X)%|X].

1.1.1.13. Definici6 (feltételes kovariancia). Az Y és Z valosziniiségi valtozok feltételes kovariancidgja az X
valosziniiségi valtozora nézve:

Cov(Y, Z|X) := Cov(¥Y —E(Y|X), 7 —E(Z

X))

1.1.1.14. Definicié (parcialis Kkorrelacid). Az Y és Z valosziniiségi valtozok feltételes kovariancidja az X
valosziniiségi valtozora nézve:

Clou(Y, Z|X)
DY —E(Y|X)) D7 —-EY

.|'"|.'_}'|_1{ = [”

Vegyiik észre, hogy mig a feltételes szorasnégyzet és a feltételes kovariancia valdszinliségi valtozok, amelyek
figgenek a feltételtdl, a parcialis korrelacido szam, ami csak "v.Z-t6l, "v.x-t6l és "'z x-t6] fligg; igaz az alabbi
allitas.

1.1.1.15. Allitas.

ve —Tyvx "Tzx

TY.EIX =

VO -y

A parcialis korrelaciéo szemléletesen azt a jelenséget irja le, hogy két valoszinliségi valtozo (Y és ) azért
korrelaltak er6sen, mert mindketten erésen korrelaltak egy harmadik valosziniiségi valtozdval, nevezetesen X -
szel. A fenti allitas bizonyitasa azon az alapvetd tényen mulik, hogy két valosziniiségi valtozé kovarianciaja két
vektor skalaris szorzatanak tekinthetd, és ha ez a kovariancia zérus, akkor a két valdsziniiségi valtozé mint
vektor merdleges egymasra.

1.2. A normalis eloszlasbol szarmaztatott eloszlasok

1.1.2.1. Definicio (normalis eloszlas). Az i vdrhatd értékii és a* szorasnégyzetii X valdsziniiségi valtozo
suriisegfiiggvénye

. 1 r—m)*?
fix) = Voo L‘.}:]I{—[:r im] }. (1)

.,
AClr) = |7 fs)ds eloszlasfiigvény nem fejezhet6 ki elemi fuggvényekkel.
Az m véarhato értékil és - szordsnégyzetli normalis eloszlas jelolése: N(m.a?).

Az alabbi abra mutatja a standard normalis eloszlashoz, azaz N(0.1)-hez tartozé strtiségfliggvényt.
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// \\.
/s \‘\‘
P \\
// \\
i)
1.1.2.2. Definicié (n szabadsagfoki Y~ eloszlas). Ha Xi... ..~ X, fiiggetlen N (m. o) valésziniiségi valtozok,
az

Vo= X+ + X7

IS S . ; Iy . - . , . 2 I - 2
valosziniiségi  valtozé definicié  szerint Yn szabadsagfoki centralt " -eloszlasii: Yu ~ X7(1), melynek
surtisegfiiggvénye

_rw;z— 1 f,—.?.'l,'r'_).

Jalr) = m hax = (.

ahol 'la) := fox rt e Megjegyezziik, hogy 'l + 1) = al'(a) T'(n) = (n — 1)! gg Gamma(1/2) = VT
(i) Az X*(r)-closzlas G(r/2.1/2) Gamma-eloszlas.

(ii) A *(n) eloszlas tetsz6leges momentuma meghatdrozhatd, a szamolas visszavezethetd a normalis eloszlas
. ez — 27V ) —
paros momentumainak meghatarozasara: E(Y,) = n, DA(Y,) = 2n,

(iii) Ha X ~ N(0. ) akkor minden n természetes szamra

n—1

E(x*) = [ @i+ o™ (1)

=0

?27?
(iiii) Ha n — o¢, Yy eloszlasa N (1, 21)-nel ko zelithet.

Az alabbi abrak mutatjdk az 1, 2, 3, 4, és 5 szabadsagfoku v eloszlasokhoz tartozo stirtiségfliggvényeket.
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¥* (1-5) stirfiségek

1.1.2.3. Definicié (1 szabadsagfoki Student-féle eloszlas (i-eloszlas)). Ha X standard normalis eloszldasu
valésziniiségi valtozé, és Yn ~ X1 ) fliggetlen X-t6l, akkor

JI‘- .Ht-

Y. - W Ya/n

definicié szerint n szabadsdgi fokii standard Student-eloszldsii valésziniiségi valtozé: “n ™~ £(r)

zﬂ ='\/E

1.1.2.4. Allitas. A () eloszlds suriiségfiiggvénye:

gelz) = = [ P T et =
NETON % L+ = _2 0 )

‘.i' i ( )
‘-‘_
T2 3

Az alabbi abrak mutatjak az 1, és 5 szabadsagfokt Student eloszlasokhoz tartozoé strliségfiiggvényeket.

& [ ]

t(5) strtiségek
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f = Acégfiiggvény (1.5) alakjabol leolvashaté, hogy a < eloszldsban tart a standard normélis eloszlashoz, ha
. Ezt az alabbi animacio szemlélteti.

Ugyancsak (1.5)-bol lathato az is, hogy 4.-nek csak n — 1 momentuma véges. Az 1 szabadsigfoku i-eloszlas a
Cauchy-eloszlas.

1.1.2.5. Definicié (" ") szabadsagfoku /-eloszlds). Ha X ~ X*(11) és és Yo ~ x*(1m), akkor a

=

1]
7 . T
S L A r

m

3

valésziniiségi valtozé (M- 1) szabadsdgfokil I'-eloszldsii: Zpn ™~ F(n,m),
Znm véltozo stiriiségfiiggvénye

llil]_"('.'.lllr.l (12}%_|

()T (5) (14 22)F

m

fw.m (2’) =

Az alabbi abrak mutatjak az (1,1), (1,2), (1,3), (1,9), (2,1), (2,2), (2,3), (2,9), (3,1), (3,2), (3,3), (3.9), (9.2), (9.2),
(9,3) és (9,9) szabadsagfoku F eloszlasokhoz tartozé strtiségfiiggvényeket.
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\
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. ,
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. -,
~
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| |
1
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F stirtiségek
1.1.2.6. Definicié (Béta-eloszlas). Ha X1.- - - .- AR Xovvm fiiggetlen N (0. 1)-valtozok, akkor a

T ]

7 - E\‘ L

<N, -l \_2
Z.‘ 1 i

valosziniiségi valtozo B(n/2.1m/2)-eloszlgsii: “nm ~ Blr/2.1m/2)

A Znn valtozd 12 7) stiriségfiiggvénye

(=5~)

A fenti képletnek akkor is van értelme, ha a kitevében szerepl Tilletve T helyett tetszéleges a illetve & pozitiv
szdmok allnak. Ez az (4. b)-rendtibéta-eloszlds stiriségfiiggvénye:

2Tl — )T ha (< z < 1.

[

I‘ 1
(z) = ——— . 297 1(1 — b1, hall < z < 1.
Sanlz) Bl 2 z) 121 z

Vegyiik észre, hogy a B(1. 1)-eloszlas megegyezik a (0. 1] intervallumon egyenletes (0. 1)-¢loszlassal!

1.3. Tobbvaltozos ismeretek

Eddig Xi.---.- X, fiiggetlen N(0.77) valésziniiségi valtozokat jelentettek. Most kimondunk egy allitast
megkonnyiti a normalis eloszlasu valoszinliségi valtozok fiiggetlenségenek ellendrzését.

1.1.3.1. Allitz'ls._ HaYi..... Yiaz Xi.o.... X, fiiggetlen N0, 7% valosziniiségi valtozok linedris kombindcioi,
akkor Cov(Ys. Y5) = % maga utan vonja az Y1 - - - - Yin vdltozok (teljes!) fiiggetlenségét.

Most mar minden ismeret rendelkezésiinkre all ahhoz, hogy megfogalmazzunk egy, a becsléselméletben és a
hipotézisvizsgalatban gyakran hasznalt tételt, ami Lukacs Jend tételének specialis esete (1. [21]).

1.1.3.2. Tetel (Lukacs Jeno) Legyenek Xioooo X, fiiggetlen N0, 7% valosziniiségi valtozok, legyen tovabba
X =1 X S = (X — X7

n

n—1
(i) X ~ N0, a/n)
(i) (n — 1) )5 e~ P — 1),
(iii) X és Syt fiiggetlenek.
1.1.3.3. Kovetkezmény.

V(X —8)
V52

Y =———uou — ~in—1).
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1.1.3.4. Tétel. Ha X;...... X, fiiggetlen N{0.7) valosziniiségi valtozok, akkor
, /m- X , I
z’ = l\”—i L":H ,";_'(X:] = Z _Y;
T -~ -
\'I'HZJ 1 ’\.f i=1
fliggetlenek.

1.1.3.5. Kovetkezmény. A

\,/E /{-
T omn
4/ 5 ;: =

Student-statisztika is fiiggetlen 5*-t61, ugyanis egyszerti szamolassal adédik, hogy 7' a'l' monoton fiiggvénye:
7= T
) VT T -1,

(X és 50 definicidit 1. 35. tételben.)

A varianciaanalizis alapvetd eszkdze a kovetkez6 meglepd tétel, amely a 35. tétel altalanositasanak is tekinthetd.

1.1.3.6. Tétel (Fisher- Cochran-tétel). Legyen X = (X..... Xo)T ~ NL(O.L) véletlen vektor
g 1 T T T -2 T

(komponensei fiiggetlen N0, Vvaltozok) és legyenek a@=X I.”X =XTX =300 Xigs oW =XTAX

=1 kIX-szel és a szimmetrikus, n % n-es A matrixokdal (7 =1.. ... k<n) képzett kvadratikus alakok

olyanok, hogy rajuk

teljesiil. Legyen Q; rangja: tk(A;) =n; AQ\. Qa.....Q kvadratikus alakok pontosan akkor fiiggetlen -
eloszldasuak M1, Ma. - . .. " szabadsagfokkal, ha

'3

E n; =n.

=1

A Fisher- Cochran-tétel fontossaga miatt kivételesen k6zoljiik annak egy elemi bizonyitisat. Az egyik irany a

2 . . . . . . .
¥~-eloszlas definicojanak egyszeri kdvetkezménye, a masik - meglepd - irdny az alabbi lineéris algebrai
allitasbol adodik.

1.1.3.7. Allitas. Ha az n-dimenzids egységmdtrix

I,=A +---+A, (1)

alakii, ahol az A ... Ay valés szimmetrikus matrixok és

rang(A ) + - - +rang(A,) = n, (1)

akkor ezen mdtrixok Tang(Ay). . ... rang( Az dimenziés ortogonalis alterekre valo ortogondlis projekciok
mdtrixai.

Az alabbi megjegyzés segit abban, hogy bonyolult szamitasok elvegzése nélkiil is alkalmazzuk a
Fisher- Cochran tételt.

1.1.3.8. Megjegyzés. A kvadratikus alakok rangjat az alabbi heurisztikus formulaval szamolhatjuk (2 itt is a
kvadratikus alak roviditése):
rang((})) =a OJ-ban szerepld filggetlen azonos eloszlast valdszintségl valtosck

sEdma minuszaz ugyanezen valosznnségl valtozdk alapjan

fggetlenil becesiilt paraméterek szdama.

Végiil kimondunk egy tételt, ami bizonyos értelemben indokolja, hogy elsé kdzelitésben miért vesziink mindig
linearis regressziot.
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Vo= IEI(Y].Y, ____ X,,) Legyenek Yo X Ko XX, normalis eloszlasu valosziniiségi valtozok. Az
feltételes varhato érték az valosziniségi valtozok linearis fiiggvénye.

Mivel a 17. allitds szerint ¥ feltételes varhat6 értéke az X1..-..- X, valosziniiségi véltozokra éppen a négyzetes

kozépben vald legjobb kozelités a fenti allitas szerint ez a kozelités az Xi.-...- X, valésziniiségi valtozok

linearis fiiggvénye.

2. Feladatok

(i) Szamitsuk ki a A paraméterii Poisson eloszlas elsé négy momentumat!
Tipp: Alkalmazzuk a momentumoknak a derivaltjai alapjan torténd kiszamitasi modjat.
Valasz: My = A My = A2+ X My = A% 4+ 302+ A M, = A 4 603 + TAZ 4 A,

(ii) Legyen X egy (- P) paraméterti (" = 1) negativ binomiélis eloszlasu valoszinfiségi valtozo. Szamitsuk ki
(5=7) varhato értéket!

Tipp: Hasznaljuk a definiciot .
Valasz: A definicio alapjan i

(iif) Szamoljuk ki az n-edrendii A paraméterti Gamma eloszlas —k-adik momentumat, ahol & < n.
Tipp: definiciot .

A (n—k—1)!
Valasz: A definici6 alapjan  (n—1}!

(iiii) Legyenek X.Y fiiggetlen, azonos eloszlast, véges varhato értékii valosziniiségi valtozok. Hatarozzuk
meg E(X + Y [X) g5 ECX|X + V) feltételes varhato értékeket!

Tipp: Alkalmazzuk tulajdonsagait, és vegyiik észre, hogy X és ¥ szerepe szimmetrikus!
Ry sy XY
Vialasz: X + E(Y il 7=

E{X[X +Y) 4ltal generalt o-algebrat és E(X[X + ) eloszlasat!
Tipp: X + Y altal generalt s-algebrat.
Valasz: Z = B(X|X + V) P(Z =0) = 1/4. P(£ =1/2) = 1/2. P(£ =1) = 1/4

értékek!
(a) Hatérozzuk meg F(X X )-et!
(b) Hatarozzuk meg L(% X ).t

Tipp: Egy X valoszinfiségi valtozo f/(-X] fiiggvényének feltételes varhato értéke X -re S(X), ha ez utobbi
varhat6 értéke l1étezik.

Valasz:
(@) X7
(b) .

(iiiiiii) Legyen X a (—L.1] intervallumon egyenletes eloszlast valoszinliségi valtozo. Hatarozzuk meg
B(X[X )
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Tipp: Hasznaljuk a definicioét és a tulajdonsagait.
Valasz: A definicio6 alapjan: 0.

(iiiiiiii) Legyenek Xi.X: a 0. 1] intervallumon egyenletes eloszlasu fiiggetlen valészintiségi valtozok,
tovabba ¥ := min{X . Xa} valamint 7 := max{X,, Xz} Hatarozzuk meg

(@) E(Y]Z),

(b) E(Z]Y),

(c) E(X,[2)
feltételes varhato értékeket!

crer

Valasz:

@ 7/2,

(b) (Y +1)/2

(©) 17
(a) Milyen eloszlast aX + bY + ¢?
(b) Adjuk meg |-X|stiriségfiiggvényét!
(c) Hatarozzuk meg X “ slirliségfliggvényét! Milyen eloszlast kovet X 2?
(d) Milyen eloszlasu X<+ Y=?

Tipp: (c) Alkalmazzuk a valdsziniiségi valtozo fliggvénye eloszlasara vonatkozo képletét, valamint a nevezetes
abszolut folytonos eloszlasok felsorolasat.

Valasz:

() N(e a® +8°),

(b) 7= XP(=F ) har > 0650 egyebkent,

2V exp(—x/2)

€~ vz ,azaz x’(1)
(d) ¥*(2), ami megegyezik a * = 1/2 paraméterti £7P(1/2) exponencialis eloszlassal.
(a) Milyen eloszlast X + ¥?
(b) Adjuk meg Z = ¥ stirtiségfiiggvényét!
Tipp:
(a) Alkalmazzuk a nevezetes abszolut folytonos eloszlasok felsorolasasat.

(b) Alkalmazzuk a 2 valdszinliségi valtozo hanyadosanak strliségfiiggvényére eloszlasara vonatkozd
képletét, valamint a nevezetes abszolut folytonos eloszlasok felsorolasat.

Valasz:
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(a) G(2. M),

(b) T ha X > 0azaz F(2.2)

(iiiiiiiiiii) * Legyenek V. X1. X ... fiiggetlen valoszinfiségi valtozok, ahol N egy P paraméterli geometriai
eloszlast, X1. Xz . .. pedig A paraméterii exponencidlis eloszlastiak. Milyen eloszlast lesz 2.1 Xi?

Tipp: Alkalmazzuk a megfelels formulait és irjuk be az exponencialis eloszlas karakterisztikus fliggvényét az
1.2.. .. értékkészletli geometriai eloszlds generatorfiiggvényébe.

Valasz: €rp(pA)
(a) Bernoulli, binomialis és Poisson;
(b) geometriai és negativ binomialis;
(c) exponencialis, X~ és Gamma;
(d) Student és Cauchy.

Tipp: Alkalmazzuk a t, és keressiik meg hogy a felsoroltak kozott melyik eloszlas specialis esete, ill. hataresete
egy masik eloszlasnak.

Vilasz:
(a) Bernoulli C binomialis: a Poisson hataresete;
(b) geometriai  negativ binomidlis;
(c) exponencialis: X" (2}c Gamma;

(d) Cauchy: (1),

valoszinliségi valtozo. Igaz-e, hogy X/Y egy (o ) paraméteri masodfaju Béta eloszlasu valosziniiségi valtozo,
amely striségfiiggvénye

[ov+ 4) [Pt

D(a)0(3) (x4 1)t

fa) =

Tipp: 2 valosziniiségi valtozd hanyadosanak strtségfliggvényére eloszlasara vonatkozo képletét, valamint a
nevezetes abszolut folytonos eloszlasok felsorolasat.

Vilasz: Igaz.

hogy
l . r 4 i 1 r rr 4 b I 4 7

(a) ¥ valosziniiségi valtozo (7. @) paraméterti masodfajii Béta eloszlasu!

(b) TIX valésziniiségi valtozé (- F) paraméterii Béta eloszlasi!

(c) Tix valoszintiségi valtozo 7. @) paraméterti Béta eloszlasu!
Tipp: Keressilk meg a ben a Fischer-féle F eloszlas képletét, vegyiik észre, hogy az n/2m/2 paraméterii
masodfaji Béta eloszlasu valoszinliségi valtozd az . 1 szabadsagfokokkal normalt X~ eloszlasu valdsziniiségi
valtozok hanyadosa. Tovabba alkalmazzuk a valosziniiségi valtozo fiiggvényének illetve valoszintliségi valtozok

hanyadosanak stirliségére vonatkozo képletet.

Valasz: L. Tipp.

14
XMLmind XSL-FO Converter



El6ismeretek 1.: valoszinisgelmélet

iiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi..-..- Xoi Xoup1s oo Xoym ~ ETp(A) fiiggetlen azonos eloszlast valosziniiségi
valtozok.

(a) Milyen eloszlast Y1 Xig
(b) lgazoljuk, hogy

7= Z:“l 1 'Y:'-

XX
statisztika (7. ) paraméterti masodfajii Béta eloszlasu!
(c) lgazoljuk, hogy
SEX, 1

Zﬂlm X, = 1+ J.,-'r/': ~ J'fr:{ﬂf[:-rg,-r;;].

i=1

Tipp:

(a) Keressiik meg a ben a megfelel6 eloszlasokat.

(b) Alkalmazzuk a valdsziniiségi valtozok hanyodosanak eloszlasara vonatkozo képletét.

(c) Alkalmazzuk a valdszintiségi valtozok hanyodosanak eloszlasara vonatkozo képletét.
Valasz:

(a) G(n.A),

(b) L. Tipp.

(c) L. Tipp.

Tipp: Alkalmazzuk a t, és keressiik meg, hogy a felsoroltak kozott melyik eloszlas specialis esete, ill. melyik
eloszlashoz tartozé valdszinliségi valtozo fliggvénye egy masik eloszlashoz tartozé valdsziniiségi valtozonak.

Valasz: Ha X ~ t(n) akkor X7 ~ F(l.n)

" zl”.” ] ]
Ha L ™ '}_("”' ”), akkor Y= " Zmn !}(T”"'IQ - L n"'lrg -1

iiiiiiiiiiiiiiiii)  Legyenek Xi..--.- X~ Exp(A) fiiggetlen azonos eloszlast  valésziniiségi  valtozok.
Definialjuk ¥7.. ... Y., valoszintiségi valtozoket a kovetkezd modon:
1}’-| = /\-|, }'-_; = /\-| +.Y3 ..... }/”_| = /\-| +"'+.Y”_|.
(@) LegyenZ = X, +---+ X, Hatarozzuk meg az Y1 ---. Y., valosziniiségi valtozok egyiittes feltételes

stirliségfliggvényét a £ = z feltétel mellett.
(b) Hatarozzuk megaz Y1/Z..... Yo 1/Z valésziniiségi valtozok egyiittes stirliségfiiggvényét!
Tipp:

(@) Alkalmazzuk a valdszinliségi valtozo fliggvénye eloszlasara vonatkozo képletét, kihasznalva, hogy az X
és ¥ valoszintiségi valtozok kozotti Ssszefiiggés linearis és a Jakobi determinans értéke 1!

(b) Alkalmazzuk az el6z6 alfeladat eredményét!

Valasz:
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1 1
(@ in-1'=" | azaz n — 1 darab fliggetlen azonos eloszlasu a 0. 2] intervallumon egyenletes eloszlasu
valdszintiségi valtoz6 egyiittes stirliségfiiggvénye.

(b) n — 1 darab fliggetlen azonos eloszlast a [0.1] intervallumon egyenletes eloszlasti valoszintiségi
valtozo egyiittes stirtiségfiiggvénye.

(iiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyenek i Xy ~ N(0.1) g5 Yiieoo, Yoo~ N(0.1) fiiggetlen valtozok, tovabba
T2 = X2 4.+ X2 T2 =YE+...+ Y2

(a) Hatarozzuk meg Xt stiriiségfliggvényét!
(b) Milyen eloszlast a £ o valdszintiségi valtozo ?
(c) Milyen eloszlast a
Yy
- v” T2 /n

valdszintiségi valtozo ?

“n

(d) Milyen eloszlasu a
ml?
nl2

Znm =

valdszintiségi valtozo ?
Tipp:

(a) Hatarozzuk meg | X stirliségét, majd alkalmazzuk a valdszinliségi valtozé fliggvénye eloszlasara
vonatkozo képletét!

(b) Alkalmazzuk az el6z6 pont eredményét és a ben talalhato abszolut folytonos eloszlasok felsorolasat.
(c) Alkalmazzuk az el6z6 két pont eredményét és a ben talalhato abszolat folytonos eloszlasok felsorolasat.
(d) Alkalmazzuk a ben talalhato abszolut folytonos eloszlasok felsorolasat.
Valasz:
(a) x*(1)
(b) ¥*(n)
(c) n szabadsagfokt Student (£(r2)] eloszlast.

(d) (m.m]szabadsagfoku [ eloszlasi.

(iiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi.-...- .11 ~N(0.1) fiiggetlen minta, tovabba legyen Yn = X3 4+ + X7
Milyen eloszlasti a Zn = v/7X1/v'Y,, valésziniiségi valtozo

Tipp: Alkalmazzuk a ben talalhat6 abszolut folytonos eloszlasok felsorolasat.
Vilasz: n szabadsagfoku Student (£(1)) eloszlasu.

- mN,

Z =
namn
J'F}/,“

7 s e , r i R | 7 ” r J oA
valoszintiségi valtozo (/2. 112/ 2) paraméterii béta eloszlasi!
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Tipp: Alkalmazzuk a ben a két valosziniiségi valtozo hanyadosa eloszlasara vonatkozd képletet és az abszolut
folytonos eloszlasok felsorolasat.

, 0 e 1 x ;o
Valasz: (/2. m/2)-paraméterti béta eloszlasu.

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen ~1.-- - .- X 1m fiiggetlen standard normélis eloszlasu valtozok. Milyen eloszlast a

7 2

7 L Z;‘ N

AN T Z” b Yz
i=1 i

, s s s , r i R | 7 ” 7 J oA
valosziniiségi valtozo (72/ 2. 112/2) paraméterti béta eloszlasu!

Tipp: Alkalmazzuk a ben a két valdsziniiségi valtozo hanyadosa eloszlasara vonatkozd képletet és az abszolut
folytonos eloszlasok felsorolasat.

Valasz: (7. 7 )-paraméterti /" eloszlasu.

valdszintiségi valtozo!
Tipp: Elemi analizis.
Valasz: V(0. 1)
valdsziniiségi valtozo.

Tipp: Alkalmazzuk a t! A szdérasnégyzet kiszamitasahoz alkalmazzuk a ben a normalis eloszlas paros
momentumaira adott formulat.

Valasz: N(0.2)

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii)  Legyen Xi.....- X, ~N(0.1) fiiggetlen azonos eloszlasti valtozok, tovabba

(a) Legyen Z1 := X1/T' Bizonyitsuk be, hogy £ TesT?is fliggetlenek!
(b) Legyen & := X/T. Bizonyitsuk be, hogy # és T is fliggetlenek!
Tipp:
(@) A szamolashoz a Bayes-tételt alkalmazzuk. Elészor meghatérozzuk a 7% statisztika F(ty) feltételes
rs]l'gl;Zéﬂgfiiggvényét adott Y = ¥ esetén. Ez nem mas, mint a v — 1) eloszlas slirliségfiiggvénye a & — ¥

Bayes tétele alapjan hatarozzuk meg az v valdsziniiségi valtozo glult) stirliségfiiggvényét adott 1T = ¢ helyen!

Vegyiik észre, hogy a nevez8ben a vn— 1) &s a X*(1) eloszlas stirtiségfiiggvényeinek a konvolucidja all, ami a
(1) eloszlas strfiségfiiggvénye. fgy adodik a

() Tyl

alylt) = ¢ e
Osszefiiggés (7 normald tényezd).

A Zi tort h(y[t) feltételes siirtiségfiiggvénye adott 72 = ¢ helyen:
h(yl) =t~ gltalt) = C - (1= y)*T ~'g74,

ami éppen a B(1/2.1/2)¢loszlast Z2 valosziniiségi valtozé feltétel nélkiili stirtiségfiiggvénye.

17
XMLmind XSL-FO Converter



El6ismeretek 1.: valoszinisgelmélet

(b) El8szoér bizonyitsuk be hogy #2és TY?2, . ... ¥ 2ek! Vezessiink~ y2(1Valtozokat: Yi* = n(X)PY7.. . Y]
YR Y? =73 ... 74t ugy, hogy fliggetlen eloszlasuak legyenek és az
egyenldség teljesiiljon. Ez mindig megtehetd az

n n n
Y-_,:- = E -’Eg_li.YJ:. Y:s = E e z'\-__,:. Ca Y;.,. = E ””_J'(‘\-j

j=1 i=1 j=1

valasztassal, ahol az "ij valés szamok ortonormalt és az azonosan 1 sorvektorra ortogonalis sorvektorok
koordinatai. Ezutan alkalmazzuk az el6z6 feladat eredményét

Végiil a 72 és T7 valoszinliségi valtozok fliggetlenségbdl kovetkeztethetiink # és 7' valdszinfiségi valtozok
fiiggetlenségére, felhasznalva hogy a szamlalo strliségfliggvénye paros.

Vilasz: A fenti szamolasok valojaban foloslegesek, ha figyelembe vesszik a tobbdimenzios 1y kovariancia
matrixa normalis eloszlas szimmetriatulajdonsagat (1. )

3. Tesztek

(i) Hatarozzuk meg {1/ X |X)-et, ha X tetsz8leges véletlen valtozo és a sziikséges varhato értékek Iéteznek.
(a) Nem feltétleniil 1étezik.
(b) x
(©) 1/X
() /X
Valasz: ()
(i) Hatdrozzuk meg (X[ X )-et, ha X tetszéleges véletlen valtozo és a sziikséges varhaté értékek léteznek.
(a) Nem feltétleniil 1étezik.
(b) VX
(c) X
(d x?
Valasz: (d)
(iii) Ha X és Y fiiggetlen valtozok, akkor (ha a sziikséges varhato értékek léteznek) £2(X + ¥Y[X) =
(8 X +V.
(b) E(X +Y),
(c) B(X) +Y,
(d) X+ E(Y),
Valasz: (d)
(iiii) Legyenek Xi... ... Y., fiiggetlen standard normélis eloszlast valtozok. Milyen eloszlasa X1 + ... + X2
(a) standard normalis
(b) N0, 1)

(c) N0 n?)
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(d) t(m)
Vilasz: (b)
(iiiii) Legyenek Xp.....- X, fiiggetlen ¥ (1) eloszlast valtozok. Milyen eloszlasa X1 + ... + X2
(@ F(n,m)
(b) F(m,n)
(©) \:(mn)
(d) (n+m)
Valasz: (C)

(iiiiii) Legyenek Xi.....- X, fliggetlen X paraméterii exponencidlis eloszlasu véltozok. Milyen eloszlasu
{I\-| + ...+ .Y”?

(a) exp(nA)

(b) Gamma(r )

(c) Béta(n,))

(d) mésodfaju Béta(n,))
Valasz: (b)

(@) A kiilonboz6 szabadsagfoka v* eloszlasok csaladja (roviden ' eloszlassereg) ¢és exponencidlis
eloszlassereg a kiilonbdzd . A paraméterti Gamma eloszlasok csaladja (roviden Gamma eloszlassereg) részei.

(b) A Gamma és Y~ eloszlasseregek az exponencialis eloszlascsalad részei.
(c) Az exponencialis és Gamma eloszlasseregek a 's eloszlassereg részei.
(d) Egyik eloszlassereg sem része a tobbi.

Vilasz: (3)
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2. fejezet - Eloismeretek 2.:
statisztikal alapok

1. EIméleti hattér

1.1. Az egyvaltozos statisztika alapfogalmai

Az alabbiakban roviden Osszefoglaljuk az egyvaltozds statisztikai modszereknek a Tananyagban hasznalt
alapfogalmait.

Az egyvaltozos statisztikai feladatokat kissé mesterségesen szokas becsléseleméletre és hipotézisvizsgalatra
osztani. Mindkét feladatkdrben megkiilonboztetnek paraméteres és nemparaméteres modszereket. A Tananyag
ezek koziil csak a paraméteres modszerek tobbvaltozds analogonjait és mas az egyvaltozds statisztikaban fel
sem meriild6 modszereket targyal. A Tananyag formalisan nem tamaszkodik a rendezett mintak elméletére, de a
rendezett mintdk implicit moédon szinte minden statisztikai médszerben megjelennek, ezért roviden erre is
kitérunk.

1.1.1. Alapstatisztikak és rendezett mintak
Legyen Xi.....- X fliggetlen azonos eloszl4st n-elemi minta.

2.1.1.1.1. Definicié. Az

S
) =;ZA;

statisztikat mintaatlagnak nevezziik. Ha hangsulyozni szeretnénk a mintaelemszamot, akkor az X, Jjelolest
hasznaljuk, ha pedig a konkrét realizaciokkal szamolunk, akkor -t vagy Tn-t irunk.

2.1.1.1.2. Definicié. Az

S = =N T(X - X)?
il
i=1

statisztikat empirikus (tapasztalati) szorasnégyzetnek nevezziik, az

|"3'8_. = r‘l H‘j = l Z ( {\-\5 - -Y ]-
i—=1

n—1 n—

statisztikat pedig korrigalt empirikus (tapasztalati) szorasnégyzetnek. A fenti mennyiségek gyoke az empirikus
(tapasztalati) szoras illetve a korrigalt empirikus (tapasztalati) szoras, melyeket 5 illetve 5* jelol.

A szérasnégyzet, a masodik momentum és a varhato érték kozotti osszefiiggések az alabbi Alitasbol (mely a
merev testek fizikajabol jol ismert Steiner-tetel atfogalmazasa) kovetkeznek

2.1.1.1.3. Allitas (Steiner-tétel). AzTi.....: r. € R rogzitett értékekkel és tetszéleges ¢ € R valos szammal

] T , J_ [ o B ,
N w— ) _;;(.Jf—.fj + (7 — )

n
i=1
teljesiil.

2.1.1.1.4. Kovetkezmény. A Steiner tételbol ¢ = () vdlasztassal kovetkezik, hogy az empirikus szorasnégyzetet a
kovetkezoképpen is szamolhatjuk:

-2~ R e B T
S _NE XZ-X*= X2
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2.1.1.1.5. Definicio. Legyen i rogzitett pozitiv egész. Az

statisztikat k-adik empirikus (tapasztalati) momentumnak nevezziik, az

1 o _
ME == X — X)*
8= ;( )
statisztika pedig a k-adik empirikus (tapasztalati) centralis momentum.
Nyilvan 5% = M5 = M, — M7,

2.1.1.1.6. Definicié. Legyen (XY 2-dimenzios valosziniiségi valtozo, (X, Y., (X Ya)T pedig vele
azonos eloszlasu fiiggetlen azonos eloszldsi n-elemii minta. Jelolje Sx illetve Sy a komponensek empirikus
szorasat! A

= Ly X; — X)Y:—Y) = N X.Y:i— XY
___n;(_, X (Y ==Y XY

mn
i=1
statisztikat empirikus (tapasztalati) kovariancianak, az
n__C _ S LXY —nXY
Sy Sy f T @ = T - e
A \ (30 X7 —nX?) (300, Y7 —nY?)

statisztikat pedig empirikus (tapasztalati) korrelacidnak nevezziik.

2.1.1.1.7. Definicio. Az Xi...... X.. mintaelemek értékeit nem-csokkend sorrendben felvevd X1- Xz.... .. Xn
valosziniiségi valtozokat n-elemi rendezett mintanak nevezziik, azaz

Xfw) € Xi(w) < < X'(w)., VweQxQx---xQ=0"

Tehat minden konkrét 1. 2, - . .- 'y realizacio esetén ezt az n valds szdmot kell nagysag szerint nem csdkkend
sorrendbe rendezni, és a nagysag szerint ;-ediket 7;-gal jeldlni. Természetesen az (2 kiilonboz6 elemeire més és
mas lesz a mintaclemek sorrendje, és igy a rendezés is. Nyilvan a rendezett mintaclemek mar nem fiiggetlenek
egymastol, és nem is azonos eloszlasuak.

2.1.1.1.8. Definicié. Empirikus medidnon értjiik pdaratlan n (n = 2k + 1) esetén X, ot piros n (n — 21)
= r¥ ¥
eseténpedig(-‘(;,. + Xi )24, 14

Ez valdjaban a kozépsé mintaelem, és amennyiben a realizacidbdl szamolt értékét m jeldli, ezzel teljesiil a
Steiner-tétel L1- normaban vett megfeleldje:

2.1.1.1.9. Allitas.
1 n J_ T
min — ZI |z — | = - Zl s — m.
i i
A fenti minimumot a minta dtlagos abszolit eltérésének is szoktak nevezni.
A mediannak tobb eldnye is van a varhato értékkel szemben.

* Olyan eloszlasoknak is 1étezik a medianja, amelyeknek a varhato értéke nem létezik.

* A minta medidnja (empirikus medidn) az eltolasi paraméternek a mintadtlagnal stabilabb becslése,
érzeketlen egy-két kiugré adatra.

A kovetkezdkben egy n-elemil minta alapjan kivanjuk kozeliteni a hattéreloszlast, ezért megkonstrualjuk az Gn.
empirikus eloszlasfiiggvényt, amirdl belatjuk, hogy '‘elég nagy" n -re jol rekonstrualja az ismeretlen
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eloszlasfiiggvényt, akarmi is legyen a wvéletlen minta. Ezt a tényt fogalmazza meg precizen a
Glivenko- Cantelli-tétel, melyet a statisztika egyik alaptételének is szoktak tekinteni.

2.1.1.1.10. Definicié (Empirikus (tapasztalati)). eloszldsfiiggvény alatt a kovetkezo véletlen fiiggvényt értjiik:
tetszéleges x € & szamra legyen

0, ha <X,

. NN < , N

I (x) = M = :'7 ha  XP<or<Xp,, (k=1..... n—1)
1

1. ha ==X}

Itt /() az argumentumban 4116 esemény indikatorvaltozdja. Konnyii létni, hogy az /(-Xi < ) indikatorvaltozok
fliggetlen azonos eloszldsi Bernoulli eloszlastiak f'(r) paraméterrel, ahol [ az X héttérvaltozod
eloszlasfiiggvénye.

empirikus eloszlasfiiggvény

Megjegyezziik, hogy ' az «1..... T, realizaciéra olyan, mint egy Y "j‘u (r4'|---_---f'n) diszkrét egyenletes
closzlasu valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye. Nyilvan E(Y) = X g D(Y) = 57

2.1.1.1.11. Tétel (Glivenko- Cantelli-tétel).  Legyen ! (¥) az elméleti eloszldsfiiggvény és x € B rogzitett.
Akkor

_ @)= F)

n

E(1(x)) = F(x), D*(F(x))

lim F2(r) = F(x
v (z) (Ij, 1 valosziniiséggel.

A bizonyitast 1d. [5] 68. o (1.4. Tétel). A tételt animacio is szemlélteti.

Rendezett mintaelemek eloszlasa és egyiittes siirisége Legyen most az X hattérvaltoz6 abszolut folytonos
eloszlasu I eloszlas- és [ siirliségfiiggvénnyel. A rendezett mintaclemekre

Xy =X; < <X 1 valdszintséggel.

El6szor hatarozzuk meg XiFng-val jelolt eloszlas-, és Juik-val jelolt stirtiségfiiggvényét! Nyilvan

Falr) = P(X] < ) = P(legalibb &k db. mintaelem < ) =

mn

= E (”) P(pontosan ¢ db. mintaclem < x) = E (”) [F(z)][1 = ()]
ik N ik N
(1)

???A strlségfiiggvényt nem ennek a derivalasaval, hanem mas meggondolassal lehet egyszeriien kiszamolni, a
végeredmény:

fu(x) = n (f B D[J’"(;]]’“"[l — P()]" (). (1)
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El6ismeretek 2.: statisztikai alapok

Az U[0.1] egyenletes eloszlasra alkalmazva a (2.1) formulat és (2.2) formula integraljat (-tol ¥-ig a kovetkezd
értékes Osszefiiggést nyerjik:

L r
- . ; n—1 “
Z ; yil—y)" =n i [ u N — )
i k=1/Jo

Az egyenletes eloszlasbol vett 5 elemi rendezett minta elemeinek slrliségeit mutatjak az alabbi abrak.

5 elemt rendezett minta elemeinek stirliségei

Fé .‘\ /._e'

*, —

t’ = ~ ——-_-_-_--

Egyenletes minta hisztogramja, 5 elemii rendezett minta .lj,_3 ._,5."e-lemének hisztogramjai

A alapjan lathato, hogy az egyenletes eloszlasbol vett n -elemil minta ¥ I -adik rendezett mintagleme
B(k.n — k + 1) Béta-eloszlasi. Ennek alapjan meghatérozhatok Yi momentumai. igy:

ey K
E(Yy) = n+1
va kE+D) |
B = G Dm+ 9 (1)
Drvewy #32 _ EipEy 'I'[:H_k-'_l‘] —
DY) =BG —B07) = popegs (F=1m)
23
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% GNP, € Npakdl < k| < ky < -+ < k. < n)gylittes siirliségfiiggvényét. Legyenek ezek a mintaelemek:
-6t
n!
Jrr.l Ey.. vova s fp ) =

oy — (ko — ey — 1)V (b — By — Dl — k)l
: F('J'I]M E () — F (-4 |J]k2_k'_' e [Flary) = Flae )57 L = Fag )
() (), ha o <ag <<,
(1)
¢és nyilvan 0 kiilonben.

Az alabbi sziirkedrnyalatos dbra Jas-6t mutatja egyenletes eloszlasbol vett rendezett minta esetén.

r 1
| 0B
0E

L
oz

..lf-';. 1.5

Az r =1 specidlis esetben megkapjuk a (2.2) képletet. Az r = n specialis esetben megkapjuk az 0Osszes
rendezett mintaclem egyiittes stiriségfliggvényét.

f ( r ) = {'”[.Jr(-!'lJ coof(wy), hax Cay <. <o,
T, .onhTre e iy

0, lnlomben.

Az eredmény nem meglepd, hiszen az 0sszes rendezett mintaclem egyiittes eloszldsa olyan, mint az Osszes
(fuggetlen) mlntaelem egyiittes eloszlasa azzal a kulonbseggel hogy a rendezés miatt az elébbi eloszlas B"-nek
az T =z = -0 =0y, egyenl6tlenség altal meghatarozott, 1/n! részaranyu szimplexére koncentralodik.

1.1.2. Elégségesség, teljesség, exponencialis eloszlascsalad

Legyen 2. AP StatlISZtlkal mez6, ahol P = {Fp: 0 €O} Az Xp.... .. X, fiiggetlen azonos eloszldsti minta egy
Fix,..... X, =11 \]StatlSZtlka] aban a mintaelemekben rejlé a ? paraméterre vonatkozoé informaciot siiritjik
osze.

2.1.1.2.1. Definicié. Likelihood-fiiggvényen érgiik a mintaelemek egyiittes valosziniiség illetve
stiriiségfiiggvényét. Legyen ¥ = (1. .n) € B p5ozitert, és Ly(x) a likelihood-fiiggvény az x helyen. Ha a
hattéreloszlas diszkrét Pa valosziniiségfiiggvenyel, akkor

Lo(x) = Po(X = x) = [ [ Po(Xs = x3) = | [ malirs).
i=1 i=1

ha pedig abszolut folytonos fa stiriiségfiiggvénynyel, akkor

Lo(x) = Hﬁ_l(.!';\].
i1

2.1.1.2.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy a 1 (X statisztika elégséges a 6 paraméterre, ha diszkrét esetben a
. !ﬂi(x) ha T'(x) =1, _
Py(X =x|T'(X)=1) = ¢ B(I'(X)=1) (1)

0 kulénben
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feltételes valosziniiség, abszolut folytonos esetben pedig az

f..r,-(x] m
. ha  Tx) =1,
JoeT(X) = 0) = 4 T ) 1)

0 kulomben

feltételes siiriiség nem fiigg 0-t6l, ¥ € &, ahol fi() Jjeloli a T\ X) statisztika siiriiségfiiggvényét a t helyen.

A fenti definicio alapjan lathato, hogy az elegséges statisztika a mintaelemekben rejlé a (! paraméterre
vonatkozo teljes informaciot tartalmazza.

Felmertil a kérdés: hogyan lehetne megsejteni egy elégséges statisztika alakjat? A valaszt a kdvetkezo tétel adja
meg.

2.1.1.2.3. Tétel (Neyman- Fisher faktorizacio). Egy X minta ! (X) statisztikaja pontosan akkor elégséges, ha
létezik olyan 90(tX0 € ©. 1 € T (=T értékkészlete)) és MxNx € X) mérhetd fiiggvény, hogy

Ly(x) = go(T'(x)) - h(x)
teljesiil minden # € 8, x € X esetén.

Azaz a likelihood-fiiggvény csak a T' statisztikan keresztiil fligg a paramétert6l. Bizonyitast 1d. [5] 87. o. (3.1.
Tétel).

Természetesen a teljes minta vagy a rendezett minta is elégséges statisztika, de mi minél egyszeriibbet
szeretnénk kapni. Ezért bevezetink a valamilyen paraméterre elégséges statisztikak kozott egy részben
rendezést: azt mondjuk, hogy 11 a 1z-nek aldrendelt statisztika, ha van olyan mérhetd v fiiggvény, hogy
Iy = v(13). Ezt ugy jeloljiik, hogy 11 < T, és a 1\ statisztika " gazdasagosabb" 12-nél. Ha T} és 12 kélesondsen
aldrendeltek a masiknak, akkor ekvivalenseknek mondjuk Oket: 11 =12 (nyilvan ekkor v invertalhato
figgvény).

2.1.1.2.4. Definicio. A 1" elégséges statisztikat minimalis elégséges statisztikanak nevezziik, ha alarendelt
statisztikaja barmely mas elégséges statisztikanak.

2.1.1.2.5. Definicié. A 1’ statisztika teljes, ha a

Ey(g(T)) =0, voe®

osszefiigges a 9 fiiggvényeknek egy elég gazdag (példaul folytonosan derivalhato) osztalydra teljesiil, akkor
g=0, Plg=0)=1,

ahol P{ jeloli a'T' statisztika dltal generdlt mértéket.

Ennnek a tulajdonsagnak a jelentésége az, hogy, ha a 1" statisztika elégséges és teljes akkor minimalis elegséges.
Ugyanakkor ezt a tulajdonsagot nehéz ellndrizni, de az alabb definialt Gin. exponencialis eloszlascsaladra
teljesiil.

2.1.1.2.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X hdttérviltozé eloszldsa tagja az exponencidlis eloszldscsaladnak,

ha diszkrét esetben a valosziniiség-, abszolut folytonos esetben a siirliségfiiggvénye a kévetkezé alakban
allithato eld:

k
() - exp lZ:z_;(fﬂ) . 'J'_}(,J')‘| - hr), vi e 8. (1)
j=1

Itth = dim(©) . g5 2k véges, mérheto fiiggvények &-n, likésh pedig véges, mérhetd valos fiiggvények.

(A == 0un. sulyfiiggvény biztositja , hogy a > vagy 1 legyen).
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2.1.1.2.7. Tétel. Vegyiink egy n-elemii X = (Xi1..... Xu) mintat a fenti eloszldsbol. Akkor

T(X) = (Z T(X).. ... Z'f;.(_\c,-]) (1)

elégséges statisztika a i paraméter-vektorra.

Ismeretes, hogy a normalis-, exponecialis-, Poisson-, Bernoulli-, geometriai- I" -eloszlasok tagjai az
exponencialis eloszlascsaladnak. A negativ binomialis (Pascal), binomialis, polinomidlis eloszlasok csak

rogzitett rend esetén azok (csak a valoszinliség(ek) a paraméter(ek)). A diszkrét és folytonos egyenletes
eloszlasok viszont nem tagjai.

1.2. Becsléselmélet

1.2.1. Pontbecslések, torzitatlansag, hatasossag, konzisztencia

Legyen (£2..A. P) statisztikai mez6, ahol P = 1{Fs: €O} A g paramétert vagy annak valamely ¢(0)

fiiggvényét szeretnénk becsiilni az X‘ =(Xy..., Xu) fliggetlen azonos eloszlasti minta alapjan konstrualt 1'(X)
statisztika segitségével. Jelolje  ill. V" az igy kapott becslést!
2.1.2.1.1. Definicié (Torzitatlansag). 1'(X) torzitatlan becslés ¥'(?)-ra, ha

Ey(T(X)) = (6), v € @,
Ezt a fogalmat a legegyszeriibb példan szemléltetjiik.
2.1.2.1.2. Allitas. X mindig torzitatlan becslés ' n(0) = Eo(X)re, ha ez veges.

2.1.2.1.3. Definicié (Aszimptotikus torzitatlansag). A 1'(X.) statisztikasorozat aszimptotikusan torzitatlan
becslés‘-'(m—ra, ha

lim Eg(T(X,)) = (), Vi e 8.
A szorasnégyzet becslésén szemléltetjiik mindkét fogalmat.

2.1.2.1.4. Allitas. Legyen Xi. .. - X fiiggetlen azonos eloszldsi minta egy tetszéleges olyan eloszldsbol, melyre
minden @ € © esetén () = DG(X) < ¢ Akkor

S S IS SR

i=1 i=1
#2._ m g2 . , . Lo
Su" = S5 pedig torzitatlan becslése a szordsnégyzemek.

Megjegyezzik, hogy az 577 becslés torzitatlansaga a Steiner-tétel kovetkezménye.

1.2.2. Hatasossag (efficiencia)

2.1.2.2.1. Definicié. Legyen a ! '|_ és 1z statisztika torzitatlan becslés a 0 paraméterre, vagy annak valamely (f)
fiiggvényére. Azt mondjuk, hogy Tihatisosabb (efficiensebb) becslés, mint 7z, ha

DE(T) < DE(T), V0 E O,
és legaldbb egy U[_l = & esetén (2)-ben < tEUESﬁl.

2.1.2.2.2. Definicié. Egy torzitatlan becslés hatasos (efficiens) becslés, ha barmely mas torzitatlan becslésnél
hatasosabb.

A kovetkez0 tétel azt allitja, hogy amennyiben van hatdsos becslés, az egyértelmii.
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2.1.2.2.3. Té!()(Egyértelmiiségi). Legyen a 1 és Iz statisztika egyardnt torzitatlan, hatdsos becslés
ugyanarra a paraméterfiiggvenyre. Akkor

Py(T, =T,) =1. Voeo.

Tételek garantéljak, hogy exponenciélis eloszlascsalad esetén X a varhato érték hatdsos becslése. Nem minden
eloszlascsalad esetén igaz ez. Az U [0.9] egyenletes eloszlascsaldd esetén példaul legyen #-X5 legnagyobb
rendezett mintaelem "z -szerese, ez szintén varhato érték torzitatlan becslése (1. (18)), és hatasosabb, mint X

Konzisztencia
A konzisztencia azt jelenti, hogy a megfigyelések szamanak novelésével javul a becslés pontossaga.

2.1.2.2.4. Definici6. A I'(X,.) statisztikasorozat gyengén (erSsen) konzisztens becslés?'(?)-ra, ha minden
0 € ©-ran — o esetén 1'(Xn) = W(0) szrochasztikusan (1 valosziniiséggel).

A maga utan vonja az alabbi Allitast.

2.1.2.2.5. Allitas. Ha X,.... .- X,. fiiggetlen azonos eloszlasii minta X-re és m(0) = Eo(X) véges, akkor X
erdsen konzisztens becslés M(0)-ra.

Ezt szemlélteti az alabbi animacio.

2.1.2.2.6. Definicio. A 1'(X.) statisztikasorozat a U(0) paraméterfiiggvény négyzetes kozépben konzisztens
becslése, ha minden # € ©-ra Eo(17(X..)) < 20 (v € M) 65

lin Ey(T(X,,) — ¢(0))* = 0.

TL—¥ O

2.1.2.2.7. Allitas. Ha a 1'(X..) statisztikasorozat négyzetes kozépben konzisztens becslést ad (#)-ra, akkor a
becsiés gyengén konzisztens is.

A szorasnégyzet becslése konzisztencidjanak bizonyitasanak eszkdze az alabbi - Onmagaban is érdekes -
Allitas.

2.1.2.2.8. Allitas.

(n—1)[(n— 1M — (n—3)e"]

D(53) = .
T
és
. o 1 —3
D2(572) = - (_U',' - ”—_a') .
1 n—1

Ha egy adott paraméterre nincs torzitatlan becslés, alkalmazé nem a / becslés szorasnégyzetét, hanem a valodi

paraméterértéktél vett tivolsaga négyzetének Talf) = Ey(|¢ — 0I) varhato értékét, azaz a mégyzetes rizikot
kivanja minimalizalni.

Cramér- Rao-egyenlétlenség Legyen (2. P. P) statisztikai mez6, ahol P = {Fy : @ € O}, Célunk az, hogy a ¢
paraméterre vagy annak valamely ¥'(7) fiiggvényére konstrualt torzitatlan becslések szérasnégyzetére alsd
korlatot adjunk. Ha egy torzitatlan becslésre ez a korlat eléretik, akkor biztosak lehetiink abban, hogy hatésos
becslésiink van, ami az 67 Tétel alapjan egyértelmd.

Sziikséglink lesz a kovetkezd, R. A. Fishert6l szarmaz6 fogalomra, 1..

2.1.2.2.9. Definicié. Legyen X = (Xi..... Xn)fu'gge{len azonos eloszlasu minta az X hattérvalozo
eloszlasabol, amely a 0 paramétertdl fiigg (9 € @), itt csak a Him(©) = 1 & konvex esettel foglalkozunk. A fenti
minta Fisher-féle informacidja az

a3

[a)
_—I(J.(X]) =0

i

,f”({}) = ]EI'J' (

27
XMLmind XSL-FO Converter


animation/atlagkonz.gif

El6ismeretek 2.: statisztikai alapok

mennyiséggel van definidalva, ahol

lp(x) = In Lgi(x)

az un. log-likelihood fiiggvény-¢ jeloli.

Az informaciémennyiségtdl elvarjuk, hogy fliggetlen valdszintiségi valtozok esetén additiv legyen. Ez itt nem
részletezett regularitasi feltételek mellett - amelyek fennalnak az exponencialis eloszlascsaladokra, de példaul

az egyenletes eloszlascsaladra nem allnak fenn - igaz is. fgy a definicioban szereplé fiiggetlen azonos
eloszlast valosziniiségi valtozok esetén igaz az

1,08 = ndy(0).

Ugyanezen regularitasi feltételek mellett igaz az /1(¢) egyszeriibb kiszamitasi médjat biztositd

=]

t X
L(#)=-E (m)__,. In Lo X ])

Osszefliggés.

A kovetkezo allitas illusztralja azt a tényt, hogy az elégséges statisztika tartalmazza a mintdban 1évo, a
paraméterre vonakozo teljes informaciot.

2.1.2.2.10. Allitas. Legyen X = (Xy..... Xy fiiggetlen azonos eloszlasi minta egy 0 paramétertdl fiiggd
eloszlasbol (0 € ©), és tegyiik fel, hogy In\0) << 2 Akkor tetszéleges 11 X) elégséges statisztikira

ahol /(t) ugyanugy szamolhato a'l' statisztika valoszintiség ill. siriségfiiggvényébdl, mint ahogyan a teljes
minta informacioja a mintaelemek egyiittes eloszlasabol.

Bizonyitést 1d. [5] 109-110. 0. (2.2. Allitas).

Miutan a Cramér- Rao egyenl6tlenségben szerepld valamennyi fogalmat definialtunk, kimondhatjuk magat a
tételt.

2.1.2.2.11. Tétel (Cramér- Rao-egyenlétlenség). ‘Legyen ($2.A.P) reguldris statisztikai mez6, ahol
P={Fy:0€0} dim(®)=1 Legyen X = (X1..... X.) fiiggetlen azonos eloszldsii minta a o eloszldsbél,

amirdl most tegyiik fel, hogy abszolit folytonos. Tegyiik fel tovibbd, hogy a 1(X) statisztika valamely
derivalhato V' fiiggvénnyel képzett (f) paraméterfiiggvény torzitatlan becslése,

D (1) < +nc, v € &

tovabba teljesiilnek az alabbi bederivalhatosagi feltételek:

i 5
ﬁ/ [ f‘“(xj"";xz_[”'./ Splox)dx.  VOEO

I3

és
il o ) e 0
70 / f(x]-l’.r;(x)ﬂ’xz‘/ I(x]mi.@(x]ff}:. Vil e O,

ahol [+ [ n-dimenziss integralast jelent a likelihood-fiiggvény tartojan. Akkor

(v (9))?
L(0)

D; (1) = v e Q.
Bizonyitast Id. [5] 110-113. o. (2.3. Tétel).

Példaként megemlitjiik, hogy az V' (¢. o) normalis eloszlasra ismert o2 esetén /1 = 72 és a#) = X atlagra az
egyenlotlenség helyett egyenl6ség all, azaz eléretik az informécios hatar, mig az €7P(A) exponencialis
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eloszlasra a torzitatlan * = % becslés a kdvetkezd tétel miatt hatasos, de az informacios hatar nem éretik el.
Ugyanakkor a 410, 7) egyenletes eloszlas

0= X*

n

. n
(a legnagyobb rendezett mintaelem -SZETESE )

n

becslés szorasnégyzete l/n nagysagrendli, azaz lényegesen Kisebb, mint az informacidés hatar, mert a
bederivalhatosagi feltételek nem teljesiilnek.

Riziko értelemben nem mindig a torzitatlan becslés a legjobb: A kdvetkezé meghdkkentd példat James as Stein
(1961) (1. ) konstrualtdk. Legyen Xk-dimenziés véletlen vektor (¥ = 2] melynek komponensei fiiggetlenek és
azonos szoérastak (az egyszeriiség kedvéért legyenek 1 szordsuak). Vegyiink egyetlen mintat és konstrualjuk a

k=2
Hx) =X (l ||.v||2)

k-dimenzi6s statisztikat! Ez ugyan nem ad torzitatlan becslést az eloszlas £ varhaté érték vektorara, de belathato,
hogy Ry (1) = Eg(|I'L" — 8*) < k mig Fg(X) =325 D*(X;) = ", tehat riziké értelemben jobb becslést ad a
fenti 1" statisztika, mint a mintaatlag (f %0(*) a korabban bevezetett riziké tobbdimenzios altalanositasa). Ez azért
meglepd, mert a komponensek fliggetlenek, tehat ha példaul a normalis eloszlasu testmagassag, a fénysebesség
¢és egy arucikk aranak a varhato értékét akarnank egyszerre becsiilni, akkor a James-Stein becslés dsszehozza a
harom mintat, és igy javit a becslésen.

2.1.2.2.12. Tétel (Rao- Blackwell- Kolmogorov-tétel). Legyen (2. AP} seatisztikai mez6, ahol
P ={Py:0 € O} Legyen X = (Xy..... Xu) fiiggetlen azonos eloszldsii minta valamely o eloszldsbél. Legyen
tovabbd

* (a) 1(X) elégséges statisztika,

* (b) S(X) torzitatlan becslés a V'\9) paraméterfiiggvényre. Akkor T-nek van olyan & = a(1') fiiggvénye,
amely

* (1) szintén torzitatlan becslése a v(f) paraméterfiiggvénynek: Eg(17) = o(0) vo € ©,

*(2) UV legalabb olyan hatdsos becslése f-‘(f’]—nak, mint s: DF(17) < ]D’ﬁ(-""), Vi e B8,

* (3) I/ konstrukcidja a kévetkezé: 1V = Eg(S|T) = (1 (X)) ¥0 € © (ezt nevezziik blackwellizaldsnak").
Bizonyitast 1d. [5] 115-117. o. (3.1. Tétel).

A tétel lizenete: a hatasos becsléseket a minimalis elégséges statisztika fiiggvényei kozt kell keresni.

1.2.3. Becslési modszerek

A paraméterek (akar tobbdimenzids paraméterek) becslésére szamos ad hoc modszer ismertes, itt csak az un.
maximum-likelihood becslést ismertetjiikk els6sorban azért, mert altalainosan alkalmazhato, és az altala kapott
eredmény kozel esik a mas becslések (példaul az un. Bayes-becslés, vagy a momentum moédszeren alapuld
becslés) éltal kapott eredményhez. Legyen (2. A.P) statisztikai mez6, ahol P = {Fs: 0 € O} (a paramétertér
lehet tobbdimenzids és legyen konvex). Vegyiink egy Xi.---.- X, fiiggetlen azonos eloszlasi mintat a Py
eloszlasbol (4 ismeretlen). Az 1. - . - . T, realizacié birtokaban a paraméter becslésének azt a #-ot fogadjuk el,
amely mellett annak a valdsziniisége, hogy az adott realizaciot kapjuk, maximalis. Mivel ezt a valoszinliséget a
likelihood-fiiggvény tiikrozi, a modszer ezt maximalizdlja. A maximumhely csak a realizaciotol fiigg, tehat
statisztikat kapunk becslésként.

2.1.2.3.1. Definicio. Legyen Lo(x) : n-elemii mintdhoz tartozo likelihood-fiiggvény. A g: Oy, 1)
statisztikat a @ paraméter maximum likelihood (ML-)becslésének nevezziik, ha @ globdlis maximumhelye a
likelihood-fiiggvénynek, azaz

!‘f}(.r'|......r',.)('l-|' sy 2 Lgloy ..oy

teljesiil %0 € @ ég (1. 1) esetén.
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Megjegyzés. Ha létezik is L-nek globalis maximuma minden realizacid esetén, az nem biztos, hogy a max.
helvek egyértelmiick. Ezesetben valasztanunk kell a maxghelyek kozott. Altlanos tételek biztositjaly hogy

esetén a kilonbdzé maximumy/n(6#* — #,raméter  valodi érteN(01/7,(6") rgalnak. Tehat a  M-L
becslés aszimptotikusan torzitatlan, s6t -nel aszimptotikusan normalis eloszlasu, azaz
aszimptotikusan efficiens.

1.2.4. Konfidencia intervallum szerkesztés

Az eddigiekben un. pontbecslésekkel foglalkoztunk, vagyis a becsiilendd paramétert v. paraméterfiiggvényt a
mintaelemekbdl képzett egyetlen statisztikaval becstiltiik. Most becslésként egy egész intervallumot - melynek
hatérait természetesen statisztikak jeldlik ki - fogunk hasznalni. A kdznapi beszédben ugy fogalmazunk, hogy
. ¥'(?) paraméterfiiggvény P valoszintiséggel a 1a és 17 statisztikak altal meghatarozott intervallumban van".
Természetesen ¥'(?) nem valoszinliségi  valtozo. Az alabbi kijelentésnek mégis van értelme Legyen

X=(Xpn.... X.) fiiggetlen azonos eloszlasti minta a P sokasagbol (¢ ismeretlen)!

2.1.2.4.1. Definici6. A (1u(X).T.(X)) statisztikapdrral  definialt  intervallum  legaldbb 1 — ¢ szintii
konfidenciaintervallum a ¥'(?) paraméterfiiggvényre, ha

By(T(X) =) < T (X)) =2 1—e (1)

ahol = eldre adott ,,kis" pozitiv szam (példaul = = 1.05, = = 0.01, a hozzdjuk tartozé szignifikanciaszint pedig

25%, 99%).

Nem vilagos, hogy a definicioban szereplé Fs valosziniiség milyen paraméterértékhez tartozik.
Egyes szerencsés esetekben az (2.9) beli valdsziniiség nem fligg ¢-tol.

Konfidenciaintervallum szerkesztése a normalis eloszlds varhato6 értékére ismert szoras esetén

Legyen X1. sees X ~ N, af) fiiggetlen azonos eloszlast minta, ahol & 3 ismert, # (a varhato érték) ismeretlen
paraméter. (X — r-. X + ) szimmetrikus alakban:

P X —r.<p<X+4r)=P(X—pl<r)=P(-r.<X—p<r)=
—r. X —p r. r. —r.
P < e )=o),
" (Ullf’w’iH aof/vn oo/ ) (U o/vn ) (U o/ )

2 — = — &
ahol ®(+) standard normalis eloszlasfiiggvény, és "'=-t ugy kell megvalasztani, hogy“iJ ("”-"G”) b=1-= ,
P 1-Z)em

teljesiiljon. Igy Te = v

Vegyiik észre, hogy a konfidenciaintervallum hossza n novelésével és a @u szoras csokkentésével csokken.

Ismeretlen szorasnégyzet esetén a a standard normalis eloszlast a megfeleld szabadsagfoku Student-eloszlassal
helyettesitjiik. Részleteket 1d. [5] 129. o. 2. P¢élda.

A fenti két esetben az (2.9) képletben F'a (! o(X) <) <Tp(X)) =2 1-¢ valoszinliség nem fiigg (-t6l. Ha a
feladatot nem lehet #-tol fiiggetlen szimmetrikus eloszlas valdszinliségeire visszavezetni, akkor monoton nem
csdkkens V(7 fuggvény esetén a kovetkezokdppen jarunk el. Elészor 6nkényesen felbontjuk az (2.9) képletet
Py, (1.(X) = 0(0) < 2/2 e ¢s Pualtr(0) > Tp(X)) < £/2 o, Szavakban kifejezve, ha (7)) értékét
csokkentjiik, a minta 1 melletti valészintisége, | — £/ f51¢ nd, mig ha ¥'(f2) értékét noveljiik, a minta %2 melletti
valoszinlsége, © /2 ala csokken. Az eljaras akkor korrekt, ha a 0a(€) fliggvény monoton nem ndvekvd, mig a
0;(£) fliggvény monoton nem csdkkend.

A modszert a Poisson-eloszlas A\ paraméterére szerkesztett konfidencia intervallummal illusztraljuk. Legyen
ST X, ismeretlen \ paraméter(i Poisson eloszlasbol vett fliggetlen azonos eloszlasu minta, ismeretes, hogy
az¥Y = X| + -+ X, 5sszeg elégséges statisztika, és eloszlasa n\ paraméterii Poisson.

e — VoA
Szamitsuk ki azt a M. értéket, amire exp(—Aa) 350 5

Yoo -
exp(—Ay) ZJ 05 = »_;’2,

— 1 — /2
-1 £/

=, majd azt a *r értéket, amire
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Nyilvan X csokkentésével a definiald dsszeg nd, és A ndvelésével a definiald 6sszeg csdkken.

X — LY
Az alibbi dbra \ fiiggvényében mutatja P~ 20,

exp(—A) z: 5 %

A [ A intervallumot tekinthetjiikk a A paraméter 1 — £ magbizhatdsagi szintli konfidencia intervallumanak.
Ezt az alabbi abra illusztralja (a kék teriilt 1 — £).

Konfindencia intervallum a Poisson eloszlas A paraméterére

Az alabbi interakiv abra a binomialis eloszlas P paramétere esetén szemlélteti a fenti eljarast.

1.3. Hipotézisvizsgalat

A Tananyagban csak un. paraméteres hipotézisvizsgalatokkal foglalkozunk. Ez tekinthetd a paraméterbecslési
feladat egy specialis esetének, amikor elézetes informacionk van a paraméter lehetséges értékeirdl, és csak azt
kell eldonteni, hogy melyik érték a valosziniibb. Valdjaban a hipotézisvizsgalat majdnem minden feladatat az
egyszer(i alternativara vezetjiik vissza. Tegyik fel, hogy a © paramétertér mindossze két elembdl all:
© = {00} 8 = 6, hipotézist szokas He-lal jelolni és null-hipotézisnek nevezni, mig a 111 : @ = 01} az ellen-
hipotézis. Mindkét hipotézis lehet Osszetett is: a © paramétertartomanyt két halmaz diszjunkt unidjara
(B=0,U8,ée,na, =) Leggyakrabban a null-hipotézis egyszerii ? = t;, mig az ellenhipotézis 7 #=th
alaku.

Dontéstinkkor kétféle hibat kovethetiink el:

1. Elvetjiik a null-hiptézist, pedig igaz; ezt nevezziik elséfaju hibanak, mert ennek a valdszinlisége egyszerii
null-hipotézis esetén null-hipotézishez tartozo eloszlas alapjan kiszamolhatd. A4 hipotézisvizsgdlat a
gyakorlatban legtobbszor ugy torténik, hogy keresiink a mintaelemeknek egy olyan fiiggvényét, amelynek
eloszlasa az egyszerii null-hipotézis fennallasa esetén ismert. Ez a probastatisztika. (ha szerencsénk van, az
ellen-hipotézishez tartozé paraméterértékekre is ismert)

2. Elfogadjuk a null-hiptézist, pedig nem igaz; ezt nevezziik masodfaju hibanak, ennek a valdsziniisége dsszetett
H\ hipotézis esetén fiigg a # € &1 paramétertdl.
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Dontésiink valamely, az X = (Xi..... X.) minta alapjan lehet determinisztikus, ¥s (diszkrét értékkészIeX.,
valoszinliségi Xjltozok esetén) Gn. randomizalt. A determinisztikus dontéskor a  mintateret felosztjuk
elfogadasi- ¢s  Kkritikus tartomanyra.

X.n oA, =10, XU, =X

Az els6faju hiba valosziniisége egyszert null-hipotézis esetén:

By (X € AY).

A hipotézisvizsgalatban a dontést prébanak nevezik.

A kritikus tartomanyt leggyakrabban un. Uprobafiiggvénnyel definialjuk:

XeX < ¥X)=0
XeX, < UX) =1

El6fordulhat, hogy ilyen alaku probafiiggvénnyel még egyszer(i alternativa esetén sem lehet minden = értékére

pontosan beallitani az els6faju hibat, st a mintateret sem lehet két diszjunkt tartomanyra osztani ugy hogy az
els6faju hiba adott = legyen. Ilyenkor haromértékii (randomizalt) probafiiggvényt alkalmazunk:

Ha ¥(X) = p, akkor a nullhipotézist P valésziniiséggel elfogadjuk.
Ha a null-hipotézis Gsszetett a proba terjedelmérél beszéliink.

2.1.3.1. Definicié. A X kritikus préba pontos terjedelme:

sup By (X € A0,

f=8p

A pontos terjedelem diszkrét eloszlasok esetén altalaban nem érheto el.

2.1.3.2. Definicio. Az X kritikus tartomannyal értelmezett proba ereje at? € ©1 alternativaval szemben:
Au0.2) =1 -PFy(X e X)) =Fs(X € X, ey

teljesiil.

A prébak esetén is definialhatd a torzitatlansag, nevezetesen, ha eréfiiggvénye az ellen-hipotézishez tartozo
paraméterértekre sem kisebb, mint a proba terjedelme. Precizen fogalmazva:

2.1.3.3. Definici6. Az Zr kritikus tartomdnnyal definialt préba legfeljebb = terjedelmii torzitatlan, ha
Pe(XeX,)<e, ha 0e8,

és

PeXeX,)>e, ha 0e€06,.

Rogzitett terjedelem esetén elvarhatod, hogy a mintaelemszam novelésével proba masodfaju hibaja az ellen-
hipotézishez tartoz6 minden paraméterértékre nullahoz tartson.

e ., L , ., . . ,
2.1.3.4. Definicié. Az n elemii mintdhoz tartozé “~k  kritikus tartomannyal definidlt proba = terjedelmii
konzisztens, ha

sup Py(X, € XX™) =¢, VYneN

lebp

32
XMLmind XSL-FO Converter



El6ismeretek 2.: statisztikai alapok

és

lim 4,(0.¢) = lim By(X, e X)) =1, voeo,.

N0

A hipotézisvizsgalat legalapvetobb tétele az egyszeri alternativara érvényes Neyman- Person-Lemma.

2.1.3.5. Tétel (Neyman- Pearson-Lemma). A
Hy: 0 =18, versus Hy:0=10,

egyszeril alternativara tetszoleges = = (-ra létezik = terjedelmii proba, amelynek masodfaju hibdja minimalis,
amelynek (esetleg randomizalt) probafiiggvénye

‘[--5'|llx) .
To, (%) <<

Lo (X ’
(X)) =4 p. ha ;_&E'Iixg =rc, (1)

. Lg (X) ~
1, ha Tor(X) - e,

0, ha

ahol a Lo, (X) 7 =01g5 ge=ec. =065 p=p- szdmokat ugy valasztjuk meg, hogy a proba terjedelme =
legyen

Bizonyitast 1d. [5] 144-149. o (1.1. Tétel).

2.1.3.6. Megjegyzés.  Diszkrét eloszlas esetén altalaban nincs olyan ¢ érték, amire a determinisztikus proba
elsdfaju hibaja pontosan = ezért randomizalt probat alkalmazunk. Természetesen megtehetjiik, hogy ,,szigoruak"
vagyunk és sziikebb kritikus tartomanyt (kisebb c-t) valasztunk, vagy a kisebb elséfaju hiba eldnyosebb, és
engedékenyebbek vagyunk.

Az elméleti dsszefoglaloban egyetlen példat mutatunk arra az esetre, amikor a Neyman- Pearson-lemma alapjan
proba szerkeszthetd. Ez az in. egymintas u-préba.

Legyen X: Xp...... X, fiiggetlen azonos eloszlasu N (7. 1) eloszlast minta, @ lehetséges értékei P (null-

hipotézis) és #1 = t (ellen-hipotézis). A normélis eloszlas stirliségfiiggvényének alakjabol kiolvashato, hogy a
Lo, (X)

Tog(X) = © egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil ha VX = ¢, ahol ¢ -t ugy kell megvalasztani, hogy
P(vnX = ) = £ teljesiiljon. Mivel Mivel v/nX standard normalis eloszlasy, @ = P71 —2) A megfeleld
kvantiliseket itt interaktiv dbra segitségével hatarozhatjuk meg.

u proba elsofaju hibaja
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u préba masodfaju hibaja # fiiggvényében

Az erdfiiggvény mutatja az u proba konzisztencigjat (az alsé kék vonal az elséfaju hibanal, a felsé 1-nél van).

u proba ereje (1 —masodfaju hiba) #* fliggvényében

Az alabbi animdcio az u préba konzisztencidjat mutatja. A Neyman- Pearson-lemma randomizalt valtozata
alapjan szerkesztendd proba a feladatok kozott szerepel. Végiil mutatunk egy altalanosan hasznalt modszert,
amely szamos moddszer alapjat képezi, és a tobbvaltozds statisztikdban mas lehet6ség hijan mindig ezt
alkalmazzuk.

1.3.1. A Likelihood-hanyados préba

Ez a fajta proba olyan, viszonylag altalanos esetekben hasznalhatd, mikor a null-hipotézis azt jelenti, hogy
paraméteriink a véges dimenzids, konvex paramétertér valamely alacsonyabb dimenzids, Osszefliggd
részsokasagaba esik:

Hy:0€0; versus H,: 06,

ahol @, MO, =0 B, U0, =6 ¢ g dim(O;) = r dim(O) = k jelsléssel + < k teljesiil. Az n-elemii minta
alapjan konstrualand6 probastatisztika:

sup Lo(X)

(L=

sup Lo(X)

=)

}‘Jl (K] =

Tényleg statisztikat kapunk (A(X) nem fiigg -tol), amely 0 és 1 kozotti értékeket vesz fel.
2.1.3.1.1. Allitas. Bizonyos regularitdsi feltételek mellett n — ~ esetén

—21n A (X)) = k=)

eloszldasban, s fenndllasa esetén. (1. [3] 3.10 paragrafis)

Ezért = terjedelemhez a kritikus tartomany:

= {x : )\”[:X] = )‘;} = {x 1 —2 111)\”(:{] = "5}‘
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aholac- = —2InA. > O konstans a \”(k — ) eloszlas 1 — = kvantilise.

1.3.2. A leggyakrabban hasznalt prébak

{-proba (Student-préba). Normalis eloszlas varhatd értékének tesztelésére vagy két normalis varhato érték
Osszehasonlitasara hasznaljak ismeretlen szoras(ok) esetén. A gyakorlatban kis mintdkra alkalmazzak, a
normalis eloszlést fel kell tenni.

Egymintds t-préba. Legyen X ~ N(p. o) hattérvaltozo ismeretlen paraméterekkel. A

Hyop=py versus Hy:op# pg

hipotézis vizsgalatara az n elemii X1.---.- Xy ~ N(p. o) fiiggetlen, azonos eloszlast mintdbél konstrudlt
probastatisztika:

{{- — [k
HX) = qf o, /n,

az 1 — ¢ szignifikanciaszinthez konstrualt kritikus tartomany pedig
Xy = {x: [H(x)| 2 t.n(n — 1)},
ahol f=/2(7 = 1) az 5y — | szabadsagfoku i-eloszlas (1 — £/2)-kvantilise.

Az alabbi abrak mutatjak az 1, és 5 szabadsagfokt Student (#) eloszlasokhoz tartozo stiriiségfiiggvényeket.

L] L]

t(1) és
t(5) stirtiségek

A i-eloszlasok kvantiliset itt interaktiv abra segitségével tudjuk meghatarozni.

Null-hipotézisiinket 1 — = szinten elfogadjuk, ha a mintarealizaciobol szamolt [6()] < tepalm — l), és elutasitjuk
kiilonben.

Kétmintds t-proba. Legyen X ~ N(pro®) es Y~ Npa. 0%) ket tetszéleges varhato értékil, de azonos szorasu
hattérvaltozo. Az Osszes paraméter ismeretlen. Még ebben a paragrafusban megmutatjuk, hogyan lehet

ismeretlen szorasok egyenl6ségét tesztelni. A

Hy:tpy =pg vers. Hy o # peg

hipotézis  vizsgalatara az 71 elemi Xisenns oy ~ N(p1:0%) fiiggetlen, azonos eloszlasit és  az
Vi Vig ~ N2, 0%) fiiggetlen, azonos eloszlasti, egymastdl is fiiggetlen mintakbol —konstrualt
probastatisztika:
HX.Y) = .r XV ) III."Inp'az[:lnl + g — 2)

1|‘r.-'f (7, — 1]-“?7_‘"\;2' + (g — L],‘-,';:_z ‘\' 1y + g

az 1 — ¢ szignifikanciaszinthez konstrualt kritikus tartomany pedig
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Xy =1{(xy) 1 =y = tpln +ny —2)},

ahol most az i1 + n2 — 2 szabadsagi foku -eloszlast haszndljuk. A ¢-eloszlasok kvantiliset itt interaktiv dbra
segitségével tudjuk meghatarozni.

[*-préba. Két normalis eloszlast valtozo szorasanak Gsszehasonlitasara hasznaljak. Legyen X ~ N o7) és
¥~ N(piz. 73) két ismeretlen paraméterti, normalis eloszlast hattérvaltozo. A szorasok egyenléségét szeretnénk
tesztelni:

Hy:oy=a, versus H,:a £ oy

Az 11 elemit Xio--..o Xoy ~ N1, %) fiiggetlen, azonos eloszldst és az Yi:- - Yie ~ Njpz. ) fiiggetlen,
azonos  eloszlast, egymastdl s ﬁlggetlen mintdk  alapjan  vizsgalodunk.  Tudjuk, hogy
(ny = 1)S57/of ~ Py — 1) gs (m2 — 1)577 /03 ~ x*(n2 — 1) fiiggetlenek. Leosztva ket kiilon-kolon a sajat
szabadsagi fokukkal, majd a hanyadosukat véve F (1. 1) -eloszlast valdszinliségi valtozot kapunk, ezt

s

tekinthetjiik egyben az (1 712] szabadsagi foku Fisher-eloszlas definiciojanak. 1a fennallasa esetén a hanyados

2

"‘.l*

FIX,Y) = 5

...-*

igy ezt a probastatisztikat vezetjitk be. Mivel egy - (/1 f2) eloszlasti valosziniségi valtozo reciproka -F (/2. /1)
2 x 2

eloszlasu lesz, az X, ¥ szereposztast ugy Valaszthat]uk hogy a konkrét realizacio alapjan szamolt T2 sy

legyen. Ezutan 1 — £ szinten elutasitjuk fo-t, ha F0ey) 2 Fopln —1.m5 — ], ahol a megfelelé szabadsagi

fokt F-eloszlas [1 — £/2)-kvantilise a kritikus érték.

Az alabbi abrak mutatjak az (1,1), (1,2), (1,3), (1,9), (2,1), (2,2), (2,3), (2,9), (3,1), (3,2), (3,3), (3,9), (9,1), (9,2),
(9,3) és (9,9) szabadsagfoku F eloszlasokhoz tartozé strtiségfiiggvényeket.

4l
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F striiségek
Az ['-eloszlasok kvantiliset itt interaktiv abra segitségével tudjuk meghatarozni.

A kovetkezd két proba in. nemparaméteres proba, az elsd esetben a f1u hipotézis az, hogy a minta egy adott
diszkrét eloszlast kovet, mig a masodik esetben a {1y hipotézis az, hogy a minta egy adott folytonos eloszlast
kovet.

‘(z-pr(')ba. Legyen Ay, ... . A, teljes eseményrendszer és

Hy:PBlA)=p (1=1..... T,

ahol a p. >0, > P = 1 valosziniiségek adottak. Végezziink n db. megfigyelést! Jelglje #1.- - .. 7 az
>
A 1. esemény gyakorisagat (E\i (¥ = 1)1 Akkor {ly fennallasa esetén a (¥1:---. V) valoszintiségi

valtoz6 polinomialis eloszlasu:

n! n T o [
P et haw 4t =0,
Pr iy =ny....0.=mn,) = {[”' i

], knlonben.

. . . r |'.u,;—r.l,u,;!z . . ,
A alabbi tétel biztositja, hogy a az 2ie np; probafliggvény aszimptotikusan v “-eloszlasu.

2.1.3.2.1. Tétel. Ha (v ---. ”u-)polinomidlis eloszlasu n és P1: - - : P (Pi = 0) paraméterekkel (vagyis a (3.1)-
beli Ha fennallasa esetén), akkor n — = esetén

" (g — aps)?
S L)
- npy

i—1
eloszlasban.

A Y “-eloszlasok kvantiliset itt interaktiv abra segitségével tudjuk meghatarozni.

Megjegyzés. A hatareloszlas nem fligg a Pi értékektol, csak r-tol.
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Kolmogorov- Szmirnov-préba. Ezt a probat tiszta illeszkedésx./izsgélat céljara hasznaljuk olyan esetekben,
tételkort.

Egymintdas eset (illeszkedésvizsgalat):

Hy :B(X <a)=Fx), VreR

(" adott folytonos eloszlasfiiggvény).

Hy: vanolyan r € B, P(X < x) £ F(x).

Jelolje I'* a tapasztalati eloszlast és legyen

D, = sup | F2 () — F(a)).
relR

Amennyiben 1 = - = az X = (1. I'v) mintarealizacié rendezett alakja, akkor

D,(x) = maxmax{ |[F{x]) — F(z)|, |[#5(xf +0) = Fiz)) |} =

i—1

— Bl |- = Fl}.

= 111;1x111a1x{| -

Kolmogorov tétele alapjan tudjuk, hogy i fennéllasa esetén

lim P(ynD, < z) = K(z). VzeR,

fi—0xC

ahol

0, ha z<0,
h’(z]:{ . ) aa =

?—x(_])i":_zﬁzz =123 7 (=1, ha z=0, )

Részleteket 1d. [5] 73-79. o. A Kolmogorov-eloszlas kvantiliset itt interaktiv dbra segitségével tudjuk
meghatarozni.

2. Feladatok

(i) lgaz-e, hogy a tapasztalati korrelacio mindig —1 és 1 koz¢é esik? Mikor teljesiilhet valamelyik egyenléség?
Tipp: Alkalmazzuk a véges dimenzo6s Cauchy- Schwarz-egyenldtlenséget!

Vilasz: Igaz.

L.  ha a két minta egymds pozitiv szamszorosa,
— 1. ha a két minta egvmis negativ szimszorosa.
(i) Legyen Xi...... X, fliggetlen, P paraméter(i Bernoulli eloszlasbol vett statisztikai minta.

(a) Milyen eloszlast > X
(b) Adjuk meg a k-adik empirikus (tapasztalati) momentum eloszlasat!
(¢) Adjuk meg a masodik empirikus (tapasztalati) centralis momentum eloszlasat!
Tipp:
(@) Elemi szamolas.
(b) A diszkrét eloszlasu valosziniiségi valtozok fiiggvénye eloszlasanak szamolasa.

(c) Alkalmazzuk az el6z6 2 pont eredeményét k = 1. 2-re,
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Valasz:

(@) Balp).

() Az n"/n.(n—1)F/n_ .. 1/n.0 szamok valdszinliségei ugyanazok, mint a Bu(P) closzlasban az
non—1...., 1, 0 ¢rtékek valosziniiségei.

( _|:1||I]> (_(Jlll])2

(c) mo ) n szamok valosziniiségei ugyanazok, mint a B.(P) eloszlasban az
non—1...., 1. 0 ¢rtékek valoszinliségei.

(iii) Legyen X1.....- X, fiiggetlen, A - - - A, paraméterii Poisson eloszlasbol vett minta.

(a) Milyen eloszlast Y Xip
(o) Adjuk meg X eloszlasat!
Tipp: Alkalmazzuk a t.
Valasz:

(a) nA paraméter(i Poisson.

(b) A 10.1/m.2/n... .} értékeket ugyanazzal a valoszinliségel veszi fel, mint az n.\ paraméterii Poisson-
eloszlas.
(iiii) Legyen X1.. . .- Xy~ Np,o?) fliggetlen minta. Milyen eloszlast X? (Adjuk meg a vérhato értéket és

a szorasnégyzetet is!)
Tipp: I..
Valasz: NV (p.o%/n),
(iiiii) Legyen Xi---- .- X, ~U(—1,1) fiiggetlen minta. Aszimptotikusan milyen eloszlasa V- X9
Tipp: Szamitsuk ki a H(—1. 1) eloszlés elsd két momentumat és alkalmazzuk a t.
Vilasz: N(0.1/3),

fa) = eV

(iiiiii) Legyen Xi...... X, fliggetlen minta
eloszlasa v - X?

stiriségfiiggvénnyel. Aszimptotikusan milyen

Tipp: A feladatban szerepld valosziniiségi valtozok varhato értéke 0, szorasnégyzetet jeldlje o2, ez utdbbit az
exponencialis eloszlas siiriiségfliiggvényének és masodik momentumanak ismeretében kiszamithatjuk.
Alkalmazzuk a t.

Vilasz: Vegyiik észre, hogy /(7) a teljes szamegyenesen van értelmezve! N(0.1),

(iiiiiii) Legyen X1.... .- X, fiiggetlen, A paraméterti exponencidlis eloszlasbél vett minta. Milyen eloszlasa X ?
Tipp: keressiik meg a ben a gamma eloszlas stirliségfiiggvényét.

Valasz: Gl nA,

Tipp: Szamitsuk ki az Jo" X7F f(a)dx integrélt, ahol f(¥) a G (. A) eloszlas siiriiségfiiggvénye. Hasznaljuk ki
azt a tényt, hogy a ()G (n — k. A) stirGiségfliggvényének konstansszorosa (1. abszolut folytonos eloszlasok).

Ak

Vilasz: 0w F)
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(iiiiiiiiii) Legyen X < ... < X, a[0. 1] intervallumon egyenletes eloszlésbél vett rendezett minta.
(@) lgazoljuk, hogy X1 ---. X7 nem fiiggetlenek!

(b) lgazoljuk, hogy 1 — Xy..... L — X7 szintén a[0: 1] intervallumon egyenletes eloszlasbol vett rendezett
minta!

(c) Milyen eloszlasu i1 = Xk, ahol 1 < k < n?
Tipp:
(@) Elemi logika.
(b) Hivatkozzunk a egyenletes eloszlas szimmetrijara.
(c) 1. elemeinek egyiittes stiriségfiiggvénye.
Vilasz:

(a) Ha példaul X7 = 0.001 akkor X2 felveheti a 0,002 értéket, mig ha X1 = 0,99, akkor X2 nem veheti fel
a 0,002 értéket, azaz X2 felteteles eloszldsa X1 -ra nézve fiigg X1 értékétsl.

(b) Mivel az egyenletes eloszlas szimmetrikus az 1/2 ponra, 1 — X,..... 1 — X, szintén egyenletes
eloszlasbdl vett minta, igy a beléle képzett rendezett minta szintén az egyenletes eloszlasbol vett rendezett
minta.

(©) X — X§ valdsziniiségi valtozok azonos eloszlasi (de nem fiiggetlen!) valdszinliségi valtozok,
. T - . ’ I3 s 7 . ] 9 7 ror
Xii1r — X eloszlasa azonos az X1 valdsziniségi valtozdeloszlasaval, ami B(1.1) Béta eloszlasu.
(iiiiiiiiiii) Legyen Xi.....- X, fiiggetlen, az [a.P intervallumon egyenletes eloszlasbol vett minta,
X7 < ... < X pedig a belSle gyartott rendezett minta. Adjuk meg X eloszlas- és stirliségfiiggvényét, valamint

varhato értékét!
Tipp: 1. a elemeinek eloszlasat.
Valasz: Eloszlasfiiggvény:
" . . )
Guslr) = (J) [F(2)][L — 1)
ik

és a stiriiségfliggvény:

n—1 o =1 ATSERNT Tt g
Juklr) = ”(;'- _ 1) [F(a )]‘- [1— F(x)] kR,

. ath | _k
ahol /" az [ b intervallumon egyenletes eloszlas eloszlasfliggvénye. A varhato érték =z~ ni1.

(||||||||||||) 27? Legyen Xi.....- X, fiiggetlen minta az /'(¥) = V& (0 <z < 1) ¢loszlasfiiggvénnyel. Adjuk
meg -¥i stirliségfiiggvényét!

Tipp: Lasd az el6 z6 feladat megoldasat!

Valasz:

n—

1|U_||J.|,-'r2 -_fjr”_;‘.(.!'] = ”(ﬂ, )[\r/_]k I[J. - .’/—]” k _I

(IIIIIIIIIIIII) Legyen X7 < X a [0.1] intervallumon egyenletes eloszlasbol vett rendezett minta, és
V<< _” az elozotol ﬁlggetlen, szintén a [U: 1 intervallumon egyenletes eloszlasbol vett rendezett minta.
Adjuk meg Vi — Yi stirtiségfiiggvényét (1 < k < n)!
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Tipp: Két fliggetlen Bk.n —k + 1) eloszlasa valosziniiségi valtozo kiilonbségének siiriisége a kérdés, ami
konvolucidoval meghatarozhat6. Figyeljlink az integralds tartomanyara!

Vilasz:
(iiiiiiiiiiiiii) Legyen X[ .. X7 a A paraméterii exponencidlis eloszlasbol vett rendezett minta.
a) Adjuk meg a k-adik (1 = & = ) mintaelem eloszlas- és stirtiségfiiggvényét!
gruggveny
(b) Milyen eloszlast a % = Xi,1 — Xi ahol 1 < k < n?
Tipp:
a) Alkalmazzuk a 12 feladatot, I (=) helyébe 1 — exp(—Ar)et frva.
y

(b) Alkalmazzuk az exponencialis eloszlas 6rokifju tulajdonsagat.

Valasz:

(@)

—1
foklr)l=mn (: _ 1) [f«'(.r]]f-'—|[1 _ f"(.’r')]”_“_,l"(.r]

ahol /() = 1 — exp(—Aa)-eg és [ (x) = hexp(—Aa),

(b) Ok ~ Expl(n — k)A|

(iiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi...... X, fiiggetlen, a (7 — 50+ 2) intervallumon egyenletes eloszlasti minta.
Legyen
- Xi+ X
rx) ===

Hatérozzuk meg 1'(X)9(=) siirtiségfiiggvényét!
Tipp: Lasd elemeinek egyiittes stirliségfliggvényérdl tanultakat!

Ha X és Y valoszinliségi valtozok egyiittes stlirliségfliiggvénye f(r’: -.fﬂ, akkor a konvoluciéhoz hasonldéan a
Z =X +Y valoszinliségi valtozd siirliségfiiggvénye: 9(z) = [ flz.z — x)da Figyeljink az integralas

tartomanyara, és hasznaljuk fel azt a tényt, hogy a keresett stirliségfiiggvény szimmetrikus #-ral

Valasz:

) ne[1+2(z—6)]"", ha z =<8,
= n/2-[1—=2(z—0)]""" haz=0

(iiiiiiiiiiiiiiii) 1gazoljuk, hogy ha n = 1, és X1 nem elfajult és stiriiségfiiggvénye valdban fiigg a paramétertdl,
akkor 1'(X] = X1 semmilyen paraméterre sem elégséges!

ey

Vilasz: Legyen két mintank: X1 és X2, A fiiggetlenség miatt kettejiik egyiittes stiriiségfiiggvényének feltételes
stirliségfiiggvénye -X1-re nézve éppen -z siirliségfiiggvénye, ami természetesen fiigg a paramétertdl.

Tipp: Legyen az X1.....- X, figgetlen azonos eloszlast valoszintiségi valtozok kozos fo() stirtiségfiiggvénye,
ahol # egy paraméter. Legyenek X1:-- - X7 a fenti valdszintiségi valtozokbol készitett elemei. Mutassuk meg
hogy az eredeti Jf(r1.....7n) siirliségfiiggvény rekonstrudlhatd a rendezett minta (T, ... ;)
stirliségfliggvénye alapjan!
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Vilasz:
f{.ﬁ . .F”} = I-[J‘.—_. \ |*_:"'ﬂfn-r|:-)-'|l.*('r7"( IERRRE .J'm:”]:]
ahol 7 az a permutaci6 ami szerint az aktualis minta rendezetté valik.

Emogott az a heurisztikus tény huzédik meg, hogy ha van egy fliggetlen mintank valamely  eloszlasbol, azt
rendezziik, majd a rendezett mintabdl véletlenszeriien visszatevés nélkiil kivalasztjuk a mintaclemeket, akkor
ismét egy fiiggetlen mintat kapunk ugynabbol az | eloszlasbol.

(iiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyenek Xi..-..- X,, fiiggetlen, a [0 7] intervallumon egyenletes eloszlasbol vett minta! Igaz-
e, hogy X7 a @ paraméterre elégséges statisztika?

Tipp: 1. abszolut folytonos eloszlasok és alkalmazzuk a Neyman-Fisher faktorizaciot.
Valasz: lgen.

(iiiiiiiiiiiiiiiiiii) Tegytik fel, hogy 1" statisztika torzitatlan becslése # paraméternek. Tekintsiink egy tetsz8leges
S statisztikat. Igaz-e, hogy E(1 |5 is torzitatlan becslése #-nak?

Tipp: Alkalmazzuk tulajdonsagait,

Valasz: Igen, mert £(£(1|S)) = £(T).

2

(2) Tegyiik fel, hogy ismert az E(X) = 0 varhato érték. Igazoljuk, hogy 51 = = 2oi1 (G — @) torzitatlan
becslése a szorasnégyzetnek! Mit mondhatunk a konzisztenciarol?

(b) Az (a) pont segitségével igazoljuk, hogy az S =g i (X — X)? empirikus szorasnégyzet nem

torzitatlan becslése a szorasnégyzetnek! Készitsiink segitségével torzitatlan becslést!
Tipp:
() Kozvetlen szamolas. Alkalmazzuk a nagy szamok térvényét ( keressiik meg a ben).
(b) Kozvetlen szamolas.
Vilasz:

(a) Erdsen konzisztens.

(b) Az Si= ﬁ > (X — X)? torzitatlan becslés.

ismeretlen paraméterre!
(a) P paraméterii geometriai eloszlas,
(b) (5. ) paraméteri Bz(P) binomialis eloszlas,
(c) (3. p) paraméteri negativ binomialis eloszlas,
(@) 6(2.N),
() Glen.2)
(f) 7 = (2. A) paraméterti Gamma eloszlas,
(@) M),
(h) N(0.0%),
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(i) N o),

(i) n szabadsagfokt Y~ eloszlas,

(k) 7 = (a.b) paraméterti Béta eloszlas,

() [—¢v. & intervallumon egyenletes eloszlas.

Tipp: 1. nevezetes eloszlasok, tovabba hasznaljuk a Neyman-Fisher faktorizaciot (1. ).

Vilasz:

@) PL X, +...+ X,
() pl. X1 +...+ X,
©) pl. X1 +...+ X,
(d) pl. Xy +...+ X,
) pl. Xi .- Xy,

® plXL+ ..+ X,
@ pl. X1 +...+ X,
(h) pl. Xi+ ..+ X3
(i) pl. X1 +... + X

() pl. X +...+ X,

(k) pl T X T, (= X))
() pl. max{—X7, X'}

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) ...

/\-| L

XE+...

XE+...

L1,

+ {I\- 2

Ty

+ {I\- 2

Ty

X, fiiggetlen, ? = (. P) paraméterti negativ binomialis eloszlasbol vett minta. A ¢

paraméterre elégséges statisztika-e a mintaatlag?

Tipp: L. diszkrét eloszlasok és Neyman-Fisher faktorizacio (1. ).

Valasz: Nem, itt két paraméterre kell elégséges statisztikat adni!

Tipp: Elemi logika.

Valasz: Nyilvan nem, hiszen benne van a paraméter.

valtozok.

X, fiiggetlen, A paraméteri Poisson eloszlasti valdsziniiségi

(a) lgaz-e, hogy X statisztika a \ paraméterre!

(b) Adjunk a X paraméterre a fentit6l kiilonbozé elégséges statisztikat!

Tipp:

(@) 1. diszkrét eloszlasok és Neyman-Fisher faktorizacio

(b) L. statisztika tulajdonsagait.

Valasz:
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(@) lgaz.

(b) Pl a teljes minta, a rendezett minta, a mintadsszeg és annak invertilhato fiiggvényei (utobbiak a
minimalis megoldasok).

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi.... .- X\ paraméterii exponencialis eloszlasbol vett fiiggetlen minta.
(a) lgaz-e, hogy i X elégséges statisztika a A\ paraméterre?
(b) Adjunk a X paraméterre mas elégséges statisztikakat!
Tipp:

(a) Irjuk fel a likelihood fiiggvényt azaz az X1..-..- X egyiittes stirliségfiiggvényét (1. abszolut folytonos
eloszlasok)

(b) L. el6z6 feladat.
Valasz:
(@) lgaz.

(b) Pl a teljes minta, a rendezett minta, a mintadtlag, a mintadsszeg invertalhato fiiggvényei (utobbiak a
minimalis megoldasok).

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi.....- X, fiiggetlen, P paraméter(i geometriai eloszlast minta.
(a) Adjuk meg a # paraméter ¥ maximum likelihood becslését!
(b) Alkalmasan transzformalva tegyiik ¥ -t torzitatlan becsléssé!
Tipp:

(a) Kozvetlen szamolas.

(b) Keressik meg a ben a negativ binomialis eloszlast, és okoskodjunk az E(1/X) kiszamitasihoz hasonlé
modon, ugyanis a negativ binomialis eloszlas éppolyan altalanositasa a geometriai eloszlasnak, mint a gamma
eloszlas az exponencialis eloszlasnak.

Valasz:
(@) 7 ahol 2 = X, + ...+ X,
(b) 7

Vegyiik észre, hogy ez a képlet n = 1-re nincs értelmezve!

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi.....- X fliggetlen, a [0 = 5.9+ lintervallumon egyenletes eloszlasu minta.
(a) X torzitatlan becslése-e #-nak? Ha nem, készitsiink segitségével torzitatlan becslést!
(b) X1 = 5 torzitatlan becslése-e f-nak? Ha nem, készitsiink segitségével torzitatlan becslést!
(c) Igazoljuk, hogy X erdsen és Xi—3 gyengén konzisztens becslései #-nak!
Tipp:
(a) A mintaatlag torzitatlan becslése a varhato értéknek.

(b) Szamitsuk ki az Xo—3 valosziniiségi valtozo varhato értékjét (1. a -rol szolo paragrafust).
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BY, — 02 Y (Y, — oYaz Y2 = Xo — 3 becslések gyenge konzisztencidjanak igazolasahy, szamitsuk Ki

€s négyzetes rizikokat és alkalmalizuk Csebisev-egyenldtlenséget. Az becslés a nag)
szamok erds torvénye miatt erésen konzisztens, mig az  négyzetes rizikdja kisebb nagysagrendl, mint az
becslésé. ( A sziikséges informaciokat keressiik meg a ben és a -6l sz616 paragrafusban).

Vilasz:
(@) Ilgen.
(b) Nem, de az Y= + 1/(1 + L) mar torzitatlan.
(c) Az X erds konzisztencidja az Utmutatas alapjan nyilvanvalé, mig az Xo— L‘ gyenge konzisztenciaja

nyilvanvalé az Utmutatd alapjan (az erés konzisztencia is igaz, de az (egyszeril) bizonyitas eszkdze nem
szerepel a Tananyagban).

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi...... X,, fiiggetlen, a [0 7] intervallumon egyenletes eloszlast minta.
(a) Adjunk maximum likelihood becslést #-ra!
(o) lgazoljuk, hogy 2.X torzitatlan becslés &-ral

(c) Mivel a?/2-re szimmetrikus az eloszlasunk, a median egybeesik a varhato értékkel. Tegyiik fel, hogy
n paratlan, és készitsilink a tapasztalati median segitségébel torzitatlan becslést i-ral

(d) X torzitatlan becslése-e #-nak? Ha nem, készitsiink segitségével torzitatlan becslést!
(e) X1 torzitatlan becslése-e #-nak? Ha nem, készitsiink segitségével torzitatlan becslést!
(f) X torzitatlan becslése-e #-nak? Ha nem, készitsiink segitségével torzitatlan becslést!
(9) A fenti becslések koziil melyik konzisztens?

(h) Szamitsuk ki és hasonlitsuk Ossze a fenti torzitatlan becslések szoérasnégyzetét! Melyik a
leghatasosabb?

(i) Teljesiil-e az fn(?) = nl1(#) sszefiiggés? Teljesiil-e minden esetben a Cramér-Rao egyenlétlenség?

(i) lgazoljuk, hogy -X. elégséges statisztika @ -ra. Segitségével blackwellizaljuk a fenti torzitatlan
becsléseket!

Tipp:
(a) Vigyazzunk, a linelihood-fiiggvény nem mindeniitt derivalhato!

(b) A mintaatlag mindig torzitatlan becslése a varhat6 értéknek, ami itt /2,

(c) Legyen n = 2k + 1, mivel két egymast kovetd rendezett minta kiilonbségének varhato értéke f}u
(d) Nyilvanvalo.

(e) E(XT) =0/(n+1),

(f) E(X3)0n/(n+1)

(9) Vizsgaljuk meg a szorasnégyzetiiket!

(h) & = 1esetén ismert mindegyik, hasznaljuk ki!

A — a2 _ 1
(i) A2 szérasnégyzete s, 11(9) = 7z,

. < s . A .. . e, FIXE ) = |
(i) A rendezett mintakon alapuld becslésekre alkalmazzuk a kovetkezé heurisztikat: E(X{la3) 11T

Ami a 2X -ot illeti, hasonlé heurisztika alapjan: tetszéleges n-re ©*(-Xn [X5) = S5 X0+ fracln X3
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Vilasz:
(a) X
(b) 2X
(c) atapasztalati median kétszerese (jelolje ezt E'iu.:) i torzitatlan becslése.
(d) ¢ =2X,
(€) fa = Xi(n+1)
(f) s = X} (n+1)/n,
(@) %

(h) Oy a leghatasosabb, de a th,5 szorasnégyzetének is ugyanekkora a nagysagrendje [~ 2;"“2], elég nagy n-re
ez is meghaladja az */1(#) = 77 informaciés hatart.

(i) A Cramér-Rao egyenlétlenség n nagy értékeire csak a 2. X és a f1-re nem teljesiil.

(i) Az X. statisztika elégségessége kovetkezik a Neyman-Fisher szorzat-tételbdl, figyelembevéve, hogy a
— 1 1 . .
likelihood fiiggvény alakja Ly(x) = 7 - Lozzs<o)- Valamennyi blackwellizalt: %

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi.....- X,, fiiggetlen, a | 0. ] intervallumon egyenletes eloszlast minta.
(a) Adjunk @-ra torzitatlan becslést m segitségével!
(b) Konzisztens-e a fenti becslés?
Tipp:

(@) Alkalmazzuk a kovetkezd heurisztikus meggondolast: az Xi.....- X, fiiggetlen, a [~ ! intervallumon
egyenletes eloszlast mintat ugy is kisorsolhatjuk, hogy a [0 @] intervallumon kisorsolunk az Y1 - - - - Y, fiiggetlen
mintat, valamint egy télik és egymastol is fiiggetlen P = 1/2 paraméterti =1 - -- £y Bernoulli-mintat. Legyen
Xi(22 = 1)Y% minden k-ra. Ilymodon a feladatot visszavezettiik az eléz6 feladat (f) pontjara.

(b) Az el6zbek alapjan nyilvanvald.

Valasz:

(a) 6 =2[X|
(b) Igen.

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyenek X1. Xz X5 rendre N(u. 1. N (. 4). N(p.1/4) eloszlasa  fiiggetlen
mintaelemek.

(@) Milyen a. b.c értékekre lesz X1 + bXz + cXy torzitatlan becslése #-nek?
(b) Milyen a. b. ¢ valasztassal kapjuk meg a leghatasosabb becslést a torzitatlanok koziil?
Tipp: A becslés akkor lesz torzitatlan, ha @ + b + ¢ = 1. Az optimalis becslést akkor kapjuk meg, ha aza. b. ¢

sulyok forditottan aranyosak a valosziniiségi valtozok szorasnégyzeteivel (pl. Lagrange multiplikator modszerrel
igazolhato).

— A6 p 1 . _ 256

Vilasz: 7 = il = ¢ =
(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Tekintsik az Xi.....- X fuggetlen, ¢ paraméterli Bernoulli eloszlast mintat és
szamitsuk ki a Fisher-informdaciojat! Tekintsiik az Y1..-.. Y. fiiggetlen mintat is, amely hattérvaltozdja @
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s

vessiik 0ssze az el6bb meghatarozott informéacioval!

Tipp: Jeloljikk Polr)-szel annak a valoszintiséggét, hogy X = . Itt = 0.2 =1 jlletve v = -1, 0 =1,
Alkalmazzuk paragrafusban szerepld definiciot:

{%Pﬂ(”)}z (ﬁ!‘u(”)z

1(0) =

poll) PU(]-)
illetve
1(6) = (%I‘U(_.sz {%PHUJ)E
pa(—1) poll)
Vilasz: Mindkét esteben 5(0) = ﬁ
(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi.....- X, fliggetlen, P paraméteri Bernoulli eloszlasti minta.

(a) Adjunk maximum likelihood becslést p-re!

(b) Szamitsuk ki D3{X ot is! Mit mondhatunk a Cramér- Rao-egyenlétlenség alapjan?

(c) Szeretnénk P-re torzitatlan becslést adni. Mekkora legyen n, ha azt szeretnénk, hogy becslésiink
szorasa ne haladja meg 0,03-at ©? barmely értéke esetén sem?

Tipp:

srer

(b) Kozvetlen szamolas, az informacios hatart illetéen lasd az el6z6 feladatot!

(€) Legyen ez a becslés a (= X). Az eléz6 pontban mar kiszamitottuk Pn(-¥)

max p(l—)p ¢

O=p=]

-ot Keressiik meg a

Valasz:
@ »=(X)

2y . pil—pl . .
(b) DY) = 55 A becslés hatdsos, a Cramér-Rao egyenl6tlenségben itt egyenldség all.

J— _ (2 !
() A D2(X) maximuma 7 Ennek alapjan ' (”-“[") ’
(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen X1.....- X fiiggetlen, A paraméterti exponencidlis eloszlasu minta.
(d) Adjunk maximum likelihood becslést A-ra, majd ennek alapjan szerkeszziink torzitatlan becslést A-ra.

s

(c) 1/X nem torzitatlan becslése a A paraméternek. Készitsiink segitségével 7l torzitatlan becslést és
szamoljuk ki I szorasnégyzetét!

(d) Az X elégséges statisztika segitségével blackwellizaljuk a fenti torzitatlan becslést! (Ismert, hogy az
igy kapott becslés hatasos becslése A-nak. Ellentmond-e ez a Cramér- Rao egyenl6tlenségnek?)

Tipp:
() Alkalmazzuk a definiciot (1. és).

(b) Alkalmazzuk a megfelelé formulajat.
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(c) 1/X nem torzitatlan becslése a A paraméternek.

(d) A szamolashoz hasznaljuk a Gamma eloszlast (1. ), ennek alapjan 7 az 1/X statisztika alkalmas
konstanszorosa lesz.

(e) Az X Lasd az el8bbi észrevételt.
Vilasz:

(@) 1/X,(n—1)/(nX),

(b) 1[N =3z

. _ D o )‘2 2
( 1=, P00 = e

(d) Az 7 becslés blackwellizaltja 5Gnmaga.

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiig) Legyen Xi.. ... - Y., fiiggetlen, (2. A) paraméterti Gamma eloszlasti minta.
(&) Adjunk maximum likelihood becslést A-ra!
(b) Adjunk becslést A-ra a momentumok modszerével!

(c) Torzitatlan becslése-e X1 statisztika a 1/ A-nak? Ha nem, készitsiink segitségével torzitatlan becslést!

(d) Torzitatlan becslése-e 1/ X1 statisztika a X\ paraméternck? Ha nem, készitsiink segitségével torzitatlan
becslést!

e) Torzitatlan becslése-e 15;-‘( statisztika a .\ paraméternek? Ha nem, készitsiink segitségével torzitatlan
p gIscg
becslést!

(f) lgazoljuk, hogy Y X elégséges statisztika a A paraméterre! Segitségével blackwellizaljuk a fenti
torzitatlan becsléseket!

Tipp:
Valasz:

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen X1+ .- X, ~ N ])ﬁiggetlen minta.

(a) lgazoljuk, hogy X1 torzitatlan, de nem konzisztens becslése #-nek! Mit mondhatunk a Cramér- Rao-
egyenl6tlenség alapjan?

A

becslése #-nek!

(c) Torzitatlan becslése-e #° -nek X1 X2? Mennyi a szérasnégyzete? Mondhatunk-e valamit a
Cramér- Rao-egyenlétlenség alapjan?

(d) Torzitatlan becslése-e #*-nek X2 Ha nem, tegyiik azza, és szamitsuk ki a szorasnégyzetét!
Tipp:

Valasz:

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen X1.-- .- X, ~ N(0.9) (9 = o2 fiiggetlen minta.

(@) Adjuk maximum likelihood becslést i#-ra!

o |

(b) lgazoljuk, hogy °1 = & i1 X7 hatasos becslése o-nek!

(c) Igazoljuk, hogy a korrigalt empirikus szorasnégyzet nem hatésos becslése a o2 paraméternek!
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Tipp:
(@) Alkalmazzuk a definiciot (1.)

s

(b) Szamitsuk ki a minta 1/-ra vonatkozé Fisher-informaciojat (1. ). és a 1/ M-L becslés szérasnégyzetét
(c) Ko6zvetlen szamolas.
Valasz:

1 1 -
(a) ST = n i—1 A-"

(b) () = 5=, () = 207,

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiy) Legyen X1.....- X, fiiggetlen, \ paraméter(i Poisson eloszlast minta.

(8) Vegyiik A maximum likelihood becslését! Minden realizacido mellett 1étezik-e maximum likelihood
becslés?

(b) Igazoljuk, hogy a maximum likelihood modszerrel kapott becslés torzitatlan és szamitsuk ki a
szorasnégyzetét! Mit mondhatunk a Cramér- Rao-egyenldtlenség alapjan?

(c) lgazoljuk, hogy X| is torzitatlan becslése A -nak! Az X elégséges statisztika segitségével
blackwellizaljuk az X1 becslést!

(d) Torzitatlan becslése-e A-nak az empirikus szorasnégyzet? Ha nem, tegyiik azza! Hatasos becslést
kapunk-e igy?

(e) A fenti becslések koziil melyik konzisztens?
Tipp:
(a) Kozvetlen szamolas.

(b) Kozvetlen szamolas; szamitsuk ki a minta /n () Fisher-informaciojat.

(c) Kozvetlen szamolas. Alkalmazzuk tulajdonségait, és vegyiik észre, hogy az Xi..-..- X mintaelemek
szerepe szimmetrikus!

(d) Vegyiik észre, hogy empirikus szordsnégyzet mindig torzitatlan becslése a szorasnégyzetnek.
Alkalmazzuk paragrafusban a széranégyzet becslésére megfogalmazott allitast!

(e) Alkalmazzuk az el6z6 részfeladatok eredményeit!
Vilasz:
(@) lgen.
(b) Az informacios hatar eléretik, tehat a M-L becslés hatasos.
(c) A mintaatlag (azaz a M-L becslés) lesz a blackwellizalt.

(d) Igen. A becslés nem lesz hatésos, bar ennek ellenérzése az Utmutatas alapjan hosszadalmas, a céfolathoz
elegendd A egyetlen értékére elvégezni a szamolast.

(e) (c) kivételével mindegyik.
(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen X1, .- X, ~ Bin(5. p),

(8) Vizsgaljuk meg a maximum likelihood és a momentumok modszerével kapott becslések
torzitatlansagat és hatasossagat!

s
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Tipp:

Valasz:

modszerével!
Tipp:
Valasz:

paP

Jr-'l.;u(.i') = W

0 lanlomben

ha @ > a.

stiriiségfiiggvényii Pareto-eloszlast, ahol @. p = U paraméterek. Adjunk maximum likelihood becslést # = (. p)-
re! Tegyiik fel, hogy P = 2. Adjunk becslést #-ra a momentumok modszerével!

Tipp:
Valasz:
mintat! A (#- @) paraméterti Cauchy eloszlas siiriiségfiiggvénye:

[

Il = e e =y

(a) Adjunk maximum likelihood becslést f-re az 1. 7z realizacio segitségével!

(b) Tudunk-e becslést adni momentumok mddszerével? Hasznaljuk ki, hogy 1-nél kisebb momentumok is
1éteznek!

Tipp: Tegyiik fel, hogy a két mintalem 1 és Tz, ekkor a likelihood fliggvény konstans szorzotol eltekintve
_ 1
(L (= 0)2) (1 (22— 0)2)

Ly, r2)

Alg(ryaa) . . 3 _ s
T =0 egyenlet #-ban harmadfokt, de szimmetria meggondolasokbdl kovetkezik, hogy a =4
o ]
megoldas. Osszuk el az egyenletet 0 — =5 -vel, igy mar egy masodfoku egyenletet kapunk.

Valasz: A 3 megoldas:

Ty taa

2
ey faa by (m e —d
2
o1 frr—q/ (21 —22) ¥4
2

Ul_z_x =

Lathaté, hogy %2 és (o1 — 2| 2 4 estén valosak. Tovabb analizalva a megoldasokat kideriil az a meglepd tény,
hogy a ezek valdés megoldasok a maximumbhelyei a likelihood fiiggvénynek, igy éppen a tavoli mintaclemek
esetén nem egyértelmii a megoldas, és a megoldasok egymastol tavoliak; |1 — 72| > 2 egetén a mintaatlag
lokalis minimum!

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi... ... X fiiggetlen, o b] intervallumon egyenletes eloszlasu minta.
(2) Adjunk becslést (7 P)l-re a momentumok modszerével!

(b) Adjunk maximum likelihood becslést (% b)-re!

Tipp:
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Valasz:

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi.---.- X, ~ N(p.o?) fiiggetlen minta. Tudunk-e adni 1—=«¢
megbizhatdsagi szintii konfidencia intervallumot «-ra

X-op
(a) T/,

3
T |

(b) == ("’T:-'f =5 i (X — F"-)z) segitségével?
Tipp:
(a) Vizsgaljuk meg milyen statisztika alapjan kellene konfidencia intervallumot adni!
(b) Vizsgaljuk meg milyen statisztika alapjan kellene konfidencia intervallumot adni!

Valasz:

T—‘l
(&) Nem, mert a «/+/= statisztika standard normalis eloszlasu, ebbdl egyik paraméterre sem vonhatunk le
kovetkeztetést.

(b) Nem, mert a = statisztika x*(r2) eloszlasu, ebbdl egyik paraméterre sem vonhatunk le kovetkeztetést.

¢lhossza kozelitbleg normalis eloszlast. Megmérjiik 16 cukor ¢élhosszusagat. Az adatok atlaga 10,06 mm,
tapasztalati szorasa 0,46 mm. Adjunk 95% megbizhatdsagi szintli konfidencia intervallumot e (azaz egy
,,atlagos" kockacukor térfogatara)!

Tipp: Alkalmazzuk a paragrafus példajat standard normalis eloszlas helyett a £(15) Student eloszlassal a kocka
élhosszara, majd hasznaljuk fel azt a tényt, hogy az = fiiggvény monoton.

Vilasz: Tablazatbol ismert, hogy ha X ~{(15) —akkor F(X =>2,12) =0.975 jgy a kocka élére a
10.06+£2,12-0,46/4 intevallum 95 megbizhatésagi szintii konfidencia intervallum. A térfogatra a
(045, 8Tmim?®, 1003, 94mm®| nem szimmetrikus konfidencia intervallumot kapjuk.

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyenek Xi..--.- X~ .-N-"(;l *’sz_és Yieooo, Yiu ~ N(p2. 0% fiiggetlen
mintak. Adjunk 1 — = szinti konfidencia intervallumot 1 — Hz-re X — ¥ segitségével ((7t: 7. @ ) ismert!)
Tipp: varhaté éetékli valosziniiségi valtozo hatarozzuk meg & ; szorasnegyzetét, majd alkalmazzuk
paragrafusban kidolgozott példat # = {1 — Hz-re .

2ot o

Valasz: 7= = 7% T W
A konfidencia intervallum:

— — o D1 —2/2)
X-Y+ !
v

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiign) Legyenek Xi.---.- Xo ~ Npof) ¢s Yieeoo, Yo ~ N (pa2. 03) fiiggetlen
mintdk. Adjunk 1 — = szint{i konfidencia intervallumot 71 [oa-rel

Tipp: Tekintsiik az

Xy —my®
n= .,+
n
., vy 'T—s{‘:-r;wf"(w.-r:r] R F(n, m) . e, ,
statisztikat, vegyik észre, hogy i . Jeloljon & egy 1'(r.m) eloszlasu valdsziniiségi valtozot;
¥ ¥ [ 1 — o~ [ L — o~
keressiik meg azt az I'l (F2) értéket amelyre a /(€ < 1) = £/2(P(£ > Fy) = £/2)
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Ple < )= Cf’i (P(‘E =15) = Cf"’i)

Valasz: A () argumentumat alkalmas atrendezése a

2 2
P(n/Fy < % —2/2 és % <y/Fy=1—g/2
egyenldségre vezet.
(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi. ... .- X fliggetlen, a (0. 9] intervallumon egyenletes eloszlasbol

vett minta. Adjunk 1 — = megbizhatdsagi szintii konfidencia intervallumot &-ra
@ X+ X,
(b) X5 segitségével!
Tipp:
(a) Nyilvanvalo, hogy a minta toredékével (X1 + Xz) tilsdgosan tag konfidencia intervallumot kapunk.

(b) Alsé hatarnak az maga az -X. megfelel, hiszen ¢ nem lehet ennél kisebb. A Oy fels6 hatar
meghatdrozaséhoz vegyiink egy 0 < & < @ szamot és vizsgaljuk a I’(8 < XJ < 0) = P00 < X[ +d) =1—¢
. gy T .
valosziniiséget. A jobb oldal valészinlisége 1=(5%) , ami egyenld 1 — =-nal. Ebbdl A -ra kapunk egy
egyenletet. Oldjuk meg és rendezziik at a kozépsé valdszinliség argumentumat.

Valasz:

(a) Az X1 + X:eset irrelevans.

S
feH

(b) A javasolt szamitasokat eredménye: e = X7

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi.....- X fiiggetlen, A paraméterii Poisson eloszlisti minta.
Adjunk A-ra 1 — £ megbizhatosagi szintii konfidencia intervallumot a centralis hatareloszlas-tétellel!

Tipp: Lasd a pargrafusban az Nip.o5)re kidolgozott példat. Itt ™ § = A ezért, ha X =£ - alakban keressiik a
konfidencia intervallumot.

— _ 2 _ Bblil—s 2y
Valasz: - = X — ¥ lesz, ahol v az (L—v) N masodfokt egyenletnek az a megoldasa amelyre 7=
1/y/n nagysagrenddl.

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi.....- X fiiggetlen, A paraméterli exponencialis eloszlasu
minta. Adjunk A-ra 1 — = megbizhatdsagi szintii konfidencia intervallumot

(@) PRHED ¢ segitségével!
(b) a Csebisev-egyenlétlenség felhasznalasaval!

(c) a centralis hatareloszlas-tétellel!
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. o p— 1 . L . = b .
Tipp: Mindharorl /retben a #* = % paraméterre (varhel /b < A < | /aessziink egy @ < /== ¥ intervallumot, majd
felhasznalva az fiiggvény monoton voltit az intervallum lesz a keresett konfidencia
intervallum.

(a))\z Xi~T(n. 1)

(b) A Csebisev-egyenl6tlenséget az X—p valdszinliségi valtozora irjuk fel:

1

3°

P(|X — p| =aD(X)) <

i
ahol P(X) = vma=1/\E
(c) A centralis hatareloszlastétel alkalmazasanal hasonlé modon jarunk el: keressiik azt az a értéket, amelyre
P(|X—p|=>a)<e
(X —p

Legyen @- a standard normalis eloszlas 1 — £/2 kvantilise. Mivel elég nagy mintaelemszamra a DPiX]  véletlen
valtoz6 jo kozelitéssel standard normalis eloszlasu es D(X) = p,

Valasz:

@

(b)

c_BVE o mVEY -
]P‘(}\ \m -..IH -..,_,\+ \/_) S [:J.j
277?

A -ra szerkesztett intervallumhoz ennek az intervallum végpontjainak reciprokait vessziik. (Tanulsagos
kiszdmolni a keresett [41: b intervallumot n és = konkrét értékeire; legyen példaul n = 100 és € = 0. 05, Ekkor
a =447, D(X)=0.1X¢gq (2.11) egyenlétlenség-ben a jobb oldalon all6 esemény a kovetkezo alakot Slti:

X —0.44Tp < p < X + 0,447
A sziikséges miiveleteket elvégezve, #-re a kovetkezd konfidencia intervallumot kapjuk:
0,68X < p< 1.82X.

)
(©

P VX = p)| 0 vr—a. 1 \/H‘i'_ﬂ‘:— ~
) \.’/_Jz\ i VvnX )

It
(Az (a) ponthoz hasonldan legyen n = 100 és £ = 0.05, Ekkor a- =1.96, Az (a) pont gondolatmenetével
analog modon adodik:

X — 0,196 < p < X + 0,196
A H paraméterre a kdvetkez6 konfidencia intervallumot kapjuk:
0.836X < pu< 1,244X.

Vegyiik észre, hogy ugyanarra a mintaclemszamra és megbizhatosigi szintre a Csebisev-egyenldtlenség
felhasznalasdval 1.14X méretli, a centralis hatareloszlastétel alkalmazasaval U.408X méretti, konfidencia
intervallumot szerkesztettiink. Természetesen az utobbi csak kozelitéleg pontos eredmény. A hiba becslése
lehetséges, de meghaladja a Tananyag Kereteit. )

54
XMLmind XSL-FO Converter



El6ismeretek 2.: statisztikai alapok

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiigeiiiiiiiiii) Végezzii L el n -szer egy kisérletet, legyen az A p=P(A)

bek;;, —"(zés¢; — 100nma . Szerkessziink ra megbizhatdsagi szintli konfidencia intervallumot
-ra és esetén is!
Tipp:
Valasz:
(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen X1.....- X, fiiggetlen, a (7 —1/2. 0+ 1/2) jntervallumon

cgyenletes eloszlasi minta. Adjunk 1 —z megbizhatosagi szintli konfidencia intervallumot & -ra
I'(X) = (X7 + X7 /2 segitségével!
Tipp:

Valasz:

Szerkessziink 1 — = megbizhatosagi szintii konfidencia intervallumot a # paraméterre X segitségével!

Tipp: Vegyiik észre, hogy #’— éppen annak a valdsziniisége, hogy az X mintaelem nagyobb, mint .

Feltessziik, hogy olyan [ 9¢] konfidenciaintervallumot kivanunk szerkeszteni, amely az alabbi értelemben
szimmetrikus:

Ehhez oldjuk meg az
exp(fl, —ax) =c/2 és exp(fy — o) =1 —2/2
egyenleteket.

Vialasz: o = loge —log2, 0y =log(l —g/2) = 1—2/2

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen Xi.-...- X. fiiggetlen, A paraméterii exponencialis eloszlast
minta.

(@) Konstrualjunk = terjedelmii probat o @ A = Ag versus /11 : A = Ay <2 Ay hipotézisek ellendrzésére X1
segitségével!

(b) Konstrualjunk = terjedelmi probat ugyanezen hipozézisekre X alapjan !
(c) A fenti probak kozil melyik konzisztens?
Tipp:

(@) Vegyilk észre, hogy X1 closzlasfiiggvénye 1 — ¢ A kritikus tartomany -Xi > €(n) alakG. A
konzisztencia ellendrzéséhez a F'a (XT < c(n]) valosziniiség ("t —* °C) hatarértékét kell megvizsgalni.

(b) A 2od=1"XG(n. \) eloszlasu, ennek alapjan is szerkeszthetiink probat de n nagy értékeire egyszeriibb

- 1
a centralis hatareloszlestételt alkalmazni Yn = X -re, figyelembevéve, hogy E(Y.) = 3 ¢ D(Y..) = A A

kritikus tartomanyt most is Yn = c{n) alakban keressiik. A konzisztencia ellenérzése is hasonlé modon torténik.
(c) Az (a) és (b) pontokban megadtuk a modszert.

Valasz:

— log =

@ APL(X] <e(n)) = ™00 = 2 govenetbsl adodik a “1™) = T3 A konzisztencia ellendrzéséhez a
Py =Py, (X] > c(n)) = 1 — (—nAc(n)) valoszintiséget kell meghatarozni; helyettesitsiik be cn) értekét P,

cres

P, =1 (1 }")
= 1l —exp| loge— |.
' ! o
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Tehat 1 nem fiigg n-t6l.

1
(b) A centralis hatareloszlas tétel szerint elég nagy n-re (n = 20) (Y — 5502 Vi standard normalis
(n) = 5 + o1 —

eloszlast. Tehat * Vo E), ahol 2(*) a standard normalis eloszlasfiiggvény.

(c) Az (a) esetben mar igazoltuk, hogy a masodfaju hiba fliggetlen n-t6l, tehat a proba nem konzisztens. A

1
(b) esetben a centralis hatareloszlas tételt a A < Ay paraméterrel alklamazzuk. Ekkor az (Yn — v
valoszinliségi valtozo lesz standard normalis eloszlasu. Mivel L/A = /A ¢s 1/ tart nulldhoz belathato,
hogy ha n — ~c akkor Fx, (Y. < ¢(n)) nullahoz tart, tehat a proba konzisztens.

n = 25 elemi fiiggetlen Bernoulli-mintéat: 1. .. . .- Y. Konstrualjunk € = 0. 05 terjedelmii (randomizalt) probat
a Hy:0=10,=005 ¢ H :0=0 =01 valasztashoz! Hatarozzuk meg a masodfaju hibat is. A
B(25.0.05)  (Fa)ésa B(25,0.1)  (F1) binomialis eloszldsokrol az alabbi adatok ismertek:

Fh(2) = 0, 87:
I(3) = 0,9.66
n(3) = 0.003

1,(2) = 0, 87:
1,(3) = 0,9.66
Pi(3) = 0,003,

ahol Fu(3) ( Pi(3)) annak a valdsziniisége, hogy egy B(25.0.05) (B(25.0.1)) eloszlast valoszinfiségi
valtozo6 pontosan a 3 értéket veszi fel.

Tipp: Alkalmazzuk a -lemmat. Vegyiik észre, hogy az igy konstralt proba kritikus tartomanya & = ¢ alaku, ahol
x a mintaban levd selejtes termékek i szama. Lathatd, hogy olyan kritikus tartomany nincs, amely pontosan
0,05 terjedelemi probat adna, (_f'EJ (2) < 0,95, Fy(3) = 0, 95), ezért randomizalnunk kell. Keressiik meg azt a
# = () szamot, amelyre Fo(2) + 01,(3) = 0,95,

Déntésiink: ha = = 3 elvetjiik a null-hipotézist, ha .r = 3 akkorl — 4 valosziniiséggel vetjiik el a null-hipotézist.
A masodfaju hiba kiszamitasahoz hatarozzuk meg a B(25.0.1) binomialis eloszlas szerinti valdsziniiségét annak
az eseménynek, hogy a null-hipotézst elfogadju, azaz r < 2 plusz @ - 11(3),

Vilasz: A dontésben szerepld szorzé & = 0,828 a masodfaju hiba valoszintisége 0,725.

A Hy: p =05 versus H,: p =09 esetén a mekkora a terjedelme annak a véletlenitett probanak, amelynek
probafliggvénye

0
T(X) =4 05
1

EnliEn
I

Ll o R

Adjuk meg a masodfaji hiba valdsziniiségét is!

Tipp: Az el6z6 feladathoz hasonlé modon jarunk el, azzal a konnyebbséggel, hogy itt a probafiiggvény adott és
a hibavalosziniiségeket kell kiszamitani. (A geometriai

eloszlas megfeleld valoszintségeit 1. .)
Valasz: Terjedelem: 0,375.
Masodfaju hiba 0,046.

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen X1.....- X fiiggetlen, \ paraméter(i exponencilis eloszlast
minta. Konstrualjuk meg a o 1 A = Mg és Hy 1 A=Ay = Ay egyszerdi alternativahoz tartozo « terjedelmii probat
a Neyman-Pearson alaplemma segitségével!
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Tipp: Mivel-lethndban szerepld likelihood hand, = Apz Y'=2"7 1 X monoton fliggvénye (a monotonitas
iranya fiigg és  viszonyatol) a probafiiggvény esetben

nyYzz=er
vY) = { 1 Y=e

alaki lesz. Ha I ~ G(n. M) akkor a© = I~ '(2) lesz az alkalmas konstans.
Vilasz: Az Utmutatd alapjan - értéke konkrét n és Ao értékekre kiszamolhato, 1. abra.

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiip) oo X ~ N(0.07) fiiggetlen minta. Konstrudljuk meg a
Hy o =0yés | 1 7 =0 egyszeril alternativahoz tartozo = terjedelmii probat a Neyman-Pearson alaplemma
segitségével!

Tipp: Mivel -lemmaban szerepl$ likelihood hanyados az Y =321 X7 monoton fliggvénye (a monotonitas

iranya fiigg 7o és ™1 viszonyatol).

Vailasz: A probafiiggvény 1 = @n esetben

statisztikajat, ahol
(@) X ~ geom(p) s Hy o p=povs Hi i p # po,
(b) X ~ Poisson(A) gs Hy: A= Agys Hi 1 A # A,
(€) X~ erp(A) gs Hy s A= Agvs 1t A # Ag,
(d) X~ U{0,0) s Hy = 0 =ty ys 1, 10 # 0,

Tipp: Az (a), (b), (c) esetekben alkalmazzuk a A paragrafusban adott formulat. A szamlaloban a likelihood
fliggvénynek az az alakja szerepel, amelyben a paraméter az egyszerii null-hipotézishez tartozé érték; nevezében
pedig (ahol a szuprémum szerepel) a likelihood fliggvénynek az az alakja szerepel, amelyben a paraméter
helyett annak M-L becslése all. A (d) eset kiilon meggondolast igényel.

Valasz:

(@) Legyen Y = E_; I -Y_f, gsp=n/Y

jﬂ” “_ _ -U*]}'—n

M) =

(b) Legyen Y= ET I -Y_;', és A= ¥/n

(c) Legyen Y =2 Xi, és A=n/Y

A:l.lt,—n)d'

/\”(K] - }l:l.lt,—r.li‘.l'

(d) Ha X7 = @ elvetjiik a null-hipotézist, mert egy lehetetlen esemény kovetkezett be.

Ellenkez0 esetben An(X) = i
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iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen ;o0 =1n Nh"{": o #‘L figgetlen minta, mindkét
paraméter ismeretlen ( elegendden nagy). Legyen és . Konstrudljunk ezekhez 0,05
terjedelmi likelihood-hanyados probat!

. . 2 (X —X)2 5 ,
Tipp: Az egyszerliség kedvéért legyen ™ = . Ismeretes, hogy nSx~ (1 — 1] eloszlas.
A proébastatisztika:
log (Hn,.-'zf:—n.'ﬁ.-'z } r.l..-'E)

Valasz: Na itt a csalds: logaritmalas es 2-vel vald szorzés utin a probastatisztika: 11085 +n — nS

Felhasznélva a loz(l + ) = £ kozelitést és a centralis hatéreloszlas tételt, mely szerint v7(S — 1) ~ N(0.1),
nlog S = n(S — 1) Ugyanakkor a probastatisztika masodik tagja pontosan (1 — ).
(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) - Legyenek X1:.- .. X~ N o®) gs Vi Yon ~ N (. 0%)

fliggetlen mintak.

(@ Irjuk fel a Hy:o =0y ¢ Hi:o # 0o hipotézisekhez konstrualt likelihood-hanyados proba
statisztikajat!

(b) drjuk fel a oz pn =pa gs Hy:pn # fh2 hipotézisekhez konstrualt likelihood-hanyados proba
statisztikajat, ha o ismert!

(c) frjuk fel a Ha:pm=pz & Hit g # p2 hipotézisekhez konstrualt likelihood-hanyados proba
statisztikajat, ha o ismeretlen!
Tipp:
Vilasz:

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Logyen X1 .. Xn N-’t"'(ﬂ-ffzj_fug_getlen minta. Tekintsiik a
Hy: o =0y és Hy : @ > oy hipotéziseket, és azt a probat, amelyre X = {x 1 .S /o = ¢}

(S = w2 -

N j LI 4 4 r ’ 4
X)" az empirikus szorasnégyzet). Torzitatlan-e az adott proba?

Tipp: Keressiik meg a ben a * eloszlas striiségfiiggvényét, és alkalmazzuk az ¥ = 7 helyettesitést:
rrr.l,-"z—l r,:—.J',-"(E,-"a']

ylx) = m y = 0.

Vizsgaljuk meg, hogy a proba ereje hova tart, ha o — ¢ |

Valasz: Nem.

fogadja el a nullhipotézist, ha /o benne van az X segitségével i-re szerkesztett 1 — = szintii konfidencia-
intervallumban?

Tipp: irjuk fel az elfogadasi tartoméany és alakitsuk at!

Vilasz: lgaz.

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) - Legyen Xi.....- X, ~ N(p.0%) fiiggetlen minta, (7o ismert).
Legyen Hu:pe=pin ¢s 1y p # Mo Konstrualjunk ezekhez 0,05 terjedelmi likelihood-hanyados probat!
Vessiik 6ssze a kapott probat az w-probaval (két- és egyoldali valtozataval is)!

Tipp:

Valasz:
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a2
. L
m' = (p. ) és C = ( G[r]' 5 )

T3
Tegyiik fel, hogy a szorasok ismertek. Szerkessziink 1u © f21 = 12 versus 1 = 11 F fho hipotézisekre
(@) kétmintas u-probat!
(b) Alkalmazzunk 6nkontrollos vizsgalatot!
Tipp: Mindkét esetben az X — Y valésziniiségi valtozo . ; szorasnégyzetét kell meghatarozni.

Vilasz: A probastatisztika a standard normalis eloszlasa X — Y [0,

2 2
i |

2 _
(@) A kétmintas u-probanal 7= — w7 n

a2 a2 a3
(b) Az Snkontrollos vizsgalatnal 7= = & + 7

A két probafiiggvény azonos, mert 7 = 7t = 7Tig,

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) Legyen X1..- .. X, ~ N Uz)ﬁiggetlen minta. Tekintstik a
Hy: pr= o versus Mo i # o (a szorasnégyzet ismeretlen) t-proba statisztikajat:

X — Ho
HX) = =
Suivn

(a) lgazoljuk, hogy a likelihood-hanyados probahoz tartozo statisztika

(X=X \"
MlX) = | S
X) (Z; |(-Y.f_f’(lj")

alakq.

(b) lgazoljuk, hogy

1 n/2
A”(K) - T .
(J' + '”[_xl )

(c) Mutassuk meg, hogy ez azt jelenti, hogy a fenti likelihood-hanyados proba a t-proba kétoldali
valtozataval ekvivalens!

Tipp: A paragrafusban keressiik meg a likelihood-hanyados proba szerkesztésének modjat. Itt a paramétertér 2
dimenzios:

& ={(p.e”): peR, o =0},
a 0-hipotézis altal kijeldlt 1-dimenzids részsokasag pedig
B0 = {(p. %) : 0% > 0}

Az X =(X..... Xn) fiiggetlen, azonos eloszlasu minta alapjan felirjuk az

1 1 < .
f,“_qz (K) = m CXp (—F ;(Y; - Iif:] )

likelihood-fiiggvényt, majd vessziik ennek szuprémumat a & illetve a ©u halmazon:
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sup Ly, p2(X) = — —exp [ —- .IZ*' r',l:xi — A )_— — | =
(n.o?)e0 (2l ST (X — X)) 2(= 30 (X — X)?)

Il
e
]
=
:.“‘ =5
=
=
T
S
i
|
[ =]

1 > (Xi— o)
s L ) = e o (_o(i =) )
(pes)eEn l: E; Z?- I((\“‘; - .I”l]j_') <\n PR A o

2

( n )” -
= 7 - - [ .
2 Z,‘ |[:’\f _f“Esz

A fenti szamolasbol nyilvanvaldan adodik (a), és egyszer(i algebrai atalakitasokkal (b).

L}

Vilasz: Az Utmutatoban (a) és (b) megoldésa mér szerepel, a (c) abbol kovetkezik, hogy likelihood-hanyados
proba statisztika monoton fiiggvénye a kétoldali t-proba statisztikdjanak.

Igazoljuk, hogy a proba torzitatlan és konzisztens is! Hogyan valtozik a proba ereje, ha
(@) =
(b) O — 0y,
(¢) nné?

Tipp:

Vilasz:

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii)  Tekintsik az (X1 Y1), ... (X Y.) mintat és az T
Spearman-féle rangkorrelacios egytitthatot.

~_(a) lgazoljuk, hogy [7epl < 1gs egyenl8ség pontosan akkor teljesiil, ha minden ¢ # J parra %i = X az
¥: = Vi illetve ¥i 2 Y relaciot vonja maga utan ("= el8jelének megfeleléen).

(b) Igazoljuk, hogy ha a hattérvaltozok fiiggetlenek, akkor Elrsp) =0,
Tipp:
Valasz:

(iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii) - Legyen X1. Xz ... ~erp(A) fiiggetlen azonos eloszlasi
minta. Adjunk a ffo : A = Agvs. Iy : A = Ay egyszer(i alternativa eldontésére szekvencidlis eljarast (£1 elséfaju
és £2 masodfaji hibaval)! Adjuk meg a varhato6 1épésszamokat!

Tipp:

Valasz:

3. Tesztek

(i) Milyen eloszlasu a A paraméteri exponencialis eloszlasbol vett n elemil rendezett minta els6 eleme?
(@) exp(n.t)
(b) exp(*/™)
(c) Gamma(r: A)

(d) Béta(l.n)
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Valasz: (a)

(i) Tekintsiink egy V(1. @ “) vett mintat, legyen X a mintaatlag. Igaz-e, hogy X elégséges statisztika (¥11: @ ?)
paraméternek?

(a) igen, a Neyman-Fisher faktorizacié miatt

(b) igen, mivel torzitatlan becslése a varhato értéknek

(c) nem, mert két paraméterre nem lehet megadni elégséges statisztikat

(d) nem, mert a mintanak a mintaatlagra vett feltételes eloszlasa #-t6l fiiggetlen, de o=-t61 nem.
Valasz: (d)

(iii) Az alabbiak koziil melyik az exponencialis eloszlas varhato értékére elégséges statisztika?

(a) X;

(b) Xz ¥+ X[y

© Xi-..X,

@d X +...+X,
Valasz: (d)

(iiii) Tekintsiink egy n elemti N(m.0%) eloszlasbél vett mintat. Milyen becslése o2 -nek
’ -2
(>r XP—X)/n+1p

(a) Nem torzitatlan, de aszimptotikusan torzitatlan, ersen konzisztens.

(b) Nem torzitatlan, de aszimptotikusan torzitatlan, gyengén sem konzisztens.

(c) Torzitatlan, a Cramér-Rao egyenlétlenség alapjan hatasos, er6sen konzisztens.

(d) Torzitatlan, de a Cramér-Rao egyenl6tlenség alapjan nem hatasos, erésen konzisztens.
Vilasz: (3)

(2) Nem torzitatlan, de aszimptotikusan torzitatlan, erésen konzisztens.

(b) Nem torzitatlan, de aszimptotikusan torzitatlan, gyengén sem konzisztens.

(c) Torzitatlan, a Cramér-Rao egyenlétlenség alapjan hatasos, er6sen konzisztens.

(d) Torzitatlan, de a Cramér-Rao egyenl6tlenség alapjan nem hatasos, er6sen konzisztens.

Valasz: ()

becslés?
(a) Nem torzitatlan, de aszimptotikusan torzitatlan, er6sen konzisztens.
(b) Nem torzitatlan, de aszimptotikusan torzitatlan, gyengén sem konzisztens.
(c) Torzitatlan, hatasos, gyengén konzisztens.

(d) Torzitatlan, nem hatasos, gyengén konzisztens.
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Valasz: (a)

modszerével vett becslés?
(2) Nem torzitatlan, de aszimptotikusan torzitatlan, erésen konzisztens.
(b) Nem torzitatlan, de aszimptotikusan torzitatlan, gyengén sem konzisztens.
(c) Torzitatlan, hatasos, erésen konzisztens.
(d) Torzitatlan, nem hatasos, er6sen konzisztens.
Valasz: ()

(iiiiiiii) Mi a kapcsolat a normalis eloszlds varhaté értékére ismeretlen szoras esetén adott
konfidenciaintervallumnak és a t-proba kozott?

(a) A t-proba elfogadja a nullhipotézist, ha tesztelt érték a konfidenciaintervallumba esik.
(b) A t-préba elfogadja a nullhipotézist, ha X a konfidenciaintervallumba esik.
(c) A t-proba elutasitja a nullhipotézist, ha tesztelt érték a konfidenciaintervallumba esik.
(d) A t-préba elutasitja a nullhipotézist, ha X a konfidenciaintervallumba esik.

Valasz: (a)

(iiiiiiiii) Létezik-e az exponencialis eloszlds paraméterére vonatkozd, fo:A=2A; ¢és A=A
hipotéziseket teszteld = terjedelmil legerdsebb proba (s = () tetszéleges)?

(a) Nem, mert 1/X nem torzitatlan becslése A-nak.

(b) 1gen, a likelihood-hanyados proba ilyen.

(c) Igen, a Neyman-Pearson alaplemma alapjan.

(d) lgen, a Wald-féle szekvencialis eljaras ilyet ad.
Vilasz: (C)

@ 1—-¢

(b) 1/=

(©) Anlme) =1 — P(u. — (g — po) /(a0 /+/n))

(d) 1= Aulms) = P(u. — (g — po) /(a0 /+/n))
Valasz: (d)

(a) torzitatlan és konzisztens.

(b) nem torzitatlan de konzisztens.

(c) torzitatlan de nem konzisztens.

(d) nem torzitatlan és nem konzisztens.

Valasz: (3)

62
XMLmind XSL-FO Converter



El6ismeretek 2.: statisztikai alapok

(@) Igen.

(b) Csak normalis eloszlast kis minta esetén.

(c) Csak normalis eloszlas nagy minta esetén.

(d) Nem, mert az ismeretlen szoras feltétel, ismert szoras esetén csak az u probat alkalmazhatjuk.
Vilasz: (a)

(a) Mindig.

(b) Diszkrét hattérvaltozd esetén mindig, folytonos hattérvaltozé diszkretizilasa esetén csak nagy
mintaclemszam mellett.

(¢) Az illeszkedévizsgalatra vonatkozo ' probat mindig, a tobbit csak nagy mintaclemszam esetén.
(d) Csak nagy mintaclemszam esetén (mindegyiket, minden hattérvaltozo esetén).

Valasz: (a)
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3. fejezet - A tobbdimenziés normalis
eloszlas, Wishart eloszlas

1. EIméleti hattér

1.1. Tobbdimenzios normalis eloszlas

A P -dimenziés, nem-elfajult normalis eloszlast az P -dimenzids standard normalis eloszlas linearis
transzformaltjaként vezetjiik be.

3.1.1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az Y véletlen vektor P-dimenzids standard normalis eloszlast, ha
komponensei 1-dimenziés standard normdlis eloszldasuak és fiiggetlenek. Erre az Y ~ N,(0.1,) jelolest
hasznadljuk, utalva arra, hogy a P -dimenziés Y véletlen vektor vdirhaté érték vektora a 0 vektor,
kovarianciamatrixa pedig L (ezek az eloszlas paraméterei).

Az alabbi abra mutatja a standard normalis eloszlashoz, azaz N(0,1)-hez tartozé stiriiségfliggvényt.

L]

@) v stiriségfiiggvénye a fliggetlenség miatt a komponensek stirliségfiiggvényeinek szorzata, azaz

P ; ’
J. ] @y i l ERTEATEE
aly) = [J olw) = —m=pe 0902 = " IMIP2,
H R (22
ahol ¢ jeloli a standard normalis strtiségfiiggvényt (Gauss-gdrbét), az ¥ = (¥1: .- u)" vektor pedig az

egyiittes slirliségfiiggvény argumentuma.
Alkalmazzuk most a fenti Y-ra az
X=AY+m (1)

???linedris transzformaciot, ahol AP * p-s nem-szingularis matrix, m pedig P-dimenzids vektor. Konnyil latni,
hogy X varhato érték vektora m, kovarianciamatrixa pedig:
C=EX-m)(X-m)" =EAY)AY)" =

—E(AYYTAT) = AE(YYT)AT = ALAT = AAT,

ahol a vektorok oszlopvektorok, egy vektor varhaté értéke a komponensek varhatd értékeibdl allo vektor, egy
matrix varhat6 értéke pedig az elemeinek a varhat6 értékeibdl alld6 matrix.

-
3.1.1.2. Definicié. Az Y ~ Np(0. L) t5pbdimenziés standard normdlis eloszlasii véletlen vektor-bol a fenti
(invertalhato) linearis transzformacioval kapott X véletlen vektort nem-elfajult tobbdimenziés normalis

g
eloszlasunak nevezziik, és ennek kifejezésére roviden az X ~ Ny(m, C) formulat hasznaljuk.
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A pam-elfajult P-dimenzios noraalis eloszlast X véletlp x pktor eloszlasanak paraméterei telCit a P dimenzio,
;; = cfrhatd X ték \Xjtor és a  kovarianciamatrix. A¢ # 7)-s,cizimmetr X s, pozitiv definit  matrix elemei:

az és  DExnponensek kovariancidja A pedig szorasnégyzete (varianciaja). A
kovarianciamatrinxc — A AT jelolést fogjuk hasznalni. Ha -r6l kikotjiik, hogy négyzetes és neip-szingularis
matrix, akkor a kovarianciamatrix pozitiv definit. Meegyezziik, hogy szinguldris (matrixszal

végrehajtva 3.1 tpanszformaciot, szingularis, pozitiv szemidefinit -hez jutunk. llyen esetekben  rangja is
kisebb lesz, mint , ekkor elfajult tobbdimenzids normdlis eloszlasrdl beszéliink.

A tovabbiakban, hacsak kiilon nem mondjuk, akkor mindig a nem-elfajult esetre gondolunk.

3.1.1.3. Allitas. Ha a C madtrix invertdlhaté, akkor az X ~ No(m. C) véletlen vektor striiségfiiggvénye:
1

,—.l_,[x—rn]TC_l(x—m) P 1
—(ijpﬂlcluzt . x e RP (1)

flx) =

Megjegyezziik, hogy az elfajult tobbdimenziés normalis eloszlas alacsonyabb dimenzids stirtiségfiiggvénye
példaul gy kaphatd meg, hogy az (3.2) képletben C~! helyett C' -t irunk (azaz a szingularis C matrix
altalanositott inverzét, 1. ) [C| helyett pedig C pozitiv sajatértékeinek szorzatat.

3.1.1.4. Allitas. Az X ~ No(m. C) yérerlen vektor komponensei pontosan akkor teljesen fiiggetlenek, ha a C
kovarianciamatrix diagonalis.

Megjegyezziik, hogy 7 = 2 esetén Y stirliségfiiggvénye korszimmetrikus és maximumhelye az origdban van.

Az alabbi abrakon lathatd a kétdimenziés standard normalis eloszlas stirlisége ¢s egy, a segitségével konstrualt
olyan egyiittesen nem normalis eloszlas slirlisége, amely marginalisai standard normalisok.

2 dimenziods standard normalis
és nem 2 dimenzids normalis siirliség???

X = AY + m siirliségfiiggvényének a maximumhelye viszont m-ben van, nivohalmazai pedig ellipszisek,
melynek tengelyiranyait a nem-szingularis C kovarianciamatrix sajatvektorai jelolik ki, a tengelyek hossza
pedig a megfeleld sajatértékek négyzetgyokével aranyos.

2 dimenzi6s normalis normalis stirliség egy szintvonal tengelyeivel???

Ez a legegyszeriibben az (1.2)-beli stirliségfiiggvény exponensében 4ll6 kvadratikus alak
(x—m)"Clx—m) = (x—m)"UA'"UT(x —m) =2z"A "'z =

(1)

CH 3 o
1, z z3

= Z E = R —
i=1 Ai VAL Az

nemnegativ konstanssal tessziik egyenlové. (Gondoljuk meg, milyen értékhatarok kozt mozoghat e konstans
ahhoz, hogy valodi ellipsziseket kapjunk!) Az is lathato, hogy a nivohalmazok pontosan akkor kordk, hogy ha a
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sajatértekek egyenldek, ez viszont ekvivalens azzal, hogy a komponensek fiiggetlenek és azonos szordsuak. Ezt
mindjart altalanos P-re is belatjuk.

Egy X ~ Np(m. C) yal¢szintiségi valtozo stiriiségében 4ll6 kvadratikus alak hasonlé médon

Py " o

1 . o
(x— m)TC_l(x— m) =z Az = — = E =
i=1 /\‘; A9 )‘i—.

=1

alakva transzformalhato a %z = U’ (x — m) koordinatatranszformaciéval (ami egy eltolast, majd egy forgatast
jelent). Eredményképp egy olyan P-dimenzids ellipszoid egyenletét kapjuk, mely fétengelyeinek hossza a
sajatértekek gyokével ardnyos, iranyukat pedig a sajatvektorok jelolik ki. Az ellipszoid pontosan akkor lesz
gdémb, ha A1 = =+ = Ap = A ekkor a kovarianciamatrix

C = U(AL)U” = AL,

alakt, ami ekvivalens azzal, hogy a komponensek fiiggetlenek és azonos (v’i) szorastuak. Konnyt latni, hogy
amennyiben a komponensek fliggetlenek, de nem azonos szdrasuak, ellipszoidot kapunk, melynek
tengelyiranyai a koordinatatengelyekkel parhuzamosak. Minden mas esetben olyan ellipszoidok adodnak
nivofeliiletekként, melyek tengelyei (legalabbis egy résziik) elfordulnak (2-dimenzids esetben az elfordulas
sz0geébol kovetkeztethetiink a két komponens kozti korrelacido mértékére): az alabbi adbrakon a 0 varhato érték
vektoru,

1 0.6
0.6 2

kovarianciamatrixu 2-dimenzids normalis eloszlas stirliségfiiggvénye lathatok 3 dimenzids és sziirkearnyalatos
abrazolasban.

2 dimenzios normalis
stiriségek

A késObbiekben hasznalni fogjuk a kovetkezd tételt.

3.1.1.5. Tétel. Ha X ~ No(m. C) g5 4 C kovarianciamatrix pozitiv definit, akkor

(X —m)"C (X —m) ~ 3*(p).

Az érdekesség kedvéért megemlitjiik a normalis eloszlas egy Harald Cramértol szarmazo karakterizaciojat.

3.1.1.6. Tétel. Ha X és Y fiiggetlen valosziniiségi valtozok és X + Y normalis eloszlasu, akkor X és Y kiilon-
kiilén is normalis eloszlasuak.

A statisztikai vizsgalatokban eléforduld véletlen valtozok altalaban nem egylittesen normalis eloszlasuak, a
normalis eloszlasra kiszamolt statisztikai modszerek alkalmazasasa indokolhatd az alabbi Tétellel. Emellett a
skalar, s6t a diszkrét értékli valoszinliségi valtozok statisztikai vizsgalataban olyan gyakran alkalmazott
mobdszerek mint a \(z—préba jogossaganak indoklasaban is sziikségiink van a centralis hatareloszlas tétel
tobbdimenzios alakjara.

3.1.1.7. Tétel. Legyenek X.i.Xo. ... fiiggetlen, azonos eloszldsii P-dimenziés véletlen vektorok, melyek m

varhato érték vektora és C kovarianciamatrixa létezik (utobbi nem feltétleniil invertalhato). Legyen

Lig _°
S, =X, +-+X,, n=12.... Akkor a standardizdlt részletosszegek sorozata, azaz az \fﬁ(s” rm)

véletlen vektor sorozat eloszlasa konvergal az Nu(0.C) eloszldshoz, han — .
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Itt jegyezzikk meg, hogy n ndvelésével a tobbdimenzios normalis eloszlas y,C/=szinliségeinek numerikus
integralassal torténd kiszamitdsdnak a miiveletigiaye megengedett hiba esetén nagysagrendli, még abban
az esetben is, amikor egy -dimenzios téglatest kovarianciamatrixi normalis eloszlas szerinti valosziniiségét
akarjuk meghataroznicLéteznek az Hermite-polinomok szerinti sorfgjtésen alapulé modszerek, de ezek csak
akkor miikdgnek, ha kozel van az -dimenzids egységmatrixhoz ( ndvelésével a korrelacidknak csékkenni
1/23. Nagy értékre a Monte Carlo mddszert kell alkalmazni, ennek miiveletigenye a dimenziotol fiiggetleniil

3.1.1.8. Allitas. Az X ~ No(m. C) ygjerlen vektor komponensei pontosan akkor teljesen fiiggetlenek, ha a C
kovarianciamatrix diagonalis.

A késobbiekben hasznalni fogjuk a kdvetkezo tételt.
3.1.1.9. Tétel. Ha X ~ No(m. C) g5 4 C kovarianciamatrix pozitiv definit, akkor
(X —m)"C (X — m) ~ *(p).

A korrelacios matrixok gyakran képezik a statisztikai vizsgalatok alapjat, geometriai struktirajukat azonban
csak az elmult 20 évben kezdték feltérképezni. A 2 x 2-es korrelacios matrixok strukturdja a nyilvanvalo, a C
fotlatloban 1-ek allnak, igy egyetlen szabad paraméteriik van (—1 = p = 1),

A 3 x 3-as korrelacios matrixok struktirdja mmar eléggé dsszetett de még attekinthetd.

A kovetkzOkben els6sorban Grone ¢és tarssszerz6i [16] dolgozatara tdmaszkodunk. A C matrixot most
paraméterezziik a a kdvetkezOképpen:

Il = =z
C = v 1y
z y 1

Az (.1, 2)7 vektor nyilvan mindig (=1, 1] % [=1,1] x [-1.1] € B® kockan van, és ezek a vektorok konvex
halmazt alkotnak.

Most pontosan leirjuk ennek a konvex halmaznak a hatérat. Vegyiik észre, hogy a kocka 8 csucsabol 4 NEM
lehet a keresett konvex halmaz eleme; ezek: (—1. —1. —1)(—1. 1. 1)(1, —1. 1).{1, 1. 1),

Viszontaz (1. —=1. =1){—=1. 1. =1){=1, =L . 1){1, 1. 1) |ehetséges

paramétervektorok. Konvex burkuk egy tetraéder, melynek 6 élea kocka 6 lapjanak egy-egy atloja. A [16]
dolgozat (implicit médon) bebizonyitja, hogy a keresett hatar a ??? abrakon lathato ,,felfajt" tetraéder, aminek
hatarat a kocka lap-parjaval parhuzamos sikokban levé ellipszissereg alkotja. Innen az elliptop elnevezés. P1. A
vizszintes - (#.4) - sikokban levé ellipszisek a kocka alaplapjan [(1.—=1—=1).(=1.1.—1)] szakassza
fedélapjan a (=1, =11). (1, 1. 1)] szakassza fajulnak el, mig a z = 0 sikon egy, a tetraéder maradék 4 élét
metszé korbe mennek at. Az ellipszisek minden ¥ = «{—1 = ¢ = 1) sikban metszik a tetraéder maradék 4 ¢lét.
Ez a tulajdonsag még nem hatérozza meg az ellipsziseket; figyelembe kell venniink, hogy a lehetséges (- - z)
paraméterek halmazénak hatéran legfeljebb 2 rangh korreldciés matrix paraméterei lehetnek, ami a det |C[ =0
feltétellel ekvivalens. igy egy adott sikban fekvo ellipszisnek legalabb 5 kiilonbdz6 pontjat adhatjuk meg, ami
egyértelmilen meghatarozza az ellipszist. Igy késziiltek az abrak, animdcié és interaktiv animdcio.
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elliptop

1.2. Wishart eloszlas

A tobbdimenziés normalis eloszlas paramétereinek becsléséhez és a paraméterekre vonatkozd hipotézisek
vizsgalatahoz. Ehhez sziikségiink van a becslésekben fellépd tobbdimenzios statisztikak eloszlasanak
meghatarozasara.

3.1.2.1. Definicié. A P ¥ P-S W véletlen matrixot P-dimenzios, nszabadsagfoka, C kovariancidaju (centrdlis)
Wishart-matrixnak nevezziik, ha eléallithate W = XXT alakban, ahol a p *n -es X véletlen madtrix

oszlopvektorai fiiggetlenek és N(0.C)eloszlasiiat. Egy ilyen W véletlen matrix elemeinek egyiittes eloszlasat
p.1,C paraméterii (centralis) Wishart-eloszlasnak nevezziik, és a kivetkezéképpen jeléljiik: W ~ YWyln. ©),

W szimmetridja miatt valdjaban p(p+1)/2-dimenzios eloszlasrél van szo. Megjegyezziik, hogy a nem-

centralis Wishart-eloszlas definiciéja ugyanigy kezddédik, csak ott X oszlopvektorai fiiggetlen Ne(m, C)
eloszlasuak lesznek. Ilyenekkel mi nem foglalkozunk, és a tovabbiakban Wishart eloszlason mindig a centralisat
értjiik. Az X matrix oszlopvektorait X1, Xa.. ... X..-nel jelslve vegyiik észre, hogy W = 21 X XE L Az
ilyen eldallitast didddsszegnek hivjuk. Amennyiben az X1 Xa.. ... X vektorok fiiggetlen mintaclemek egy
N3(0.C) eloszlasa véletlen vektorra, az X" matrixot adatmdtrixnak is szoktik nevezni, amely tehat soronként
tartalmazza a megfigyeléseket. A YVo(72: 1) eloszlast standard Wishart-eloszldsnak nevezziik. Itt teht az

X X, X, vektorok P -dimenziés standard normdlis eloszldstiak. Ha specialisan 7 =1, akkor
N5 oy2 . o .
W=3,X k, ami definicid szerint X (1)-eloszlasu.

3.1.2.2. Tétel. Legyen a P * P-s C kovarianciamatrix pozitiv definit. W Wy (0, C) pontosan akkor teljesiil,
ha o IJIEWC_IJIE — Wp(n- I)

A fenti tétel azt fejezi ki, hogy egy Wishart-matrix standardizaltja standard Wishart-eloszlasu.

Wishart-matrixra példa az empirikus kovarianciamatrix konstansszorosa. Ezt fogalmazza meg pontosan a
kovetkez6 tétel.

3.1.2.3. Tétel. Legyen Xp. Xa.. ... X, fiiggetlen elemii minta egy No(m. C) eloszlasi véletlen vektorra,
tovabba legyen

1 T T
X=-)% X; é S=)Y (X:— X)X, —X)".
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Akkor

_ - 1
M X ~ Ny(m, ~C)

(2) S ~ Wy(n —1.C)

(3) X és S fiiggetlenek egymdstol.

3.1.2.4. Tétel. Legyenek Xi..... X, fiiggetlen azonos eloszlasii No(0.L) véttozek (p < n) , és
X=(Xp.... X, )p % n-es matrix. Akkor a W = XX standard Wishart-matrix siiriisége
t‘.WJ|W|”_2J_Ir’:_%Ir“r (J.)

alaki, ahol “np csak P-t6l és n-tdl fiiggd konstans.

A bizonyitasrdl (részleteket 1d. [5] 217-219. o.) csak annyit jegyziink meg, hogy az X véletlen matrix
stirtiségébél kell kindulni, ami nem mas, mint az Xi.. ... X, fiiggetlen azonos eloszlasti minta alapjan felirt
likelihood-fiiggvény:

1 [,—.l,lr'w

(Eﬂ'j np,2 . .

Ebbol W eleminek egyiittes eloszlasa mértéktranszformacioval hatarozhaté meg. Ecélbol matrixok linearis
transzformaltjainak Jacobi-determinansait kell meghataroznunk (itt |Alaz A matrix determinansénak abszolut
értéke):

(1) X = AY, ahol A tetszbleges I * P-s nemszingularis matrix, X a I * n-es minta. Kézvetlen szdmolassal
adodik a
HX

— | = |A".
Y &

(2) A mint (1)-ben, W a 7 * p Wishart matrix, W = AV A". Ekkor az in. Sverdrup-lemma [27] szerint

AP

{ T
av |
A Wishart-matrix volt az els6 véletlen matrix, amit a matematikusok intenziven tanulmanyoztak (1937 6ta).

Vegyiik észre, hogy a (3.4) formula szerint a Wishart matrix slirliségfiiggvénye a csak a sajatértékek osszegén és
szorzatan (determinans, trace) keresztiil fligg a a matrixelemektdl, de ez nem a Wishart-matrix spektrumanak az
eloszlasa. A Wishart matrix sajatértékeinek empirikus eloszlasara vonatkozik a Marcsenko-Pasztur tétel (1.
[222?]). Tegyiik fel, hogy mind - mind pedig P végtelenbe tart olymddon, hogyf? — ¢, ekkor

Lo fae v , .
;-*F {M2: 22 <z} — F(a), (1)

?7?

ahol A5 a W ~ Wi(n.1) matrix j-edik sajatérteke (monoton nemcsdkkend rendezés mellett) és

» 1l
Fx) = 5V (b—x)lr—a), a<=mz<h

A (3.5) formulabeli konvergencia majdnem biztos, ha 0 << ¢ < 1. Az I eloszlas varhaté értéke 1, szorasnégyzete
14+,
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S Wishart-matrixok sajatértékei

A z0ld grafikon standard Wishart matrix sajatértékeit mutatja, a kék pedig egy olyanét, amelyhez tartozo
martix minden eleme kozel 1. Az el6bbi abra sajatértékei lathatoak hisztogramon is abrazolva.

Wishart matrixok sajatértékeinek hisztogramjai

Meglepd modon a legegyszerlibb véletlen matrix - a fiiggetlen N(0.1) eloszlasti elemekbél 4116 n x n
szimmetrikus matrix - empirikus spekrumanak viselkedést csak az 1940-es években kezdte el tanulmanyozni
Wigner Jend, a kaotikus kvantumrendszerek leirasa céljabol. Az ilyen matrixok A sajatértékeinek rendezett
mintajat const - V/i-nel normélva kapjuk a hires félkor-térvényt.

L
—# NN <z} = F(a), (1)
P it
???ahol
)
) =241l —a2), —1<ux<l
o

A (3.6) formulabeli konvergencia is majdnem biztos.

Wigner hisztogram

2. Feladatok

(i) Van-e olyan tobbdimenzidés normalis eloszlasti vektorvaltozo, amely komponensei nem fliggetlenek, de
paronként korrelalatlanok?

Tipp:

Valasz: Nincs.
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(ii) lgaz-e, hogy ha Yi..... Yo fiiggetlen normalis eloszlasuak, akkor egyiittes eloszlasuk i -dimenzios
normalis?

Tipp:
Valasz: lgaz.

(i) Adjunk olyan (legalabb 3 dimenzids) véletlen vektorvaltozot, amely komponensei 1-dimenziés normalis
eloszlasuak, 6 maga nem tobbdimenzios (és nem is elfajult tobbdimenzids) normalis eloszlast!

Tipp: Lasd a 3.2 abrat!

Valasz:

USRS ) = (1—c)pla) ... plry), ha xg <0,

{f't'}(.a'| Voiplay), ha Ty ..y =0
ahol 0 << ¢ < 1 s ®(r) a standard normalis eloszlés stirliségfiiggvénye.
(iiii)

Legyen Y ~ Na(m, C) ahol C pozitiv definit, B pedig egy d = d-s nemszingularis matrix. Milyen eloszlast
X =BY?

Tipp: Az X véletlen vektor varhaté értéke Bm, ennek ismerteben feltehetd, hogy a szdban forgd véletlen

vektorok varhato értéke a Ovektor. Dkovarianciamétrixat pedig a D = E(XX'") = E(BYBY') képlet alapjan
szamithatjuk ki.

Vilasz: X ~ Ny(Bm,BCB').
(a) Adjuk meg X komponenseinek tetszéleges @-X1 + bX: linearis kombindciojanak eloszlasat!
(b) Adjuk meg X komponenseinek korrelacios matrixat!

(¢) Adjuk meg annak a lineéris transzformaciénak a matrixat, amely X véletlen vektort a 2-dimenzids
standard normalis eloszlastba viszi at. Egyértelmii-e ez a matrix?

Tipp: Jelolje ©11 ©12: ©22 a C matrix fliggetlen elemeit.
(@) D*aX, +bX,) = Cov(aX, +bX,aX, + bXy), hasznaljuk a definiciot és a varhat6 érték tulajdonsagait!
(b) Normaljuk alklamasan a C matrixot.
(¢) Tetsz8leges olyan A matrix, amelyre ACAT =1,

Valasz:

(a) Nlam, + bM,, a%c), + 2abeyy + Begy, a’eyy + 2abe, + Beg)

L. — [ a
(b) a korrelacios matrix féatlojaban 1-ek allnak, az 1z korrelacios egyiitthatd pedig e = mvmE
(c) Az A =C'/? példaul jo valasztds, egy 2 x 2 pozitiv definit matrixnak altalaban 4 kiilonbozd

négyzetgyoke van, és ezzel a lehetséges matrixok kore még nem meriilt ki, mert ha D alkalmas matrix, V pedig
ortonormalt, akkor D'V is alkalmas matrix.

(iiiiii) Legyenek X ~ Nu(m;. C;). i =1,.... n fiiggetlen véletlen vektorok. Adjuk meg 2-i- 1 X eloszlasat!
Tipp: Analdg a fiiggetlen skalar N (1. o7)

Kk esetével.

71
XMLmind XSL-FO Converter



A tobbdimenzids normalis eloszlas,
Wishart eloszlas

Valasz:

n

Na( E my, sum; | C;)
i=1

eloszlasuak és barmely két komponens kovarianciaja ugyanakkora.
(a) Hatarozzuk meg a korrelacids matrix spektralfelbontasat!
(b) Hatarozzuk meg C~'-et, ahol C a kovarianciamatrix!

(c) Adjuk meg annak a linearis transzformacionak a matrixat, amely X véletlen vektort a f-dimenzids
standard normalis eloszlasuba viszi at.

(d) Mutassuk meg, hogy barmely két komponens korrelécioja nagyobb mint (1 — )",

Tipp: Jelolje R a korrelacids matrixot, ami

1 p. i
R p o Loooop
pope. 1

alaku, ahol # € [0. 1].

Ezen specidlis alak miatt C = #*R.

(a) Az
g ope. p
; PP I8
R—(l—p)l;= . .
2P p
matrix 1-rangu, és egyetlen nem 0 sajatértéke 7. Ismeretes, hogy ha egy Ad » d-s matrix sajatértékei Ai. - - - » Ad
, akkor A + T sajatértékei M + .- Mg+ ¢ (spektral-leképezés tétel). Ennek alapjan R, és igy C spektruma

meghatdrozhatd Az utolsé d — 1(Az: - - - Ad) sajatérték egyenld, mig M kiilonbozik tolik. A Mi-hez tartozo U

— (L LyT
sajatvektor koordinatai egyenldk, tehat normalva u = | VAT ) Az R tobbi sajatvektorai tetszéleges 1i-re
és egymasra ortogonalis oszlopvektorok. Ilyen sokféle van, kiillonésebb szamolas nélkiil meghatarozhatok azok
amelyeknek 1 eleme negativ, a f6lotte levd elemek 1-ek, az alatta levék 0-k.

(b) C' =0 R

Ha ismerjiik azt az U ortonormalt matrixot, amelynek oszlopai az Wi...-. u; sajatvektorok, és
A =diag(A, ..., Aa), akkor a tétel miatt R = UAUT, ezért C—! = o~ 'TUTA-U .

(c) A a(c) ponthoz hasonléan C~ /2 = o~ V2T A-12Y T,

(d) Vizsgaljuk meg az (a) pontban kapott sajatért¢keket. Mivel R sziikségképpen nemnegativ definit, ¢s a

2 = Az = Ay = 1 — pgajatértékek nemnegativak, a A1 = 0 feltételnek kell teljesiilnie.
Valasz:

(@ Az R korrelaciés matrix sajatértékei A1 = 1+ (d—1)p. dg =g =Xg=1—p |t d=4 -re
megmutatjuk u2. us és 1, konstrukciojat, amibél az altalanos eset mar kdnnyen leolvashato.
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Y-
2 z [ 1z
1 VT JE 1
U— z 2 G 12
1 0 B VAL Vi b
= 3 12
1 —/12
3 0 0 ]
89898

(b) Az Utmutaté és (a) pont alapjan nyilvanvalo.
(c) Az Utmutat6 és (a) pont alapjan nyilvanvalé.

(d) Az Utmutaté és A1 értéke alapjan nyilvanvald

pozitiv definit!

Tipp: Jelolje A={ayl i=1..., nj=1,..., n B=1{bh;} i=1.... ny=1..., n és
C={cy =ayby} 1=1,.... ny=1.... A feladatban szereplo matrixokat; A és B pozitiv definitasa miatt
léteznek X ~ N(0.4) ¢ Y ~ N(0. B) veletlen vektorok. Tegyiik fel, hogy fliggetlenek. Ekkor a (NEM
GAUSS) Z = (21 =z, .. .. Zy = Tuln) veletlen vektor kovarianciamétrixa éppen C.

Valasz: Mivel minden kovarianciamatrix nem negativ definit, és Z koordinatai linearisan fiiggetlenek, C pozitiv
definit.

A feladtra van tisztdn algebrai bizonyit4s is: tekintsiik az A @ Bn® x n®-es tenzorszorzat matrixot, ami szintén
pozitiv definit, és talalhatd olyan invarians altere amiben éppen C altal definialt operator hat.

tetszolegesen kivalasztva azok egyiittes eloszlasa k-dimenzids normalis?

Tipp: Probaljuk felirni a definicidban szereplé A matrixot. Feltehetd, hogy a definicioban szerepld A also
triangularis, a szimmetria miatt feltehetd, hogy az els6 i komponenst valasztottuk.

Vilasz: Igaz.

és Xz korrelalatlanok?

Tipp: Vegyiik észre, hogy X1 és Xz egyiittesen Gauss-eloszlast valoszinfiségi valtozok pontosan akkor
fuggetlenek, ha korrelalatlanok. Hasonloan, vegyiik észre, hogy két N0, 1) valdsziniségi valtozo négyzeteinek
sszege pontosan akkor X (2] eloszlasu, ha fiiggetlenek.

Vilasz: Igaz.

Y " AY ~ x*(+') pontosan akkor teljesiil, ha AA — A?

Tipp: AzAA=A, A= AT rang(A) = r feltétel éppen azt jelenti, hogy A egy r dimenzios altérre valo
vetités matrixa.

Vilasz: lgaz, mivel AY kovariancimatrixa L., ezért Y TAY — Y TAAY r darab fiiggetlen standard normalis
eloszlasu valosziniiségi valtozd négyzetének 0sszege.

(iiiiiiiiiiii) Tekintsiik az X = (Xy..... X..) métrixot, amely oszlopvektorai Xi ~Na(0.C).é=1..... n
fliggetlen azonos eloszlast valtozok, valamint a W = XX " Wishart-matrixot!

(a) Milyen eloszlasa W '?
(b) Hogy valtozik meg W, ha X két oszlopat felcseréljiik?

(c) Hogy valtozik meg W, ha X két sorat felcseréljiik?
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(d) Adjunk meg W varhato értékét!
(e) Milyen eloszlasa Wik-adik féminora?
Vilasz:
() W = W7 tehat W' ~ Wiy(n.C)
(b) W nem valtozik.

(c) Tegyiik fel hogy az i-edik és a Jj-edik sort cseréltiik fel. Ekkor W-ben a wii-t és a ij-t tartalmazé
oszlopok es sorok felcserélédnek.

(d) Han = 1E(W) = C. tchat E(W) = nC.
(e) Wi(n.C'). ahol C’ a C métrix k-adik féminora.

s C L
(iiiiiiiiiiiii) Legyenek Wi ~ Wy(n; C). i =1..... k fiiggetlen Wishart-martixok. Milyen eloszlast 2_i 1 Wi
?

Tipp: Emlékezziink arra, hogy a Wishart-eloszlas a v*-closzlas (1. ) analogonja.

i .
Valasz: Legyen 7 = 7y + -+ -+ ;| Wi~ Wyln, C).

Tipp: Emlékezziink arra, hogy a Wishart-eloszlés a chi*-eloszlas analogonja.

Valasz: AW ~ Wy(n, aC)

Tipp: Szamoljuk ki a BX kovarianciamétrixat, ahol X ~ N;(0.C) Haw = XX mivel egyenlé a BXBX '?

Vilasz: BWB' ~ W,(n, BCB'),

(a) Milyen eloszlastiak W diagonalis elemei?
(b) Milyen eloszlasa trW?

(c) lgazoljuk, hogy W nemdiagonalis elemei elGallnak két fliggetlen V(1) eloszlasti valtozo
kiilonbségének konstansszorosaként!

Tipp:
(a) Alkalmazzuk a definiciot.
(b) Alkalmazzuk a definiciot, és keressiik meg a v eloszlas definidjat ben.

(c) Alkalmazzuk az (a+b)la—b)= a’*—b, (a+b)P=a+2ab+b* [(a—0b)°=a*—2ab+ b
azonossagokat.

Valasz:
@) x’(n)

(b) v (nd)

74
XMLmind XSL-FO Converter



A tobbdimenzids normalis eloszlas,
Wishart eloszlas

() Han N(0,23 Y fiiggetlen standard normalis eolszlasu valoszinliségi valtozok, akkor X + Y és X — ¥

(X 4+ ¥)?/4— (X —V¥)*/l0szinliségi  valtozok (az  el6bb  idézett azonossdg miay?  Tovabba

ké x Vrzgetlen valosziniiségi valtozo kulonbsége melyeknek 2-szeresei el x yasuak.

Ugyanakkor ez a kiilonbség . A standard Wishart matrix diagonalison kiviili elemei fliggtelen alaku
valdszintiségi valtozo dsszege.

3. Tesztek

(i) Xiooene X egydimenzios normélis eloszlastiak. Melyik allitas igaz?
(a) Egyiittes eloszlasuk csak akkor tobbdimenzids normélis, ha fiiggetlenek.
(b) Ha fiiggetlenek, akkor egyiittes eloszlasuk tobbdimenzios normalis.
(c) Egyiittes eloszlasuk csak akkor tobbdimenzids normalis, ha nem fliggetlenek.
(d) Ha nem fliggetlenek, akkor egylittes eloszlasuk tobbdimenzids normalis.
Valasz: (b)

(if) Egy tobbdimenzids normalis eloszlast valtozé komponensei standard normalis eloszlasuak. Igaz-e, hogy
egyiittesen is standard normalis eloszlasa?

(a) Igen, mert ez a definicio.

(b) Igen, mert a tobbdimenzids standard normalis eloszlast valtozo linearis transzformacidjaként kapjuk,
az pedig egyértelmd.

(c) Igen, mert a fliggetlenségbdl kovetkezik a korrelalatlansag.
(d) Nem, csak ha a komponensek korrelalatlanok.
Valasz: (d)
(i) Legyenek Xi.. ... X, ~ Ny(0. C) fisggetlenek. Milyen eloszlast Y Xt X
(a) Nal0.C)
(b) Na(0.C)
(c) Nal0.n*C)
(d) Wal(n.C)
Valasz: (b)
(iiii) Legyenek Xi.- ... Xy~ Ny (m. 1) fiiggetlenek. Milyen eloszlasu Sk (X —m)(X, — m) "y
(@) x*(n)
(b) *(nd)
() W,.(n, 1)
(d) W (m. 1)
Vilasz: (C)

@) &
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A tobbdimenzids normalis eloszlas,
Wishart eloszlas

(b) d{d+1)/2
() nd
(d) (nd+1)/2

Valasz: (b)

Wishart-matrix féatlojanak elemei?
(a) Standard normalis
(b) ¥*(1)
(c) x*(d)
(d) ¥*(n)

Valasz: (d)
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4. fejezet - Parameéterbecslés és
hiptézisvizsgalat tobbdimenzids
normalis modellben

1. EIméleti hattér

1.1. Paraméterbecslés tobbdimenziéos normalis modellben

Ebben a paragrafusban csak azokra a fogalmakra és tételekre tériink ki, amelyek természetiiknél fogva
lényegesen kiilonboznek azok egydimenzids valtozataiktol. Hatdasossag: A torzitatlan becslések kozott keressiik
a leghatasosabbat. Mivel a tobb paraméter esetén a becslésk szorasnégyzetei helyett azok kovarianciamatrixait
kell 6sszehasonlitanunk, a hatasossag mérésére egy erdsebb fogalmat vezetiink be.

4.1.1.1. Definicio. A ? € © paraméter 11 becsiése legaldbb olyan hatdsos, mint L'z becslése, ha

D(T)) < DF(T,).

ahol a mdtrixok kozétti A < B rendezés 1igy értends, hogy B — A pozitiv szemidefinit.

Ilyen értelemben alkalmazza a rendezést a Cramér- Rao egyenl6tlenség tobb paraméterre vonatkozo alakja:

4.1.1.2. Tétel. A Cramér- Rao egyenlitlenség tobbvaltozos alakja (bizonyos - itt teljesiilé - regularitdsi
feltételek esetén) also korlatot ad a torzitatlan becslések szordsmatrixara:

» 1
DR(L) = —I7'(0) = I;'(0), Oe®
- n

L(4) Jjeloli az un. Fisher-féle informacios matrixot, amit 1-elemii mintabol szamolhatunk:

i) i T . i )
(X,
Megjegyezziik, hogy tobbdimenzios normalis eloszlasnal egyenl8ség az 75/ (n — 1)) parra nem érhetd el.

1.1.1. A tobbdimenziés normalis eloszlas paramétereinek maximum-likelihood
becslése.

Miel6tt hozzafognank ennek a feladatnak a megoldasahoz, felidézziik a Steiner-egyenldséget tobbdimenzids
valtozatat.

4.1.1.1.1. Lemma. (Steiner-egyenléség). Legyeneck Xi.- - - %, © Y vektorok, , tovabba legyen x az atlaguk és
v € RF egy tetszdleges vektor. Ekkor

S v =) =D (X - Rk - %)+ (x-vix-v) (1)
b1 k1
Specialisan, ha v = 0

T

T
Z(xk — %) (xe — %) = Zx;\.xz — nxx .
k=1

Fe=1
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Paraméterbecslés €s hiptézisvizsgalat
tobbdimenzids normalis modellben

Legyen Xi..... X, fiiggetlen elemii minta az X € Np(m. C) ygletlgn, vektorra, tegyiik fel, hogy ™ = 7. ¢
mintaclemek alapjan szeretnénk becslést adni az ismeretlen varhaté érték vektorra és a
kovarianciamatrixra, melyrdl feltessziikk, hogy pozitiv definit. Ehhez a maximum likelihood moddszert
hasznaljuk, azaz a mintaclemek egyiittes stirtiségfiiggvényével definialt likelihood-fliggvényt maximalizaljuk a
két ismeretlen paraméterben. A mintaelemek fliggetlensége kovetkeztében az egylittes stirliségfiiggvény a
kiilon-kiilon vett stirliségfiiggvények szorzata, melyek mindegyike (a mintaelemek azonos eloszlasa miatt) az
(3.2) alakban irhato6 (csak az argumentumokba most a mintaclemeket irjuk):

J- n -1
Lno(Xi. Xa) = e e

?77?

Vegyiik észre exponensbeli
> (Xe —m) C7H (X —m)
k-1

kvadratikus alak tulajdonképpen egy 1 x 1-es matrix nyoma (trace-e), ami a trace fiiggvény ciklikus
permutaciokkal szembeni invarianciaja miatt

rCH Xy — m)(X; —m)” (1)

?77?

alakban is irhatd (err6l kdzvetlen szamolassal is meggy6zddhetiink). A formulak kezelése szempontjabol ez az
alak gyakran elonydsebb, mint a kvadratikus forma irasmoéd.

Az el6z6 rész jeloléseit hasznaljuk:

~ J_ n
X =;Zx¢.

k=1

jeloli a mintaatlagot €s

n

= (X — X)X~ X)”
k=1

az empirikus kovarianciamatrix n -szeresét. A likelihood-fiiggvényt most a (4.3) formula és a (4.1)
tobbdimenzids Steiner-egyenldseg segitségével ugy alakitjuk at, hogy benne ezek a statisztikak jelenjenek meg:

1 —Lirg—! —LnX—m) T (X—m -
LiX,. ..., X, m.C) = Wt €78 | —gn(X-m) CT (X —m) (1)

?2?A fenti (4.4) fiiggvényt m-ben és C-ben kell maximalizalnunk, hogy megkapjuk m és C becsléseket. A (4.4)
fiiggvény akkor lesz m-ben maximalis, ha a kitevében 1év6 kvadratikus alak értéke 0, ezért

m=X.

Mivel ez a sz€lséérték fiiggetlen a C paramétertdl a (4.4) fliggvényt ugy maximalizalhatjuk C szerint (valojaban

. = . . . . AL i AT
C~!szerint) m = X -szel helyettesitjik. A tovabbi szamolas a fejezetben ismertetett %}Il = adj(A jképlet
alkalmazasaval végezhet0 el, ezt nem részletezziik, csak a végeredményt kozoljiik:

-5

1.2. Hipotézisvizsgalat tobbdimenziés normalis modellben

Az egyvaltozés esethez hasonloan hipotéziseket is vizsgalhatunk a varhaté érték vektorra és a
kovarianciamatrixra vonatkozoéan. Ehhez megismételjiik likelihood hanyados préba, és bevezetjiik a Hotelling

s

T2-¢loszlas definiciojat.
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Paraméterbecslés €s hiptézisvizsgalat
tobbdimenzids normalis modellben

LAY

4.1.2.1. Definicié. Legyen ¥ X | ..... X iségfiiggvényti eloszlds ismeretlen pHiamdi pvektora, # € © (© C R*
tobbdimenzios tartomany). Az minta alapjan donteni szeretnénka  és  hipotézisek kozott:

Hy: 0By wvers. H,: 06,

ahol @, MO, =B O, UO, =0 g g dim(Oy) =r dim(O) =k jelgléssel i < F teljesiil. Az n-elemii minta
alapjan konstrualando probastatisztika:

sup Lg(Xy.. .., X,
Ly pedn T
}t”[:X.| ..... X”j — F — s
g sup Lg(XL .. X,
Heo
Amennyiben ismerjiik a An(Xyeen e, X.) probastatisztika eloszlasat Hu fennallasa esetén, adott 1 — =

szignifikanciaszinthez (= “kicsi") megkonstrudljuk a mintatér részét képezé

kritikus tartomdnyt, ahol a - kritikus értéket ugy hatdrozzuk meg, hogy a proba terjedelme = legyen, azaz
sup By((X... .. XoekX)=c¢

feBn . Ezutan, ha mintank a kritikus tartomanyba esik, elutasitjuk, kiilonben pedig
elfogadjuk a nullhipotézist.

4.1.2.2. Definicié. Legyenek a W ~ W, (n. . w pozitiv definit (ez 1 valoszintiséggel teljesiil, ha " = ') -
és a X =~ No(0.1) valssziniiségi valtozok fiiggetlenek. Akkor a

1% =nX"W'X

osszefiiggéssel definialt 1* valdszintiségi valtozér Hotelling-féleT=-eloszlasinak nevezziik - P paraméterekkel.
A tovabbiakban az n paraméterre, mint szabadsagfokra hivatkozunk.

Megjegyezziik, hogy a Hotelling-féle 1 “-eloszlas a Student-féle {-eloszlas tobbdimenzios altalanositisa: a P = 1
,C = Lesethen 1= =1*/n,

4.1.23. Allitas. AW ~ W, (1, C) g X :=~ N, (m. C) esetben
T =n(X —m)W (X —m)"
valdsziniiségi valtozd szintén I-eloszldsii n és P paraméterekkel.

4.1.2.4. Tétel. Ha a 1% statisztika Hotelling elosszldsii n és P paraméterekkel, akkor
n—p+1
P

TR~ Flpon—p+ 1),

azaz 1” megfeleld konstansszorosa Fisher-féle I'-eloszlasi a zardjelben felsorolt paraméterekkel.

Részleteket 1d. [5] 228-230. o. (6.2. Tétel).

2. Feladatok

(i) lgazoljuk a Steiner-egyenléség kovetkez6 tobbdimenzids valtozatat:

ha ... - X,V E R'I, akkor

T n

Z(xk —V)(xp —v) = Z(x;‘. — X)(xy, —%) axE—-viE-v).

k=1 k=1
Tipp:

Valasz:
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Paraméterbecslés €s hiptézisvizsgalat
tobbdimenzids normalis modellben

(i) Legyen Xi.. ... X, ~ Ny(m, C) fiiggetlen minta. Igazoljuk, hogy
Cov(X, X; —X) =0.
Tipp:
Vilasz:
(iii) Legyen X1. .- .. Xy ~ N(p. %) minta. Adjuk meg az I: Fisher-féle informéaciés matrixot!
Tipp: Alkalmazzuk a tobbdimenziés Fisher- Cochran-tételbeli definiciot.

Valasz:

L0
I, = a2 2
' (U =

(iiii) Legyen Xi.....- Xo ~ Ula,b) figgetlen minta. Adjuk meg az Li és L. Fisher-féle informacios
matrixokat!

Tipp: Alkalmazzuk a tobbdimenzios Fisher- Cochran-tételbeli definiciot.

Valasz:
1 1
I | = (b —Il'.' 12 (L—Iu)z .
—a)?  [B—ay?

i'.'2 ”2
= (] N)
(iiiii) Xq.. ... X, egy a kozéppontl b sugart d -dimenzos gdmbben egyenletes eloszlasbol vett fiiggetlen

minta.

(a) Adjuk meg az I, Fisher-féle informaciés matrixot!

(b) Adjunk maximum likelihood becslést a-ra b = 1 esetben!

(¢) Adjunk maximum likelihood becslést (2. b)-re!
Tipp:

(@) Vegyiik észre, hogy a slirliségfliggvény értéke nem fiigg az a vektortdl abban a tartomanyban, ahol ez az

kiszamitasakor, és az el6zd feladatban is. Az el6zd feladat azért is érdekes, mert 4 = 1-re alkalmasan

, , o adb e . boa
atparaméterezve (" =Ty W= )ugyanez a helyzet.

(b) Minden olyan a vektor M-L becslés lesz, amely korili 1 sugari gomb tartalmazza a mintat.

(c) a M-L becslése az a vektor lesz, amely koriili - a teljes mintat tartalmaz6 - korlap sugara minimalis,
mig & M-L becslése ez a minimalis sugar

Valasz:

(a) Figyelembevéve, hogy a d-dimenziés gdmb térfogata Cub”. ahol Cs egy a dimenzi6tol fiiggd kosntans -
ami a szamolas soran kiesik:

20 .00
0o 0 ... 0

o 0 ... 0
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Paraméterbecslés €s hiptézisvizsgalat
tobbdimenzids normalis modellben

(b) Az Utmutaté alapjan pl. a sikon viszonylag egyszerii algoritmussal a mintat egy olyan négyzettel
burkoljuk, amely egyik élének iranya tetszéleges, ennek k6zéppontja alkalmas becslés.

(c) Nem tudok ra gyors algoritmust.

csoport) vagy sem (ll. csoport). Ezutan elvégeztettek veliik 4 pszichologiai tesztet (1. informacio, 2. hasonldsag,
3. aritmetika, 4. képfelismerés), melyekre kapott atlagpontszamok az alabbi tdblazatban lathatok:

[ ]I (n=37) [ IL (m=12) |
L] 1257 R.75
2. 957 5.33
3.] 1149 R.50
4] 707 4.75

Vizsgalja meg, 95%-os szignifikanciaszinten elfogadhato-e az a nullhipotézis, hogy a két csoport varhatéan nem
kiilonbozik szignifikansan a teszteredmények alapjan. Feltessziik, hogy az egyes emberek teszteredményei 4-
dimenzioés normalis eloszlast kovetnek ismeretlen (k6zos) kovarianciamatrixszal. Az egyesitett (49) elemd
mintabol szamolt S = 5, + Sz matrix inverze:

( 0,0052 —0,0028 —0,0012 —0,0012 \
g1 — —0,0028 00038 —0,0008 —0,0002
N —0,0012 —0,0008  0,0030 —0.,0004 |°
—0.,0012  —0,0002 —0,0004 (.,0042
Tipp:
Valasz:
(iiiiiii) Legyen Xi.. ... X, ~ Ny(m, C) fiiggetlen minta, ahol C ismert.

(@) Adjuk meg az I, Fisher-féle informacids matrixot!

(o) lgazoljuk, hogy X hatasos becslése m-nek! (Hasznaljuk a Cramér-Rao egyenldtlenség tobbdimenzids
valtozatat!)

(c) lgazoljuk, hogy a /lo:m=my, H, :m#m, hipotézisek vizsgalatara konstrualt proba likelihood-
hanyados teszt!

(d) Igazoljuk, hogy az el6z6 pontbeli teszt az u-proba altalanositasa!

Tipp:

Valasz:

X4 =2L05 Xp=2165 X = 2895

45.2 43,6 32.6
S=| 436 532 364
32,6 36.4 494

95%-os szignifikanciaszinten vizsgalja meg az egyenl6 hatas elvét a [ — A, (7 — B kiilonbségekre! (Feltessziik,
hogy a hatasok tobbdimenzids normalis eloszlast kdvetnek, €s azt teszteljiik, hogy a /3 és A hatas kiilonbsége,
valamint a ' és /3 hatas kiilonbsége mint 2-dimenzids normalis eloszlasu véletlen vektor O varhatd érték
vektortinak tekinthet6-e.) Megjegyezziik, hogy valdjadban a harom stimuldlészer hatasa varhatd értékének
egyenldsége itt a nullhipotézis, azonban megfigyeléseink nem fliggetlen mintdkra, hanem ugyanarra a 20
emberre vonatkoznak. fgy a javasolt vizsgalat a t-probanal bevezetett onkontrollos vizsgalat tobbdimenzids
altalanositasanak tekinthetd.
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Tipp:
Valasz:

(iiiiiiiii) Legyen Xi.- - -. X, ~ Ny(m, C) fiiggetlen minta. Vegyiik az (m. C) paraméter (m. C) = (X.8/n)
(maximum likelihood) becsléseit!

(a) lgazoljuk, hogy (X. S) elégséges statisztika (m. C)-re!
(b) Torzitatlan becslése-e (X: S/n) az (m, C) paraméternek? Ha nem, korrigaljuk!

(c) Mutassuk meg, hogy a (Hotelling-féle) 1=-proba a t-proba (kétoldali valtozatanak) altalanositasa (de az
egyoldalinak nem)!

(d) Konstrualjunk likelihood-hanyados probat a 1o : € = Cq hipotézis tesztelésére!

(e) Konstrualjunk = terjedelmil egyenletesen leger6sebb probat a Neyman-Pearson alaplemma segitségével
ally: (m.C) = (my. Cylys, ) : (m. C) = (my. Cy) egyszerii alternativa vizsgalatara!

Tipp:

Valasz:

ez a teszt a kétmintas t-proba altalanositasa!
Tipp:
Valasz:
iiiiiiiiiii) Legyen  Xi:-- - Xy ~ANa(my . Cy) &g Yoo Y, ~ No(ms. Cy)  fiiggetlen  mintédk.

Konstrualjunk likelihood-hdnyados probat a o : C1 = Ca. Hy : Cy # Cy hipotézisek vizsgalatara (kétmintas
T proba feltételének ellenbrzése)!

Tipp:
Valasz:
(iiiiiiiiiiii) Legyen ~ X1:Xo.... ~ANy(m. C)  fae.  Adjunk a Mo (m.C)=(m,.Cy) s

My (m, €] = (my. Cy) egyszeri alternativa eldontésére szekvencialis eljarast (£1 els6faju és €2 masodfaji
hibaval)! Adjuk meg a varhat6 1épésszamokat!

Tipp:
Valasz:

(iiiiiiiiiiiii) Legyen A;.....- Ak teljes eseményrendszer, P(Ai) = Pi . Legyen X az eseményrendszer -
dimenziés indikatorvéaltozéja, valamint P = (71, - .. o) " Legyenek X;. Xz ... fiiggetlen vektorok, amelyek

eloszlasa megegyezik X eloszlasaval.
(a) Mutassuk meg, hogy >_i 1 Xi ~ Poly,(pr. . ... Pr).

(b) Adjunk maximum likelihood becslést az elsé n mintaeclem alapjan P-re a Lagrange-multiplikator
modszerével!

(c) Adjunk maximum likelihood becslést az elsé n mintaclem alapjan P-re P =1 —p1 — ... — pp_
felhasznalasaval is!

(d) Adjunk a Ho:P=povs. I, : P =P egyszerli alternativa elddntésére szekvencidlis eljarast (£
els6faju és €2 masodfaju hibaval)! Adjuk meg a varhato 1épésszamokat!

Tipp:
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Valasz:

3. Tesztek

(i) Tekintsiink egy n elemi Na(m. C) eloszlasbol vett mintat (feltessziik, hogy C invertalhatd, a tobb
dimenzio6s Fisher I} matrix a C matrix inverze). Milyen becslése a m-nek a maximum likelihood becslés?

(2) Nem torzitatlan, de aszimptotikusan torzitatlan, erésen konzisztens.
(b) Nem torzitatlan, de aszimptotikusan torzitatlan, gyengén sem konzisztens.
(c) Torzitatlan, hatasos, erésen konzisztens.
(d) Torzitatlan, nem hatasos, gyengén sem konzisztens.
Vilasz: (C)

(i) Tekintsiink egy n elemii Va(m. C) eloszlasbol vett mintat. Milyen becslése a C-nek a maximum
likelihood becslés?

(a) Nem torzitatlan, de aszimptotikusan torzitatlan, erésen konzisztens.
(b) Nem torzitatlan, de aszimptotikusan torzitatlan, gyengén sem konzisztens.
(c) Torzitatlan, hatasos, er6sen konzisztens.
(d) Torzitatlan, nem hatasos, gyengén sem konzisztens.
Valasz: (3)
(iii) Melyik teszt altalanositasa a Hotelling-féle T proba (azaz egy dimenzids esetben melyiket kapjuk)?
(d) uproba
(b) tproba
(c) F proba
(d) x* proba
Valasz: (b)
(iiii) Hogy lehet két (egy- vagy tobbdimenzios) standard normalis eloszlas (amelyek egyiittesen is normalis
eloszlasuak) fliggetlenségének tesztelésére alkalmazni a normalis eloszlas kovarianciamatrixara vonatkozd
probat?

(&) Sehogy, mert az a tobbdimenzidos normalis eloszlas kovarianciamatrixara vonatkozik, nem
figgetlenségre.

(b) Ha azonos a dimenzidszam, a kiilonbségvaltozo kovarianciamatrixat teszteljiik, hogy 0-e.
(c) Osszefiizott valtozot teszteljiik, kovarianciamatrixa egységmatrix-e.

(d) Kilon-kiilon teszteljiik a két valtozot, kovarianciamatrixa egységmarix-e¢ és megnézzik, a két teszt
ugyanazt adta-e eredményiil.

Valasz: ()
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1. EIméleti hattér

1.1. Fékomponensanalizis

Legyen X ~ ,'\-':,(m_C]’ és tegyiik fel, hogy a C kovarianciamatrix pozitiv definit. A modell a kovetkezd:
keressiik X eldallitasat

X=VY+m (1)
222

alakban, ahol m = EX, VP * p-s ortogonalis matrix (azaz V~! = V7), Y pedig fiiggetlen komponensii, p-
dimenzios normalis eloszlast véletlen vektor

Vegyiik észre, hogy az (5.1) eléallitis hasonld a 3. fejezetben targyalt (3.1)-beli X = AY +m

felbontashoz, de ott Y P-dimenzios standard normalis eloszlast volt, a 7 * p-s A matrix pedig az AAT = C
(nem egyértelmit) felbontasbol adddott. Ott Y komponensei fliggetlenek és 1 szorasuak voltak, mig a fenti (1.1)
eléallitasban ¥ komponenseitdl csak a fliggetlenséget koveteljik meg, mig a transzformaciés matrixtol
ortogonalitast varunk el. Ez az eléallitas mar egyértelmii, ha ¥ komponenseit variancidik (szorasnégyzeteik)
csokkend sorredjében rendezziik. (Ha a variancidk kozott adodnak egyenléek, akkor nincs egyértelmiiség, ennek
feltételét az alabbi eljarasbol olvashatjuk ki.)

Most megadjuk (5.1) a eléallitast. Mivel V invertalhato, ezért (5.1) ekvivalens az
Y=V (X-—m)=V(X-m)

felbontassal. Jeldlje C = UAU” az X véletlen vektor kovarianciamatrixdnak spektralfelbontisat. Ezzel Y
kovarianciamatrixanak diagonalisnak kell lennie. A spektralfelbontas egyértelmiisége értelmében

EYY" =E [V"(X —m)(X — m]TV] =V E [(K —m)({X — m)T] V=
=V ICV = VT'UAUTV = (V'UA(V-iU)T
diagonalis matrix fédiagonalisaban csokkend elemekkel akkor és csak akkor, ha VU= L, azaz v = U. (It

kihasznaltuk, hogy V, U, kovetkezésképpen V—'U is ortogonalis matrix.) Megjegyezziik, hogy t6bbszoros
multiplicitasu sajatértékek esetén az U matrix megfeleld oszlopai sem egyértelmiiek (1. ). Igy

X =UZ+m
lesz a kivant felbontas, ahol Z jeloli a ¥V = U valasztas melletti Y-t, azaz

Z-=U'"(X-m)=U"(X~-m).

Ezt a Z-t az X véletlen vektor fokomponensvektoranak, komponenseit pedig fékomponenseknek nevezziik.
Vegyiik észre, hogy a k-adik fékomponens az X — m valtozé komponenseinek az Wi vektor koordinataival vett
linearis kombinécioja:

Zp=u/(X-m) (k=1..... p).

ahol 1y a C matrix M« sajatértékéhez tartozo normalt sajatvektora (Uk-adik oszlopa), A1 = Az = - -+ 2 Ap,

Az X véletlen vektor fenti felbontdsa eleget tesz az aldbb ismertetendd optimalitasi kritériumnak (a
fokomponenseket ezzel is be lehetne vezetni).
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5.1.1.1. Tétel. Az elsé fSkomponens, #1 szérdsa maximdlis az X — m véletlZ, vektor komponenseinek dsszes
lehetséges 17 \rmalt (egységvektorral képzett) linedris kombindcioéi kozétt |, szordsa maximalisZyz Osszes
lehetséges,  -t6l fiiggetlen normZ,.....Z,_, kombindcioéi kozt; s.it. a -adik fokomponens, szordsa
k=3.....pmz OJsszes lehetséges, -tol fiiggetlen normalt linedris kombindcio szorasa kozt (

).
Bizonyitast 1d. [5] 240-241. o. 1.1. Tétel.

Tehat a Z P -dimenzids normalis eloszlast véletlen vektor komponensei fiiggetlenek ¢és varianciaik a
AL 2 Ay 2 -0 2 A = U gzamokkal egyeznek meg. Ezt szemlélteti az alabbi abra.

aie e

014 .-
012 . Y
o1 . 5

008 : °
008 . :

004 . . .

Fékomponensek elméleti és empirikus
szérasnégyzetei

AZ N Osszeg a fokomponensek variancidinak az Osszege (a tovabbiakban teljes variancianak nevezziik),
eredeti valtozoink teljes variancidja pedig a C kovarianciamatrix fédiagonalisbeli elemeinek 6sszege, azaz trC.
Mivel a A szamok C sajatértékei, ezért 2i 1% =TC | ami a variancidk nyelvén azt jelenti, hogy
fokomponensek teljes variancidja megegyezik az eredeti valtozok teljes variancidjaval, és ebbdl a
fékomponensek csokkend sorrendben részesiilnek. A fékomponensek szorasai az (n. kanonikus szordsok (ezek
avh szamok, ¢ = 1..... P). Mivel a varhat6 érték vektor hozzaadasa csak egy eltolast jelent, a tovabbaiakban
ezt mar levontnak képzeljiik el, és eleve 0 varhato értek vektoru X véletlen vektor-bol indulunk ki. Ezekutan a
Z = UTX f8komponenstranszforméacié (a sajatvektorok alkalmas eléjelezésével) egy P-dimenzios forgatés,
hiszen az U” matrix ortogonalis. A fentiek alapjan a fékomponens transzformacié egyben azt is jelenti, hogy ha
az Wis- - 1, sajatvektorok alkotta bazisra tériink at, akkor ezekben az irdnyokban a transzformalt valtozo
variancidja maximalis.

A kovetkez6 allitas mondanivaldja az, hogy a fékomponens tranzformacio forgatdsinvaridans.

5.1.1.2. Allitas. Legyen az X P-dimenzios véletlen vektor varhaté érték vektora 0, kovarianciamdtrixa pedig C.
Tetszoleges OQF * P-s ortogonalis matrix valasztasa esetén az X és OX véletlen vektork fokomponensvektora
megegyezik.

Az allitasban megfogalmazott tulajdonsag gy is mondhatd, hogy a fékomponensvektor forgatdsinvarians, azaz
ha X koordinatait masik ortogonalis koordinadtarendszerben adjuk meg ( -val elforgatjuk), attdl még
fokomponensvektora ugyanaz marad. Viszont a fOkomponensanalizis nem skalainvarians. Ha példaul X
komponensei mérések, és mértékegységeinket megvaltoztatjuk, akkor ez az X — SX transzformaciot jelenti,
ahol az S diagonalis matrix tartalmazza a valtdszamokat. Az SX wvéletlen vektor kovarianciamatrixa
SCS”™ = SC(’Slesz. A skalainvariancia azt jelentené, hogy a transzformalt SX valtozo fdkomponensvektora
ugyancsak az U ortogonalis transzformacioval adddna, azaz az (1.2) mintajara

(sU)TsSX = U's*X = U'X

teljesiilne. Az SU matrix oszlopvektorai viszont altalaban nem ortogonalisak, és semmi koziik az SCS matrix
sajatvektoraihoz.

A fékomponensanalizis masik fontos optimumtulajdonsagat fogalmazza meg a kdvetkezd tétel: nevezetesen,
hogy az els6 k fOkomponens valtozonk legjobb k-dimenzids kozelitését adja az alabbi értelemben. Az X P-
dimenziés véletlen vektor k-dimenzids (¥ < P kozelitése alatt egy olyan véletlen vektort értiink, amely AX
alakban all el6 valamely P * P-s, k-rangii A matrixszal. Ugyanis AX értékeit 1 valdsziniiséggel az A
oszlopvektorai altal kifeszitett (k-dimenzids) altérben veszi fel.
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5.1.1.3. Tétel. Legyen X ~ Nu(0.C) yéletlen vektor Rogzitett k< p-re az
E||X — AX|?

legkisebb négyzetes eltérést minimalizalo k-rangu kézelités annak a projekcionak a matrixaval adhato meg,
amely a C kovarianciamdtrix k legnagyobb sajatértékéhez tartozé sajdatvektora dltal kifeszitett altérre vetit. (A
Ak = A i1 esetben ez az altér nem egyértelmii.)

Igy a fokomponensanalizis a kovarianciamatrixnak nemcsak a 1.1. Tételbeli optimalis felbontasat adja, hanem a
a kovarianciamatrixnak és igy az eredeti valtozonak is alacsonyabb dimenzios kozelitésére ad lehetéséget a 109
Tétel alapjan (az elsé egynéhany fékomponens megtartasaval). A fenti tétel alkalmazasakor felmeril k
valasztasanak kérdése. Ehhez a

At A

hanyadost hasznaljuk, amely azt mutatja, hogy az els¢ & fokomponens a teljes variancia hanyad részét
magyarazza (altalaban olyan k-t célszerli valasztani, melyre “'nagy" az ugras A és Aki1 kozt).

A gyakorlatban az empirikus kovarianciamatrixbol indulunk, amely - tobbdimenzids normalis eloszlast
feltételezve - az elméleti kovarianciamatrix maximum likelihood becslése. Mivel a sajatértékek és
sajatvektorok a kovarianciamatrix folytonos fiiggvényei, az empirikus kovarianciamatrix sajatértékei ¢€s
sajatvektorai az elméletick maximum likelihood becslései lesznek (amennyiben a kovarianciamatrix sajatértékei
mind kiilonbozoek). A fokomponensanalizisnek akkor van értelme, ha kovarianciamatrixunknak vannak kiugrd
sajatértékei. K kiugrd sajatérték megléte a

h‘l]:)‘kll ="'2)‘,51—I =Ap

hipotézis elfogadasaval ekvivalens, hiszen f{n fennallasa azt jelenti, hogy a legkisebb P — & sajatérték egyenld.
A hipotézisvizsgalatot ak = 0. 1..... P — 1 egészekre ilyen sorrendben addig végezziik, amig adott szinten el
nem fogadjuk a null-hipotézist. Ezzel a k-val megegyez6 szamu fékomponenst fogunk bevalasztani.

Likelihood hanyados probaval adodik, hogy a

i
[

—2InA, =n(p—Fk)n
q

3
statisztika (I. [26]) #/u fennalldsa esetén (amennyiben a mintaelemszam elég nagy) kozel X7 eloszlast kdvet, ahol
a és 7 a C empirikus kovarianciamatrix sajatértékeinek szamtani- és mértani kozepét jeloli:

_j‘ﬁ'll+"'+')‘p

. . !
P E5  g= (Mpp1...Ap)FF,

2]

a x” eloszlas szabadsagfoka pedig

[ =t k+2p—k-1).

Ez az f nem mas, mint a sajatértékek egyenldségére tett feltételek mellett a paramétereck szadmanak a
csokkenése. /1 fenallasa esetén a sajatértékek (P) szama csokken (P — & — L)-gyel, a sajatvektorokat tartalmazé
p > p-s ortogondlis matrixban levé szabad paraméterek szama ((P — 1)p/2) pedig (P — & — 1)(p — k) /2-vel, a
(p— k) » (p—k)-as forgatasok szabad paramétereinek szamaval (hiszen az azonos sajatértékhez tartozo
sajatvektorok egy (7 — K)-dimenzios altérben tetsz6legesen elforgathatdk).

1.2. Faktoranalizis

A fékomponensanalizisnél lattuk, hogy a modszer alkalmas a valtozok szamanak csokkentésére. A
faktoranalizis célja eleve ez: nagyszamu korrelalt valtozO magyardazata kevesebb korrelalatlannal
(tobbdimenzids normalis eloszlas esetén a korrelalatlan helyett fiiggetlen mondhatd). Ezek a kozds faktorok
azonban nem magyaraznak meg mindent a valtozokbol, csak azoknak az un. “"kozds részét". Ezen kiviil van a
valtozoknak egy ““egyedi része" is, amelynek levalasztisa szintén a modell feladata. A kozds faktorokra itt nem
ugy kell gondolni, mintha kdzvetleniil megfigyelhetd valtozok lennének. A k-faktor modell tehat a kdvetkezo.
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Adott a p-dimenzids X véletlen vektor m varhaté érték vektorral és C kovarianciamatrixszal, tobbdimenzids
normalitas esetén X ~ Np(m. C) adott 11 = k < p) egészre keressiik az

X=Af+e+m (1)

?7?felbontast, ahol Ap * k-as matrix, az fkozés faktor0 varhatd érték vektort, korreldlatlan komponensi, -
dimenzios véletlen vektor, komponensei 1 szorasuak, az eegyedi faktorp-dimenzios korrelalatlan komponensii
véletlen vektor, raadasul komponensei még f komponenseivel is korrelalatlanok. A modell feltevései formalisan:

Ef =0. Ef7 =1,.
=0, Feel =f,

Eee! =0 a kx p-es azonosan [ matrix,

Koordinatakra lebontva ez a kovetkez6t jelenti:

A.
X, = Zm_,—j_,- ‘et =100, P.

=1

Mivel ©; és Jj korrelalatlanok, X; varianciaja

b
2
T = E r"li"..f +tf,:,:.
j=1

ahol di a D diagonalis matrix i-edik diagonalis eleme nem mas, mint az €; valtozd (i-edik egyedi faktor)

ke 2
variancidja. Tehat -X; varianciajabol a 2251 % résat magyarazzak a kozos faktorok - ezt nevezzik az -Xi
véltozé kommunalitasanak - , di pedig az egyedi variancia. A modell paraméterei az A és D matrixok. Az A
matrixot faktorsuly-matrixnak (mas terminologiaval atviteli matrixnak) nevezziik. Ezekkel a modell
matrixalakja a kovetkez6:

C=AA"+D. (1)
???Lathato, hogy X tetsz6leges atskalazas utan is leirhato a k-faktor modellel, ugyanis
SX = (SA)f +e+Sm

teljesiti a (5.2) modell feltételeit. Az is lathatd, hogy az A faktorstly-matrix sorainak tetszéleges elforgatasa
utan (azaz az A O transzformaci6 utan is, ahol Ok < k-as ortogonalis matrix) faktorsuly-matrix marad a (5.2)
modellben. Még adott k esetén is nehéz megtalalni a (5.3) felbontast. Az egyértelmiiség kedvéért szokas ezen
kiviill még tovabbi kényszerfeltételeket tenni az A matrixra. Példaul tobbdimenzids normalis eloszlasu X, e, e
esetén a k-faktor modell paramétereinek maximum likelihood becslését keresve fel szoktdk tenni, hogy a C
kovarianciamatrix nem-szingularis, az

ATD'A (1)

???matrix pedig diagonalis, diagonalis elemei kiilonbdzéek, és nem-csokkend sorrendbe vannak rendezve. Ez a
feltétel bizonyos egyértelmiiséget biztosit a faktorok maximum likelihood becsléséhez, és a szamolasokat is
egyszerlibbé teszi. A faktorok szamat, k-t “kicsire" célszerli valasztani. Kérdés azonban, hogy milyen & < p
természetes szamokra irhato le az n-dimenzioés X véletlen vektor a k-faktor modellel. Ehhez szamoljuk &ssze a
(5.3) modell paramétereit: A-ban és D-ben Ssszesen Pk + p ismeretlen paraméter van, a (5.4) kényszerfeltétel
azonban a diagonalison kiviili elemek 0 voltara vonatkozon L/2)(k* — k) = (1/2)k(k — 1) egyenletet jelent (ez
megegyezik a k& x k-as forgatasok szabad paramétereinek szamaval). Alapvetéen pedig van U;@J)f’(jf“i‘ 1)
egyenletiink (a C kovarianciamatrix kiilonboz0 elemei a szimmetria miatt). A felirhaté egyenletek és a szabad
paraméterek szamanak kiilonbsége:

s=(1/2p(p+ 1)+ (1/2)k(k — 1) — (pk +p) = (1/2)(p— k)* — (p+ k).
Altalanossagban = < 0 esetén varhato az egyenlet algebrai megoldasanak létezése. Ekkor

Ez(2p+1—+/8pt+1)/2 (1)
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X?A faktormodell identifikalhatosagan azt értjik, hogy rogzitett k esetén egyértelmiien meg tudjuk adni D-t és
-t.

5.1.2.1. Tétel. Adott & << p természetes szam esetén a (5.3) egyenlet pontosan akkor oldhaté meg, ha van olyan
P> p-s diagonadlis D matrix (fédiagondlisaban nemnegativ elemekkel), hogy a C — D matrix pozitiv
szemidefinit és rangja nem nagyobb k-nal.

A tétel valojéban a C — D matrix spektralfelbontdsabol kovetkezik. A faktorok (5.4) melletti maximum
likelihood becsléséhez legyen X e Nym. C) e € Nj(0.I,) gg e € N (0. D), Jelolje C az X-re vett n-elemi
mintabol szamolt empirikus kovarianciamatrixot. Ezekkel a likelihood fiiggvény logaritmusa

1 1 .
—5" log |C| — Enh'C_'C + e

lesz, ahol « konstans (1. hyperref tobb dim. gauss parmeter ML becslése, csak ott az S jelolést hasznaltuk az
empirikus kovarianciamatrix n-szeresére: S = nC). Ezekkel a likelihood fiiggvény logaritmusa a (5.3)-beli
C = AA" + D modell-egyenlet miatt A és D fliggvényének tekinthetd, és ezekben kell maximalizalni.
Konnyen lathato, hogy a feladat ekvivalens az

F(A.D)=log|AAT + D| +tr(AAT + D)'C

figgvény minimalizalasaval. Ecélbol az D és D elemei szerinti parcialis derivaltakat 0-val egyenlévé tessziik,
kovetkez6 matrix-egyenletrendszert megoldjuk:

c'(C-C)C'A=0
diag|C'(C —C)C'] = 0.

ahol C = AA” + D, diag() pedig olyan diagonalis matrixot jelent, melynek f8diagonalisa megegyezik a
zarojelben allo matrix fodiagonalisaval.

A fenti egyenletrendszert numerikus kozelitéssel szoktak megoldani.

2. Feladatok

(i) Legyen X egy d-dimenziés vektorvaltozd és Y a hozza tartozé fSkomponensvektor. Adjuk meg X és ¥i
kovarianciajat!

Tipp: Az éltaldnossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy E(X) = 0, a tovabbiakban, amikor ennek értelme
van ezt mindig feltessziik. Ismeretes hogy Y = U'X, ahol Ufugli = 1.5 =1"} az X véltelen vektor
C = {eli1 5211 kovarianciamatrixinak € — UAUT spektraleldallitasaban szereplé ortonormalt matrix.
Eszerint

T n

Vi= ukXeés oy E(X: - V;) = > uigE(XiXy)
k=1 k=1
Valasz:

n

E(X: ¥)) =Y uiicu

k=1
C— ( 1 J.{J )
(ii) Legyen X ~ N3(0.C), ahol p 1/ ahol 0<p <1 Adjuk meg a fokomponenseket és a
fokomponensvektor kovarianciamatrixat!

Tipp: Az el6z6 feladat Utmutatésaban szereplé definiciok alapjan meg kell keresni a C matrix 2 sajatértéket, és
a hozzajuk tartozé 1 normaju sajatvektorokat, melyekbdl 6szzeall az I7 matrix.

Valasz:
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/3 ;
)\|=|.+,£J.)\-_J.=J.—pU=\—(l l)

2 3-11

Y - UX. Coviy) (1P Y
4] L — fu

Megjegyezziik, hogy £ = U esetén a fenti matrixok a kanonikus (a sajatértékek csokkend sorrendjnek megfeleld)
matrixok.

(iii) Legyen X ~ N4(0, C), ahol C diagondlis matrix féatléjaban kiilonbdzd (pozitiv) értékekkel. Adjuk meg
a fékomponensvektort!

Tipp: Ha a C matrix diagonalis, akkor a fékomponensanalizis feladata a fékomponensek sorrend;jétél eltekintve
megoldott.

Valasz: ¥i = Xxti)- ahol r az a permutacio, amely a C matrix sajatértékeit nemndvekvo sorrendbe rendezi.

(iiii) Legyen X ~ Ny(0.C) | anhol C fodiagonalisanak minden eleme 1, minden mas eleme r valamely
0 < v = 1szémra.

(d) Adjuk meg X els6 fékomponensét!

(b) Adjuk meg a fokomponensek szorasnégyzeteit!

Tipp: Ez a feladat a 2. feladat altaldnositisa, a C sajatértékei: 1+ (d —1)r 1 —r.... L=vr Az1l+r
TR . vd 0T . . .
(maximalis sajatértékhez tartozo) sajatvektor: T 1) , ¢s mivel a maradék 4 — 1 sajatérték egyenld a tobbi

sajatvektor nincs (igy az U matrix és Y1-en kiviil a tobbi fékomponens sincs) egyértelmiien meghatérozva.

r Nd vm
Valasz: 11 = 7 251X A fokomponensek szordsnégyzetei a Tippben megadott sajatértékek.

(a0 )
(iiiii) Legyen X ~ N2(0.C), ahol ( 0 Az /. Adjunk maximum likelihood becslést C sajatértékeire!

Tipp: Az X vektor két komponense (X1 Xa) két fuliggetlen normalis eloszlast 0 varhato értékli valosziniiségi
valtozd ezért A1 és A2 M-L becslése a komponensek alapjan meghatarozhatok, a skalar valoszintiségi valtozok
esetében szokasos modon.

Valasz: N = v 2ok 1 k(0 =1.2)

Itt » a mintaclemeszam.

...... R =
indulunk Ki.

i Iy o1
fu|u 1d = d-s korrelacids matrixbol

(&) Mutassuk meg, hogy ezzel a modszerrel mas megoldast kapunk, mint a kovarianciamatrixot hasznald
modellben!

(b) A Kaiser-kritérium azon sajatvektorokkal konstrualt fékomponenseket valasztja, amelyekhez tartozo
sajatérték legalabb a sajatértékek atlaga. Igazoljuk, hogy tetszéleges nemszingularis korreldcidos matrix
sajatértékeinek atlaga 1!

(c) Tegyiik fel, hogy a korrelacids matrix minden eleme nagyobb mint 1 — £. Adjunk £-tol olyan alsé
becslést a legnagyobb sajatértékre, amely tart d-hez, midén £ — 0 (egy nagy és sok kis szorasu fékomponens
van)!

(d) Tegyiik fel, hogy a korrelacios matrix sajatértékei a legnagyobb kivételével kisebbek mint £. Adjunk =-
tol olyan also becslést korrelaciok minimumara, amely tart 1-hez, midén £ — 0.

Tipp:
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(@) Elegend§ észrevenni azt, hogy a korrelacios matrix fiiggetlen az X komponen-X nek atskalazasatol, mig a
kovariancia mi¥yix fiigg ettdl, megvaltoztathatja a sajatértékek sorrendjét, az valosziniiségi valtozok
egyiitthatoit az ~ fékomponensekben.

(b) Ismeretes, hogy a matrix nyoma filiggetlen attol, hogy a matrix altal definialt operatort milyen koordinata
rendszerben felirt matrixszal adjuk meg, igy R sajatértékeinek dsszege d, atlaga 1.

(c) Legyen £ = MinTi; & frjuk fel a korrelacios matrixot R = R, + Ry alakban, ahol

L pooo p
R, — {; l {;
pop.e. 1

alaka, mig métrixot Rz fé4tlojaban 0-k, 4llnak, a tobbi eleme pedig nem nagyobb, mint =. Alkalmazzuk Rz-ra a
t, az Osszegre pedig a t.

(d) Tegyiik fel, hogy R elsd sora (r) = (1.79....74) a legnagyobb sajatértékhez tartozo sajatvektor pedig

e(liea...eg)’ (az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy e els6 koordinataja 1). Ekkor Re els6
. do .
koordinataja: L4205 amie A Schwartz-egyenlotlenség miatt ez az Gsszeg akkor maximalis, ha Vie; =Tj azaz

a fenti 6sszeg maximuma: 1+ Zf 2"+ ami a feltétel miatt angyobb, mint 1 — d=.
Valasz:

(@) Az Utmutat6 alapjan nyilvanvalo.

(b) Az Utmutaté alapjan nyilvanvalé.

(c) (1 — 22) becslést kapunk.

B

d) Mivel Vilr;| =1 a Tippbdl kovetkezik, hogy nincs olyan 7, amire R Ugyanezt a

meggondolas R minden sorara miikodik.

faktorsulymatrix, f a k -dimenzids kozos faktor Lr kovarianciamatrixszal, e d -dimenzids egyedi faktor I
. ; L . e T
diagonalis kovarianciamatrixszal, amelyre E(fe’) = 0,

(a) Mutassuk meg, hogy ha ¢ # ., akkor X; és ©i korrelalatlanok!

(o) Adjuk meg -X; valtozo és € egyedi faktorkomponens kovariancidjat!

(c) Adjuk meg X; valtozo és f5kozds faktorkomponens kovarianciajat!
Tipp:

. k .
(8) Az X vektorvaltozo iedik koordinataja: i = Dor Gicle + & Vegyiik figyelemeb, hogy Efe a k % p-s
azonosan () matrix.

(b) A (a) pont alapjan Ec:c;
(c) Alkalmazzuk X: (a) pontbeli felirdsaat.
Valasz:

(@) Vegyiik észre, hogy ©iaz -Xi komponens Tippben kifejtett alakjiban szereplé minden taggal korrel4latlan,
ha  # J-

(b) A definicija alapjan %i;

(c) A definicioja alapjan @ij és a Tipp (a) pontja alapjan %ij-
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AAT — BB aktoranalizis modelljében legyen A g5t P ¥ k-s (p = k) faktorsuly-matp — AGyekre
. Mutassuk meg, hogy ekkor van olyan méretii ortogonalis matrix, amelyre

Tipp: Vegyiik észre, hogy a P * p-s AAT és BB'. matrixok teljesen leirjak a A és B matrixok P darab k
dimenziés sora altal alkotott R* térbeli alakzat geometriai strukturajat: a vektorok hosszait, és barmely két
vektor altal bezart szoget. Tehat a két alakzat egybevago.

Vilasz: Barmely két *-beli egybevagé alakzat atviheté egymaésba egy k-dimenzios forgatassal, és esetleg még

egy tiikkr6zés alkalmazasaval. Ez eppen egy G ortonormalt matrixszal vald szorzas; ha |G| = —1, akkor tiikrdzni
is kell.

d » d-s diagonalis matrix nemnegativ elemekkel. Tekintsiik a f = 2 és k = 1 esetet!
(a) Mikor van megoldasa a fenti modellnek?
(b) Adjunk maximum likelihood becslést A-ra és D-re!

Tipp:

(@) A modellben 4 paraméter van: 1. dz. tly. iz és 3 egyenlet:

(-T|| =fFf+tf|
(-T|3 = T2 (J.:]
(-ng =fF§ +tfg.

???ezért ha van megoldas az altalaban nem egyértelmdi.

Honnan vessziik észre, hogy egy matrix AA " alaki? A rangja 1, es nemnegativ definit, azaz bevezetve az a = 0
és az r paramétereket fennall az

i) = a

= ra (1)
2 _ 2
a; =ra

=
=
3 bJ

22%egyenletrendszer. [rjuk be a (5.6) egyenletrendszerbe a (5.7) egyenletrendszert, és oldjuk meg, feltéve, hogy
U[| =10

(b) irjuk be az (a) pont megoldasat a C matrix M-L becslésébe.

Valasz:

(a) A megoldég a-ra és r-re; == t'|3l,n'llff| 1, ezért th =4/ Cr1dy = (r’,.'|f'|2jr-"ll:"| 1- Mivel a fentiekbdl
.2 .2

rI. . [& Pl

- Coa

e = fl2
ty = Cay =11, azaz amegoldhatosaag feltétele 22 ~ =i,

kévetkezik, hogy

1
(b) A C matrix M-L becslése 5, ahol n a mintaelemszam.

3. Tesztek
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6. fejezet - Linearis modszerek 2.:
regresszioanalizis, a legkisebb
négyzetek modszere

1. EIméleti hattér

1.1. Regresszidéanalizis

A tobbvaltozos regresszidos problémaban az Y valdszinliségi valtozot (fiiggd valtozo) szeretnénk az Xisennso
valosziniiségi valtozok (fiiggetlen valtozok) figgvényével kozeliteni legkisebb négyzetes értelemben.
Amennyiben ismerjiik az YoXo Xp véletlen vektor egyiittes eloszlasat (tegyiik fel, hogy ez abszolut
folytonos, az egyiittes stirliségfiiggvényt jeldlje S (¥ T1.- .. :J), akkor

minimumét a P-véltozos 9 fiiggvények korében ¥ -nak az X1+ -+ - X valtozok adott értéke mellett vett feltételes
varhato értéke szolgaltatja:

ezt nevezziik regresszios fliggvénynek.

Regresszios gorbe becslése

Adott [ stiriiségfiiggvény mellett sem mindig trivialis a fenti integral kiszamol4sa, altalaban azonban .f nem

adott, csak egy statisztikai mintank van a fiiggd és fiiggetlen valtozokra az (¥, XM el
(m=1.... ) fiiggetlen, (P + 1)-dimenzios megfigyelések formajaban. A legegyszeriibb ilyenkor a fenti
minimumot a linearis fiiggvények korében keresni, ezt nevezziik linedris regresszionak. Erre az esetre vezethetd
vissza olyan fiiggvényekkel valo kozelitése ¥ -nak, amely az X valtozok linearis fiiggvényének monoton
(példaul exponencialis, logaritmikus) transzformacidja. Ilyenkor az inverz transzformaciot alkalmazva Y '-ra, az
igy kapott uj fliggd valtozon hajtunk végre linearis regressziot az eredeti fiiggetlen valtozok alapjan.

A masik érv a linearis regresszid mellett az, hogy amennyiben YoXpo Xp egyiittes eloszlasa (P + L)-
dimenzioés normalis, akkor a feltétele varhatd érték képzés valdban linearis fliggvényt ad megoldasul (1. 17
Allitast, es (6.1???) Feladatot).

Térjlink ra a linedris regressziora. A legjobb

Y o~ (X)) =y Xy 4o ay X, + b

linearis kozelitést keressiik legkisebb négyzetes értelemben, azaz minimalizalni akarjuk az

E(Y — (a) X, + -+ a, X, + b))

kifejezést az T1:- - - iy és b egylitthatokban. A megoldashoz elGszor is szabaduljunk meg a varhato értékektol,

azok csak zavarnak a szamolasban, a valtozok szérdsa, kovariancidja, mint latni fogjuk, nem valtozik meg
ezaltal. Tehat legyen
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Y =Y -EY, X' =X,—-EX,, (i=1.....p).

ezeknek az n. centralt valtozoknak a varhat6 értéke mar 0 lesz. Igy célfiiggvényiinkon az

E(Y —a1 Xy — - —a, Xy, — mz _
ZE({YF_E“'Yi_"'_"-I'pr\-:,}-l- [:”
+[]EY —aEX, — - — a,BX, — b]]z _

:]E(}"-' _ t[I_Y.'I . ti’.r,_Y:J]z
277?

atalakitas végezhetd el, mivel

EY —aEX) — - —a,EX, —b=10.

Ebbdl a b egyiitthatora (ha ?i-k mar ismertek lennének) rogton adddik, hogy
b=EY —aEX, — - —a,EX,

igy b-vel a tovabbiakban mar nem foglalkozunk.

Ezek utan az

Vi (XY =a X+ + r.ff,,‘(;,

linearis kozelitést keressiik legkisebb négyzetes értelemben, azaz minimalizalni akarjuk az

E(Y' — (a X] + -+ + a, X)) (1)

??77kifejezést az - - - Iy egylitthatokban, feltéve, hogy E(Y) =E(X}) = =E(X}) =0,

Ecélbdl a

Ca=d

egyenletrendszert kell megoldani, ahol @ = (@1. - .. ”:JT, Cjeloli az X valtozd P * pP-s kovarianciamatrixat, a

d € ¥ vektor pedig az ¥ valtozonak X komponenseivel vett (kereszt)kovarianciait tartalmazza. Ennek az
egyenletrendszernek 1étezik egyértelm{i megoldasa, ha a C kovarianciamatrix invertalhato, tehata = C~'d.

A fenti kozelités maximalizalja korrelaciot a kdvetkezd értelemben.

Jeloljiik f(X] a fenti lineris regresszios feladat megoldasat, es vezessiik be a tobbszoros korrelacios egyiitthato
fogalmat.

6.1.1.1. Definicié. Az Y fiiggetlen- és az LSETREPS Xp fliggd valtozok kozotti tobbszords korrelacios egyiitthaton
Y és (X)) korrelaciojat értjiik és TV (%1 Xp)-vel jeldljiik.

A P = lesetben a tobbszords korrelacios egyiitthatd a fiiggd- és az egyetlen fiiggetlen valtozé kozotti valodi
korrelacids egyiitthato.

6.1.1.2. Allitas. Az X1--- - - Xp valésziniiségi valtozok tetszéleges ' UX) linearis kombindciojara
|f'~,-[_\-,______\-“]| = |Corr(Y. /(X))| = |Corr(Y, h(X))|.

Az alabbi abrak egyvaltozds esetben mutatjak a becsléseket.
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Regresszids egyenes pozitiv korrelacio esetén

Regresszios egyenes negativ korrelacid esetén

Regresszios egyenes fliggetlenn minta esetén

Regresszids egyenes nagy korrelacio esetén

1.2. Legkisebb négyzetek mdédszere

Legyenek -1+ - - -+ ¥p mérési pontok, melyek beallithatok (tehat nem valdsziniiségi valtozok), méréseink pedig
ezek valamely ismeretlen #1:- - - 'y paraméterekkel valo linearis kombinacidira vonatkoznak, és mérési hibaval
terheltek. Jeldlje = a mérési hibat, ¥ a mért értéket, ezek valoszinliségi valtozok. Feltehetd, hogy E(£) =0,
Modelliink tehat a kovetkezo:

Y =ayr + - +ayr, + £,
. r o r r crr '\'_ r romo . r r E(Yj = EJ_I 0.
ami hasonlit a tobbvaltozds regresszioéhoz, csak ott -i-k valoszinliségi valtozok. Itt d=1 M
. _ T . . . . Lo
Célunk az ismeretlen @ = (@1:.- - ap) paramétervektor (oszlopvektor) legkisebb négyzetes becslése n mérés
alapjan (" = p, altaldban n sokkal nagyobb, mint P). Az i-edik mérés az (Tit: - -+ Tip)p-dimenziés pontban

torténik, a mért értéket jeldlje Yi, a mérési hibat pedig i, (7 = 1..... 1), Vezessik be még a kovetkezd
jeloléseket is:

n-dimenzids oszlopvektorok, az Tifdt = 1..... nyg=1...., P) mérési pontokat pedig az 7 X P-s X matrixban
gyljtjiik 6ssze. X oszlopvektorait jelolje *1: - - - - *p! Ezekkel a jelolésekkel a (4.1) rendszeregyenlet
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Y =Xa+¢

alakban irhato, ahol tehat E(2) = 0, tovabba tegytik fel, hogy a mérési hibak korrelalatlanok (normalis eloszlas

r .o r e - . . 1. 2 , rox .
esetén fiiggetlenek) és azonos szorasuak, azaz £ kovarianciamétrixa @ L alaku. Ekkor persze a mérések is
korrelalatlanok, és ugyanaz a kovarianciamatrixszuk, mint £-¢:

E(Y — Xa)(¥ — Xa)" =Eze” = ¢°1,,.

ahol & szintén ismeretlen paraméter, melyet majd a végén becsiilni fogunk. Az a ismeretlen paraméter legkisebb
négyzetes becslésén azt az a vektort értjiik, amelyre a mérési hibak négyzetosszege,

Zj = |IY = Xa|[* = (Y — Xa)" (Y — Xa) = (Y —a"X")(Y - Xa) =
i=1

=YY -a’X"Y - Y"Xa+a"X"Xa
minimalis. Az a vektor szerint derivalva és a derivaltat 0-val egyenl6vé téve a
XY - (Y"X)" +2X"Xa =0
vektoregyenlet adodik, amelybdl atrendezéssel és 2-vel osztva
X"Xa=X"Y (1)
?7??kovetkezik. Ezt nevezziik Gauss-féle normdlegyenletnek.

A normalegyenleteket a geometriai szemlélet alapjan is megkaphatjuk kovetkezéképpen. Y — Xal* nyilvan
akkor minimalis a-ban, ha Xa az Y vektornak az /' altérre valé mer6leges vetiilete, ahol az /" C ™ alteret X
oszlopvektorai (az *1:- - - *p vektorok) feszitik ki, dim(F) =r <p (tipikusan P-vel egyenld, ha az % vektorok
linearisan fiiggetlenek). Jelolje P ennek az r-rangl ortogondlis projekcionak az n x n-es matrixat! Ezzel az
optimalis a-ra Xa = PY és

Y =PY+(I-P)Y, azaz Y = Xa+ (Y — Xa). (1)

???ugyanis az Xa vektor az *i:---Xp vektorok linearis kombinacidja. Mivel Xa € I, ¥ — Xa pedig
merbleges I'-re, ezért Y — X merbleges I tetszGleges vektorara, ami Xb alaka lesz valamely b € ¥ vektorral.

Igy

(Xb)T- (Y —Xa) =0, vbeR.
Ebbél

b"X"(Y —Xa)=0. ¥beR"
Ez csak ugy lehetséges, ha

XT(Y — Xa) = 0.

azaz

X"y = X"Xa

adédik, ami nem mas, mint a (6.3) normalegyenlet. A normalegyenlet mindig konzisztens, hiszen az XY
vektor benne van az X7 matrix oszlopvektorai altal kifeszitett altérben, és ugyanezt az alteret feszitik ki az
XTX matrix oszlopai is. A megoldds pontosan akkor egyértelmil, ha az X"X matrix rangja "' = P(= 7],
ilyenkor a megoldas

a—=(X"X)"'xX"y

alakban irhat6. A gyakorlatban altaldban az X7 X matrix invertalhato. Az a vektornak a normalegyenlet
megoldasaként kapott becslése torzitatlan, igaz a kovetkezd allitas:
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6.1.2.1. Allitas. Ha r* = p és £ ~ N,(0.0°L,) akkor @ ~ Ny(a o*(XTX)™")

A Gauss- Markov-tétel szerint & minimalis kovarianciamatrix(i az a-ra vonatkozo linearis, torzitatlan becslések
kozott.

6.1.2.2. Tétel. Legyen i = P és a az a paramétervektor tetszoleges linearis torzitatlan becslése. Ekkor
D¥(a) < D*(a),

azaz a D%(a) — D*(a) marrix pozitiv szemidefinit.

A 72 kdzos szorasnégyzet becsléséhez vezessiik be a kovetkezd jeldlést:

S2:=||Y — Xa||* = (Y — Xa)" (Y — Xa).

ezt a mennyiséget rezidudlis variancianak nevezziik.

A geometriai szemlélet (projekciok) alapjan 52 a kévetkezd alakban is irhato:

SE=(Y-PY)(Y-PY)=((I-P)Y) (I-P)Y) =
—Y'I-PPY =Y"(I-P)Y.
mivel I— P is egy projekcié matrixa, melynek rangja 7 — . Ezért "’:} az 1.3.6. Allitas a. része alapjan
elbéllithato m — p db. fiiggetlen, o variancidju, normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozd négyzetdsszegeként,
2 2.2 a2y 2 . .
igy ©= ™ 7 Xau-p, tovabba E(52) = a7(n = p), Ebbdl az is kovetkezik, hogy
52

- 2
T =

n—p

torzitatlan becslés a*-re. Megjegyezziik, hogy amennyiben az X matrix rangja " < P, a P projekcio rangja is r,
kovetkezésképpen

5=

n—u

a o2 paraméter torzitatlan becslése. Megjegyezziik, hogy ha a konstans tagot is becsiiljiik, akkor a nevezdben
n—r—1lall

Az alabbi animacio szemlélteti, hogy nagy szoras esetén egy pont mennyire valtoztatja meg a becslést.

A

Hy:oyp=--=a, =10

Nullhipotézis tesztelésére a likelihood-hanyados probat hasznaljuk, ebben a szerencsés esetben a An
probafiiggvény az ismert [F (. 1t — 7)) eloszlasu
. Y'PY n—p

Y (I-P)Y p

statisztikdnak szigoruan monoton fiiggvénye.

2. Feladatok

(i) Legyen (Y. X.... .. Xon) ~ N(0,C), ahol oy = 1és €1 = €0 = 1/m C minden més eleme 0. Adjuk meg
az E((Y —g(Xy..0 00 X.n))?)-et mininalizalé regressziés fiiggvényt!

Tipp: a meghatarozasahoz Id.

Valasz: [(X) = (X, + ...+ X)) /m,
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(ii) 1gaz-e, hogy ha X.Y véges szorasu valdsziniiségi valtozok, valamint ¥ ~ aX +b a legjobb lineéris
kozelités négyzetes értelemben, akkor

ey DY)
@ X, Y)=a DY)

(b) Tetsz8leges valés szamokra E((Y — (aX +8))7) = (1 — (X, ¥V))D*(V]p
Tipp: Centraljuk az ¥ és X valoszinliségi valtozokat:
X' =E(X)Y' =¥ —E[Y).
Ebbdl a modell alapjan azonnal leolvashat6, hogy ha a ismert, akkor
b=E(Y)—aE(X).
Valasz: Mindketto igaz.

(i) Legyen (Y. Xi.....X) ~N(m. C)  Adjuk meg az E((Y —a(X...... X0n))?) et mininalizalo
regresszios fliggvényt!

Tipp: Jeldlje bz, e -ﬁ'm] azt a linedris fliggvényt amely a linedris figgvények korében minimalizalja a
E{(Y = 6(X1. . Xou) ) négyzetes eltérést. B(Y — £(X1..... X)) X)) =0 minden j = 1.....m-re. A 90
Allitas miatt ebbdl kovetkezik, hogy ¥ — Xy .., X fiiggetlen az X; valdszintiségi valtozoktol.

Vilasz: Alkalmazzuk a 16 és 17 Allitasokat

(iiii) lgazoljuk, hogy ha -X.Y" véges szorasu valoszinfiségi valtozok, valamint ¥ ~ a.X + & a legjobb linedris
kozelités négyzetes értelemben, akkor

o D{X)
rnX.Y)=a-
@D,

(b) Tetszbleges valos szamokra E((Y = (aX +5))%) = (1 — (X, V))DA(Y),

Tipp: Centraljuk az ¥ és X valoszintiségi valtozokat:
X' =E(X)Y' =Y —E(Y).

(a) Ebbdl a modell alapjan azonnal leolvashat6, hogy ha a ismert, akkor
b=E(Y)— aE(X).

(b) Ezek utan az a paramétert becsiilhetjiikaz ¥ ~ a.X’ modell alapjan.
Valasz:

(@) Az Utmutat6 (b) pontja alapjan nyilvanvalo.

(b) Haa és b a becslés alapjan kapott szamok, akkor a kérdés (b) pontjaban egyenléség all, egybként pedig a
Schwartz-egyenlétlenség kovetkezménye.

12(Y) = ¢¥ +d (amelyre E(X — 12(Y))” minimalis) regressziés egyeneseket. Mikor teljesiil, hogy © = 1/a?
Tipp: Oldjuk meg a

E(Y)=a+E(X)HE(XY) =E(X)a+ [E(X)]%

normalegyenletet, és ugyanezt az X <+ Y szerepcserével.

Valasz: Ha Cov(X.Y) = £1.
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Y S ar; bt i=1,..., n mérési pontok, tovabba Yi..... Yoo valte,, ..., e, ~ N(0, o}égitik  a
regressziés modellt, ahol a mérési hibak fliggetlen

valosziniségi valtozok.

(@) Adjunk maximum likelihood becslést az (a.b.0%) paraméterre a Y minta segitségével! (Mi koze a
kapott becslésnek a legkisebb négyzetek modszeréhez?)

(b) lgazoljuk, hogy a és b fenti becslései pontosan akkor korrelalatlanok, ha T = (0.
(c) Adjunk konfidencia-intervallumot a-ra, hat = (0 és = ismert.

(d) Konstrudljunk a Hy : a = aq és Hy @ 0 # a5 hipotézisekhez = terjedelmii probat, feltéve, hogy b és o>
ismert!

(e) Konstrualjunk likelihood-hanyados probat My : @ = ag és I : @ # au hipotézisekhez, ha b = 0 és o>
ismeretlen!

(f) Konstrudljunk likelihood-hanyados probat Ho:a = ay és 1 a # o hipotézisekhez, ha b és o>
ismeretlen!

(9) Hogyan ellenérizhetjik a modell alkalmazhatosagat, azaz a mérési hibakra vonatkozo feltételek
teljesiilését?

Tipp: Az egyszeriibb irasmod kedvééert bevezetjiik a kovetkez6 jeloléseket:

Tovabba irjuk fel a minta siirliségfliggvényét ismert a, b és a2 paraméterek mellett (Nota Bene: :Ti-k NEM
valdszintiségi valtozok):

- 1 3y — ax; — b)? _
flo. ... Un) = o) expi 5oa } (1)
?7?7?
(a) Irjuk fel a modell alapjan az Y1.--- . Y. valészintiségi valtozok likelihood fliggvényének logaritmusat. Az

a és b paraméterek becslése éppen a (legkisebb négyzetek moddszere) alapfeladatanak megoldasa. Ezutan
alkalmazzuk a paragrafusban targyalt modszert.

(b) irjuk fel a normalegyenletet, ami ekkor két fiiggetlen egyenlet lesz a-ra és b-re, b = Y. Megforditva:
oldjuk meg a normalegyenletet.

. X'y
(c) Az e_lgyszerﬁség kedvéért tegyiik fel, hogy @ = 1. A normalegyenlet megoldasa: * = x7x Ekkor
i~ N (a, (XTX)),

(d) Alkalmazzuk az u-probat a (c) pont felhasznalasaval.

()

A probafiiggvényt két strlségfiiggvény hanyadosaként kapjuk meg: a szamldloban a minta
siiriiségfiiggvényében @ =y, b= 0 és o2 ugyanezen feltevések melletti 5(2:ao.0) =320 (s — apr)*/n
beslése 4all, mig a nevezObeli sirlségfiiggvényben a =+, b =0 és a2 ugyanezen feltevések melletti
Sle.a.0) =370 (u — ax:)? /n pecslése 4ll. Vegyiik észre, hogy az exponencialis faktor mindkét esetben =™/
vé egyszerisodik.

(f) Hasonl6 a (d) ponthoz, csak o2 becsleésében b = () helyett mind a szamlaloban mind a nevezében b = b
all.
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(9) Vizsgiljuk meg likelihood-hanyados prébaval, hogy teljesiil-e a i : a = 0 hipotézis! Ha igen, akkor
nincs értelme legkisebb négyzetek modszere alkalmazasanak. A probastatisztikat az aldabbi hanyadossal
definialjuk.

sup L o2(Y)
a=0,72
sup Lig 2 (Y)

]
a,a=

Ar.l =

Ezen kiviil azt kell ellendrizni, hogy az egyes rezidudlis epszilonok fiiggetlen azonos eloszlastuk-e.
Vilasz:

(@) Az Utmutato alapjan csak a o2 becslésére kell kitérni: Jeldlje a, illetve baza, illetve b paraméterek M-L
becsléseit tovabbé legyen = (£ ) =320 Ye — axs — b)? rezidualis szordsnégyzet. A o2 M-L becslése 5(2)/m,

(b) Az egyik irany varhato érték képzéssel adodik a TippbSl. A masik irdny abbol kovetkezik, hogy a
normalegyenlet megoldasaként (1. (c) pont) szamitott Cov(a.b) = cT ahol ¢ # 0,

© i+ ﬁ@"(l - E,-"2].
(d) Ha
0 & {:z[, ! D1 —2/2), ay + . (1 —¢/2)].
VXTX VXTX
elvetjiik a 1 hipotézist.
(e) Az Utmutaté alapjan a Ay Un) probafiiggvény az exonencialis tényezék elott allo tényezOk

hanyadosa lesz:

A[: ) E:‘l I(-U" _ rzll'r'\')z ”Il.lz
NMyoooitin)l =\ =/
- Y > i — apry)?

Sy — anm; — b)?

(9) Vizsgaljuk meg likelihood-hanyados prébaval (hyperrefl!), hogy teljesiil-e a ffs : @ = 0 hipotézis! A
probastatisztika a

:f (y; — dx; — (’;:]2 "
AE:!")lll ----- !";'r.l) - ( Z l

(YTPer'If)
YTI-PY)/(n—p)

(1)
(ahol P korabban definialt matrixa) F (- (7 —P) eloszlas, ezért a kritikus tartomény konstrukcidja
nyilvanvalo.

Ezutan autokovarianciat alkalmazunk, ami itt azt jelenti, hogy a rezidualis szérasok indexeit 1-gyel eltoljuk és
az eredeti valamint az eltolt vektor kovarianciajat szamojuk.

meg a Neyman-Pearson alaplemma segitségével a 1y : @ = agvs, I, : a = a, egyszerii alternativdhoz tartozé =
terjedelmii probat!

Tipp: frjuk fel a feladatban szereplé modellt koordinatanként.

d
Yi =) am;
=1

frjuk fel a minta stiriségfiiggvényeit ismert au, (21) és o= paraméterek mellett:
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j -
Z;’ (s — er' |f?u.,;'-'f'i,;')z

fl](.”l ..... ,Ur.l] = (iﬂazjm"'& l‘l{]_){_ '2('}'2 }
o P

| S =5 )

Jfl(lf“ ..... yr.l] = [:iﬂ'ﬂ'zj”';lz l‘}[]_){_ 2(72 }

Tegyiink két észrevételt.
. . M o o
(a) J1/ /o hanyados kitevéjében csak a D 05 T = 305 Ao yTig) tag konstansszorosa szerepel.

fnr
(b) Mivel az els6faju hiba rogzitett a feladat valgjaban nem mas mint u-proba szerkesztése 2251604
varhato értékil o2 szorasnégyzetli normalis eloszlasra n minta alapjan.

d - d )
Valasz: Ha 2= 1 9157 = 25 190,575 akkor a kritikus tartomany

Y =5 anar
{v’ﬁ—z’ _—— :}*D"(l—cJ}

a

(iiiiiiii) Tekintsiik az Y =apr; +... +agry +b+c regresszios modellt és a Ho:iap=...=a;=10
hipotézist teszteld regresszidanalizist.

@ Legyen @=2X0.(Y YR Q=YY g Q=31 =Y)* | ahol
Yi=apry + o+ derig + b gazoljuk, hogy @ = €2 + @,

2 _ Qe

(b) Jeldlje fr a tobbszords korrelacios egyiitthatd becslését. Mutassuk meg, hogy It =73,
= [—d—=116 _ (r—d—1)H5

(c) Igazoljuk, hogy a probastatisztika © — = d4@.  — ~d{1-iZ) alakokban is felirhatd!

(d) Vessiik 0ssze a regresszidanalizist a korrelacios egyiitthatokra vonatkozo tesztekkel! Indokolt-e a
regresszidanalizist fliggetlenség tesztelésére hasznalni?

Tipp:

Valasz:

determinisztikus véltozok esetén kapott megoldassal (& = (X'X)~ IKTY)!
Tipp:

Valasz: Vegyiik észre, hogy (XXT) éppen C M-L becslése.

Tipp: Lehetne hivatkozni linearis algebrai tételekre, de a legkisebb négyzetek modszerének témakoréhez tartozo
egyszerll meggondolas is célravezetd.

Valasz: A legkisebb négyzetek modszerének geometriai interpretacioja kovetkez6: Keressiik az ¥ vektornak az
X matrix oszlopvektorai altal kifeszitett térre vald merdleges vetiiletét. Ez a vetiilet pontosan akkor fejezhetd ki
egyértelmiien ezen vektorok linedris kombinacidjaval, ha linearisan fiiggetlenek. A normalegyenlet egyértelmi
megoldhatosaganak pedig éppen az a sziikséges és elegséges felétele, hogy az X X“P matrix nemszinguldris.

modellre, és adjunk becslést a paraméterekre a modositott modellben a legkisebb négyzetek modszerével! Mas
becslést kapnank-e, ha a legkisebb négyzetek modszerét kdzvetleniil az eredeti modellre alkalmaznank?

Tipp: Az eredeti modell helyett tekintsiik az alabbi ,,logaritmikus" modellt:
logV =logb+a, log X, + ...+ a;log X,
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Valasz: A feladat elo6 részb = 0, a, =10, ..., iy, = lzza a Tipp, a masodik részre a valasz, IGEN, mas becslést
kapnank, ez ellenérizheto a modellen két mintaelem esetén.
(iiiiiiiiiiii) Polinomialis regresszié esetén a modell ¥ =b+a X +. ..+, X" alakG. A megoldast ugy

keresik, hogy az X' = X; valoszinliségi véltozokat formalisan fiiggetleneknek tekintik és megoldjak a rajuk
vonatkozd tobbvaltozos linedris regresszio feladatat. Viszont X7 és X7 altalaban nem fiiggetlen véaltozok. Okoz-
e ez problémat a megoldas egyértelmiisége tekintetében? Miért?

Tipp: irjuk fel a modellhez tartozo normalegyenlet matrixat a varhato érték képzés eltt, pl ik = 2-re:
R( 1 X X7

Ez a matrix a egy valdszintiséggel 1-rangl, amibdl nem kovetkezik, hogy a varhato érték vétel utan is 1-ranga
marad.

Valasz: valojaban nem okoz problémat, mert ¥ -t az X Hermite-polinomjaival is kozelithetjiik (ezek

éppen a Gauss-siiriiségre nézve ortogonalis polinomok, amelyekbdl az X hatvanyai egyértelmiien
visszaszamolhatok) és ebben a sémaban a normalegyenlet matrixa diagonalis lesz! Marmost ez til megy a

3. Tesztek
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/. fejezet - Linearis modszerek 3.:
Egy- és tobbszempontos
varianciaanalizis

1. EIméleti hattér

A varianciaanalizis specialis linearis modelleket vizsgal, kisérlettervezésben és mindségellendrzésben felmeriild
hipotézisek tesztelésére. A tekintett modellek specifikuma az, hogy a legkisebb négyzetek modszerénel
alkalmazott modellben a beallithatd mérési pontok matrixa helyett 0-1 elemekbdl allo Un. struktiramdtrixszal
dolgozunk, amelyet tigy allitunk &ssze, hogy bizonyos megfigyelések csak bizonyos paraméterektdl fiiggjenek.

crey

Gyakorlati alkalmazasokban olyan mintakat vizsgalunk, melyeket kiilonbdz6 koriilmények kozt figyeltiink meg,
és célunk éppen annak a megallapitasa, vajon ezek a koriilmények jelentdsen befolyasoljak-e a mért értékeket.
Tehat mintankat eleve csoportokba osztottan kapjuk, feltessziik azonban, hogy a kiilonb6z6 csoportokban felvett
mintdk egymastodl fiiggetlenek, normalis eloszlastuak és azonos szorastak.

A Tananyagban csak az egyszempontos varianciaanalizissel és a kétszempontos varianciaanalizis interakciot
teszteld valtozataval foglalkozunk, ugyanis az interakcid nélkiili kétszempontos varianciaanalizis csak
formalisan bonyolultabb az egyszempontosnal, de 1j jelenséget nem vizsgal.

1.1. Egyszempontos varianciaanalizis

Valamilyen szempont alapjan (példaul kiilonb6z6 kezelések) k& csoportban kiilon végziink megfigyeléseket. Az
egyes csoportokban a mintaelemek szdma altaldban nem egyenld: jeldlje it: az i. csoportbeli mintaelemek

szamat, " = i1 pedig az Osszminta elemszamat. Az . csoportban az Vi ~ N(bi. 7)) valosziniiségi
valtozora vett mintaeclemeket

Xij ~ -'“‘-".l:bf- a?). (7=1..... ;)

jeldli. Ezek egymas kozt és kiilonbozd i-kre is fiiggetlenek, azonos szorasuak. A varhat6 értékekre a b = m + a;
felbontast alkalmazzuk, ahol 2 a varhato értékek sulyozott atlaga, @: pedig az i. csoport hatéasa:

1 k
m o= — b, ;o =b—m [(i=1..., k).
n
i1

Konnyen lathaté, hogy
J‘.
Z ng; = 0. (1)
i1
?7?Ezekkel a jelolésekkel az egyszempontos modell
Xyj=m+a; +gy (7=1..... ni=1..... k)
alakban irhato, ahol az ij ™~ N(0,a%) fiiggetlen valosziniiségi valtozok véletlen hibak.

Linearis modellrdl van sz, hiszen ha megfigyeléseinket az

Y= (X, Xy Xaren oo ) CRR Xirooo. .. Xty )T
£:= (_|| ..... Elnys €21y 005 Eapgye s Eflysrss _J,”N)T
k _ . ., it . _ T .
2oi 17 = Ndimenzi6s vektorban, @; paramétereinket pedig az & = (@1... .. )" vektorban helyezziik el, akkor

az (5.2) modell az
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Y=B-atl-m+z

alakban irhato, ahol 1 £ " az azonosan 1 koordinataju vektor, B pedig az alabbi (7.2) alaka struktaramatrix:

L O 0

L O 0

L O 0

0 1 0

0 1 0

0 1 0 .
B=1 191 0 (1)

00 1

00 1

00 1

00 1

00 1

(Ebben a példaban i = 3, 1y = 3uny = 4 gg g = D))
Lathaté, hogy rangB =k az oszlopok altal kifeszitett i -dimenzids alteret jeldlje F'; nyilvan 1€ F'. A
paramétercket kozvetleniil a legkisebb négyzetek modszerével becsiiljiik, azaz keressiik a

ni ko

)IDIET 3 LI g

i=1 j=1 i=1 j=1

??7?kifejezés minimumat az ... - .. 1 paraméterekben az (7.1) kényszerfeltétel mellett. Vezessiik be a
csoportatlagokra ill. a teljes mintaatlagra az

M

. L o _ | ~ L
.Y,—_:EI Xy (i=1..... k)l "‘"ZEZZ"‘”
a

m=X_ é d=X —X_ (i=1....k)

lesznek. Ugyanis i helyébe a nyilvanvalo X _-ot i rva az (7.3) kifejezés minimuma kereshetd az egyes i-kben
kiilon-kiilon - csak a kiilsé szumma i-edik tagjaban all6 négyzetdsszeg minimalizalasaval - , hiszen @: becslése
csak az Nige 7 =1, " mintaelemektdl fiigg (¢ =1..... k), ¢és a Steiner-tétel alapJan a fenti lesz. (A
sz¢élshoérték szamitas modszereivel ellendrizhet6 a fenti heurisztikus szamolas helyessége.)

A minimum értéke

i i

k k
). —ZZ(,\” M — d; ZZ z\”—zf‘_

i=1 =1 i=1 j=1

lesz. A Legkisebb négyzetek médszere paragrafus jeldléseivel €2. az® remduahs variancia. Az alabb taglalando
vetitéssel ¢/ a merdleges komponens hosszanak a négyzete, mig a vetiilet hosszanak négyzete:

ni

Qu = |Ba|? = Z;ra—Zn = XA

Ebben az egyszerii esetben minden projekcidt pontosan leirunk. A ©2- kvadratikus alakot definialé projekcid A
matrixa, amellyel

(). =YTAY,

a kovetkez6 szimmetrikus, idempotens matrix:
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A 0 0
0 A, 0
A =
0 0 A

ahol az A diagonalis blokkok:

1 — L 1 1
i i i

-1 1— L -1

i i e i

1 1 1 1
1; n; e 1n;

alaktiak, és az A projekcio az /" altér B"-beli ortogonalis kiegészito alterére vetit. Rangja n — k.
A @ kvadratikus alakot definialé
0, =Y'PY

P projekcié az 1 £ " vektornak az [’ altérbeli ortogonalis kiegészité alterére vetit, rangja k —1. A
€ = (., + €. kvadratikus alaknak megfeleld projekcié itt most nem L., hanem

A+P=1,-11",
amely az 1 vektor R"-beli ortogonalis kiegészit6 alterére vetit.

A gyakorlati alkalmazok terminoldgiajaval élve: a fenti kvadratikus alakok segitségével a mintaelemek teljes
mintaatlagtol vett eltéréseinek négyzetdsszega (¢/) felbomlik csoportok kdzotti (between, Z.) ill. csoportokon
beliili (within, €2:) részre a kdvetkezOképpen:

7

ke
Q=33 (x,-X

i=1 j=1

Ty

5

nj

i=1 j=1

T

ke &
=33 X - P YN G - X =

i1 j—1

ke
= Z H,‘(.\?;_ - }_\-_,)2 +
i=1

i=1 j=I

i

&
Z Z(-Yi; - Xi)? = Qa+ Q..

i=1 =1

Dl = X))+ (X = X )P =

és ezt a felbontast a projekciok ismerete nélkiil, viszonylag egyszerli szamolassal is megkaphattuk volna, miutan
al---] négyzetreemelésnél kihasznalhato, hogy a kétszeres szorzatok dsszege 0.

A fenti felbontasokat az alabbi un. ANOVA (ANalysis Of V Ariances) tablazatban foglaljuk Gssze.

||'( A szdradas oka

Croportok kieirt

(1HcJ]Jlrt'tukrl1L elnl

\ Teljes

Népyretossaeg

(X — X))

Q="
rc}- = Z.H i E:I '_['YJ_.' - -.EJ. ]2

»

r-’] i ZA |Z;r< ||:-1".Jr o i]_

Szabadsam Empirikus \

tok SHOTA=neovEet
5 1.
" — - s L
k | T —1
. 2 __ G
n—k sy p—

n=1 - ,JJ
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A fenti modellben eldszdr az m = 0 hipotézist teszteljiik. Ha ezt elutasitjuk (az dsszes varhato érték nem 0, azaz
van un. fohatas), akkor a

fy:a=---=a,=0, tomiren a=»0

hipotézist vizsgaljuk. A A legkisebb négyzetek modszere paragrafusban leirtakhoz hasonloan lathato, hogy a
likelihood-hanyados statisztika a «/ - hanyados monoton fogyé fiiggvénye (ez a hanyados annal “‘nagyobb",
minél ““nagyobb" a csoportok kdzotti variancia a csoportokon beliilihez képest, ami ellentmond //o-nak).

A €J.-ben szerepld linearis kifejezések mindegyikének varhaté értéke 0, ugyanis a csoportokon beliil a varhato
értékek egyenldek a mintaatlag varhato értékével:

E(Xi— Xi)=E(Xy)-EX)=a—a;i=0 (i=1,..., k)
akar igaz Ho, akér nem. Tehat az 1.3.6. Allitas a. része értelmében (2. ~ o7x*(n — k),

A €2s-ben szerepld linearis kifejezések varhato értéke:

amely csak akkor lehet minden i-re 0, ha /lu fenndll. Ezesetben szintén az 1.3.6. Allitds a. része miatt
Qu ~ o*x*(k — 1), ¢s az eldbbi 4llitas b. része alapjan (/. és (. fiiggetlenek (megjegyezziik, hogy csak a null-
hipotézis fennallasa esetén lesz 2. centrélis v*-eloszlasu).

igy bevezetve az

] I!’-gll

a® —

k-1

. ).
ill. 5=t

n—k

kifejezéseket, ezek azonos (r2) szorasuak, fiiggetlenek, hanyadosuk pedig #n fenallasa esetén [-eloszlast kovet
k — Lill. n — k szabadsagi fokkal:

2 Qs n—k
= 2 — a - . C— — K
IR e Flk—1.n—Fk),
és ez az I'" is szigoruan monoton csékkend fiiggvénye a likelihood hanyados statisztikanak.

Megjegyezzilk, hogy a a fenti [ statisztika levezethet6 a likelihood hanyados proba alkalmazasa és a vetitések
felirasa nélkiil is.

1.2. Tobbszempontos varianciaanalizis interakciéval

Itt is két kiilonbdz8 szempont alapjan kialakitott & - P csoportban végziink megfigyeléseket, de cellanként tobb
(mondjuk minden cellaban n) megfigyelést. Az el6zd rész példajaval élve: k féle technologiaval P féle gépen
gyartanak alkatrészeket és mérik azok szakitoszilardsagat. Itt azonban feltételezziik, hogy a kétféle szempont
hatasa nem fliggetlen, (nem mindegy, hogy melyik gépen melyik gyartasi technologiat alkalmazzuk).

Jelolje Xijt az elsé szempont alapjan i-edik, a masodik szempont alapjan pedig J-edik csoportban végzett i-edik
megfigyelést, példankban az i-edik technologiaval a 7-edik gépen gyartott [-edik termék szakitoszilardsagat
(i=1..... kig=1.....ml=1...., n),

Tehat dsszmintank elemszama kpr. A mintaelemek fiiggetlenek és

Xigt ~ N(m + a; +b; + ¢5.6%) 377 linearis modelliink most a kovetkezé:

Xt = m + a; + by + o5 + €441, (i=1.....07j=1.... P (1)

272ahol az Zit ~ N (0.77) fiiggetlen valoszi niiségi valtozok véletlen hibak. It @i-k jelolik az egyik, #i-k a masik
tényez0 hatasait, “ii-k pedig az interakcidkat. Feltessziik (im-be valo beolvasztassal elérhetd), hogy
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'3
Z a; =, Zb-f =0,

i=1 =1
J‘.

foi_; =10 7=1..... p) oGS
Yley=0  Gi=Ll...k).

=1
??? A B struktiiramatrix alakja most:

10 100 100000
10 010 010000
10 001 001000
01 100 000100
01 010 010010
01 001 001001

10 100 100000 (L

10 010 010000

10 001 001000

01 100 000100

01 010 010010

01 o001l 001001
(Ebben a példaban i = 2, P = 3. és n = 2.)
Az (7.4) modell az
Y = (.Y||| ..... z\-| 171 (\-|2| ...... Y|2” ..... ,\-kj-,p ey .YA-;:N)T
= (E111se ., El 1 €190 a0 e oy [l Ee T Ekples s CA-pr.le
és az
abe = (ay,. .. by, .., (';J,J_t:||..,..f';|._”]?—

jelolések, tovabba a segitségével az
Y=B-abce+1-m+cz
linearis modell alakjat 6lti, ahol 1 € R*"" az azonosan 1 komponensii vektor, 1. (7.5).

Jeldlje I a B matrix oszlopvektorai altal kifeszitett alteret, mig ', £, és £ jeldlje rendre az eksd k a kdvetkezd
P oszlop és az utolsé ¥ - p oszlop altal kifeszitett alteret.

Jellje "B matrix oszlopvektorai altal kifeszitett alteret, mig s, I's, és I'= jeldlje rendre az esd k a kovetkezd P
oszlop és az utolsé ¥ - p oszlop altal kifeszitett alteret.

Vegyiik észre, hogy 1 € I, 1 € Iy és 1 € I Jelolje ['ar illetve I'i1 az 1 vektor ortogonalis kiegészitojét 'a-ban
illetve I'i-ben, tovabba /'wan az I'a és 1 dltal generdlt altér ortogonalis kiegészitdjét I'=-ben, valamint I'- az I
ortogondlis kiegészitéjét " -ben. Mivel az 1 vektort Fu fy és I is tartalmazza: dim(Fu) =k —1
dim(fy)) =p—1 dim(Fp) =kp — (k= 1) = (p— 1)+ 1= (k= 1)(p—1), g dim(F.) = kp(n — 1] Jelslje
az Far-ra, fei-re, faaiere és Fe-re vetitd projekciokat rendre Pu, Py, P és P.. A fentiek miatt

LL=11"+P, +P,+P, +P,..

El6szor a legkisebb négyzetek modszerével megbecsiiljiik a paramétereket. Ehhez keressiik a

P T ke

& P 7
ZZ Z‘Ti‘ﬂ = Z Z Z(“\_Uf —m—a; — by — f'v‘_ﬂ?’ (1)

i—1 j=1 I=1 i=1 j=1 =1
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?7?kifejezés minimumat az M 1 - T by by paraméterekben az (7.1.2) kényszerfeltételek mellett.

Vezessiink be néhany jelolést:

n

_ 1 & i -
S = Y (=L

s
=1
1 ke PR
\_: —_ T J\:\u
Fom 2 2 2
Ezekkel a paraméterek legkisebb négyzetes becslései:
m=X_,
fif = :‘E-\;__ - J\? (P', =1..... L').
Li.;ar = "‘ET - :‘E‘ [:J- =1..... p) B
L"E.:,'? = :‘E\;j_ —_ "‘?‘?_.. —_ '\?_.' + J\? (P', = J. ..... L". I')’- = J. ..... p).

az (7.6) kifejezés minimuma pedig

r T

B
Q. = Z Z E(:ﬁ-,,—; — i — g — by — 4)°

i=1 §=1 I=1
lesz.

HaaPq, Py, P. és P, projekcoknak rendre az Y vektorral képzett ¢2a, €4, €« és 2 kvadratikus formak felelnek
meg, akkor igaz a

=0+ + Q.+, (J-)

???varianciafelbontas, ahol a mintaelemek teljes mintaatlagtol vett eltéréseinek négyzetdsszegét (€2) felbontjuk a
kovetkez6 ANOV A-tablazat szerint:

f A szérddds oka MNégvaet Ossger Seabadsagm ks
fok S50

i-hatdsok )y = pn ZI‘ |[-i‘}J - X)) k=1 .
b-hatdsok Oy = kn ET WX = X pr—1 E.]
ab-interakeio J.=n Ef‘ | Zi’ (K =R — Ry + X )® (k=1(p-1) 52 =
Veéletlen hiba (). = Zf :E.’r' :Z;' ( Xijr — Xip)? kp(n — 1) o2

\ Telies Q=3 58 (X - X kpn — 1
Miutan az m = 0 hipotézist elutasitottuk, a fenti modellben haromféle null-hipotézist akarunk vizsgélni, az

egyik és a masik szempont szerint megnézni, hogy a csoporthatasok azonosak-e, tovabba, hogy interakciok
léteznek-e. Az elsé tényez6 hatasara vonatkozoan tehat vizsgaljuk a

Hy, ity =ay = =a, =10
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hipotézist (példankban azt, hogy a gyartasi technologia nincs hatassal az alkatrész szakitoszilardsagara). Ezzel
parhuzamosan a masodik tényezd hatasara vonatkozoéan vizsgaljuk a

"”Illlll . EJ| =(!J-_). == (!.JJ., =1

hipotézist (példankban azt, hogy a gyartd gép megvalasztasa nincs hatassal az alkatrész szakitoszilardsagara).
Tovabba az interakciokra vonatkozoan vizsgaljuk a

Hogp 103 =0, (i=1,.... kii=1...., o)
hipotézist (példankban azt, hogy a gyarté gép nem hat a gyartasi technologiara).

A J.-ben szerepld linearis kifejezések mindegyikének véarhato értéke 0. A a-ban szerepld linearis kifejezések
véarhaté értéke csak akkor lehet minden j-re 0, ha . fennall. Hasonloan, a ¢Ji-ben szereplé linedris kifejezések
véarhaté értéke csak akkor lehet minden J-re 0, ha /o fenndll. A €.-ben szerepld linearis kifejezések véarhatd
értéke pedig csak akkor lehet minden (7 7)-re 0, ha Huas fennall.

Az (7.7) felbontasban a kvadratikus alakok rangja itt is 6sszeadodik:
kpn—1={k—1+{p—1)+(k—1p— 1)+ kp(n—1).
Igy igazak az alabbi allitasok:

* g (/% ~ Fkpln— H), akar fennallnak a nullhipotézisek, akar nem.

* a. Hy, fenndllasa esetén (2u/o” ~ X*(k — 1) ¢s fiiggetlen (2o-té1.

* b, Hu, fennallasa esetén @u/ 0% ~ x*(p — 1) &s fiiggetlen (2.-t81.

* ¢. Hua, fennallésa esetén e/ ~ x*((k — 1)(p — 1)) ¢s fiiggetlen (2.-t8].

Ezért nullhipotéziseink vizsgalatara a kovetkezd statisztikakat hasznalhatjuk. El6szor a kolcsonhatast, vagyis a
Hyan hipotézist vizsgaljuk. Ennek fennalasa esetén

‘-\2
Fap = = ~ F((E—1)(p — 1), kp(n — 1)),
azaz, ha a fenti /' statisztika értéke nagyobb vagy egyenld, mint az 7 ({5 —1){(p—1). kp(r — 1))-closzlas
(1 — o) -kvantilise, akkor ffuas-t 1 — o szinten elutasitjuk, vagyis elfogadjuk, hogy van kolcsonhatas a két

szempont kozott, legalabbis bizonyos (4.7) indexparokra. Ebben az esetben a /ua, Hus hipotéziseket nincs
értelme vizsgalni.

Amennyiben Hua -t elfogadjuk, akkor a Hua és Hus hipotézisektél fiiggetleniil e ~ x*((k —1)(p — 1)) ¢s
fiiggetlen . -t8l. Igy ezeket Osszeadhatjuk, és a o° szOrasnégyzetre most mar a
(F=Np—1)+kpn—1)=kpn—k—p+1 szabadsagfoku

B €.+ €2,
Ckpn—kE—p+1

I )

=

becslést kapjuk.
Ezekutan a 1u. hipotézis vizsgalatara az

f':l, - =

statisztikat hasznaljuk, amely . fennallasa esetén F (P — L. kpn — k — p+ L)_eloszlast kdvet. Hasonldan, a
Hyp hipotézis vizsgalatara az

o
=2

IIEI =

4
™k
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statisztikat hasznaljuk, amely Mos fennallasa esetén F (8 — 1. kpn — & — p + L)aloszlast. Ha a Haa vagy/és Haw
hipotézist elutasitjuk, akkor az el6z6 pontokéhoz hasonldéan vizsgalhatjuk az - vagy/és -hatasokat ill. azok
kiilonbségét.

2. Feladatok

(i) Tekintsiik az egyszempontos varianciaanalizis modelljében a paraméterek legkisebb négyzetek
modszerével kapott becsléseit.

(a) Mutassuk meg, hogy ezek maximum likelihood becslések!

(b) * Szamoljuk ki ezeket a becsléseket Lagrange-multiplikator modszerrel!
Tipp: Lasd 4. feladat (a) pontjat.
Valasz: Az Utmutato alapjan nyilvanval.

(if) Tekintsiik az egyszempontos varianciaanalizis csoporthatas-vizsgalatat, ahol
Qe =30 T (X=X g Qu = (X, =X )2
(a) Mutassuk meg, hogy @=/e” ~ x*(n — k)1
(b) lgazoljuk, hogy o teljesiilése mellett /@ ~ x*(k — 1), de ha Hu nem teljesiil, 2« nem x” eloszlasa!
(c) Adjuk meg 1u mellett €2, és €2 varhato értékét és szorasnégyzetét!
Tipp:

(a) A Fisher- Cochran-tételhez fiiztt megjegyzeés a szabadsagfokok heurisztikus szamolasarol alapjan itt a
szabadsagfok n — k, mert az n valdsziniiségi valtozot tartalmazo kvadratikus alakban £ becsult paraméter van.

(b) Ha H; fennall akkor (a) az pontbeli eredmény és Fisher- Cochran tétel kdzvetlen kdvetkezménye, mig ha
nem teljesiil, akkor ¢z nem 0 varhato értékii valoszintiségi valtozok négyzetének sszege.

(c) A alapjan szamolunk
Valasz:
(8) Az Utmutat6 alapjaan nyilvanvalo.
(b) Az Utmutato alapjain nyilvanvalo.
© EQu=(k—1)/c"D*Q, = 2(k —1)/0’EQ, = (n— k)/o"D*Q, = 2(n — k) /o

(iii) Adjunk maximum likelihood becslést a-re az egyszempontos varianciaanalizis modelljében! Torzitatlan
lesz-¢ becslésiink?

Tipp: Az el6z6 feladatban szerepld (2u és €. fiiggetlen kvadratikus alakok alpajan szamoljunk.
Valasz: = ((Ja + ©.)/7 ami torzitott becslés.
(iiii) Mutassuk meg, hogy az egyszempontos varianciaanalizis csoporthatas-vizsgalata
(a) likelihood-hanyados probal
(b) a kétmintas t-proba altalanositasa tobb mintara!
Tipp: Valgjaban F-proba.

Valasz:
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diszkrét valtozd. xTsoyortositsuk a mintat az értékei szerint. Alkalmazhatjuk-e az egyszempontos
varianciaanalizist és  fliggetlenségének tesztelésére?

Tipp: Vizsgaljuk meg milyen hipotézist tesztel a varianciaanalizis!

Valasz: Csak a varhato értékek azonos voltat teszteli, nem a fiiggetlenséget.

kiséré valtozo esetén: Yi = b;a + dic + &5, ahol @. ¢ paraméterek, bi-k tervezett hatasok, @i-k kiséré valtozok,
g~ N(0,0%) i=1..... n fiiggetlen hibak.

(a) Adjunk becslést a paraméterckre a legkisebb négyzetek modszerével!
(b) Konsturaljunk likelihood-hdnyados probat a 1 : ¢ = U hipotézis tesztelésére!

Tipp: Vegyiik észre, hogy a feladat fiiggetlen a kovarianciaanalizis modelljétél, egyszerli kétvaltozos lineéris
modellrél van szo.

@ A

n

i Vb, = a ibf + f:ibﬂff Z Yid, =a is,,-az- + fszrf;’
i=1 i=1 =1 =1 i=1 =1

normalegyenletet kell megoldani.

(b) AMuy ..., Un) probafiiggvény
Ay yn) = S (y — by — edy)*\ "
Hr-oes Yn Z:’ N — ih; )2

alaku lesz (1. 6.4 feladat (e) pontjat)

Vilasz: Az Utmutatok alapjan nyilvanvalo.

t=1..., r,i=L..., n;, ahol €1.....¢ és a paraméterek, Tii-k (determinisztikus) kisérd valtozok,
) fiiggetlen hibak.

(&) Adjunk becslést a paraméterekre a legkisebb négyzetek modszerével!
(b) Mutassuk meg, hogy a fenti modell a kovarianciaanalizis egy modellje.
Tipp:

Valasz:

3. Tesztek
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1. EIméleti hattér

1.1. Diszkriminanciaanalizis

Jelen feladatban objektumokat szeretnénk a rajtuk végrehajtott tobbdimenzids megfigyelések alapjan elére adott
osztalyokba besorolni. Példaul pacienseket klinikai- vagy pszichiatriai teszteredményeik alapjan szeretnénk
beteg- ill. kontrollcsoportba, vagy tobbféle betegcsoportba besorolni; vagy egy 0j egyedet mért értékei alapjan
valamely ismert fajba akarunk besorolni. A médszert ugy kell elképzelni, hogy elsé 1épésben egy un. tanulo-
algoritmust hajtunk végre. Az objektumoknak kezdetben 1étezik egy osztdlybasorolasa. Ezt uigy adjuk meg,
hogy a megfigyelt tobbdimenzios, folytonos eloszlasu valosziniiségi valtozé komponensein kiviil bevezetiink
egy, az osztalybatartozasra jellemzdé diszkrét valoszinliségi valtozot, mely annyiféle értéket vesz fel, ahany
osztaly van; ez utdbbit egy szakértd a mérésektol fiiggetlentil allapitja meg. Az egyes osztalyok adatai alapjan
diszkriminalo algoritmust készitlink, és megnézziik, hogy az algoritmus szerint melyik osztalyba keriilnének
eredeti objektumaink. Amennyiben a téves osztalybasorolasok szdma nem tul nagy, Ggy tekintjik, hogy az
algoritmus altal adott diszkriminalé fiiggvény a tovabbiakban is hasznalhaté az adott csoportok elkiilonitésére.
A tényleges osztalyozas figyelembevételével bevezetjiik a kovetkezdket. Jelolje i az osztalyok szamat, tovabba

a. jeldlje az egyes osztalyokhoz tartozé P -dimenziés mintaclemek siirtiségfiiggvényét f1(x)... .. fr(x)
(abszolut folytonos eloszlasokat feltételeziink);

b. jelolje m1: - - - Tk az egyes osztalyok a priori valosziniiségeit;

Az a.-beli siiriiségeket osztalyonként becsiiljiik a mintatakbol, a b.-beli a priori valoszinliségek pedig lehetnek az
egyes osztalyok relativ gyakorisagai. {gy vissziik bele *‘tudasunkat" az alabbi algoritmusba. Ha mar adva lenne
a P-dimenzids mintatér egy ¥ = &) U - - U X} particidja, akkor a x € X mintaelemet akkor soroljuk a J-edik
osztilyba, ha * & X, A cél az, hogy a legkisebb veszteséggel jard particiot megkeressiik. Ehhez jeldlje i 20
(2.0 = L.... k) azt a veszteséget, ami akkor keletkezik, ha egy i-edik osztalybelit a j-edik osztalyba sorolunk (a
veszteségek nem feltétleniil szimmetrikusak, de feltessziik, hogy 7 = U), és legyen L az i-edik osztalybeliek
besorolasanak atlagos vesztesége (rizikdja):

ahol Osszegeztiik a veszteségeket azokra az esetekre, mikor az :-edik osztalybelit az l......%. osztalyba
soroltuk. Most nem az egyes i veszteségeket, hanem az

&

I = Z ¥ .Ir,f

i=1

dtlagos Bayes-féle veszteséget (rizikot) minimalizaljuk.

ke k L k e )
L = Zﬁfz [ i () dx = Z [ Zfrf?'f_jff(x]ffx = — Z / S;(x)dx,
i=1 4§ 1A P 1A 5 ; LA
ahol az
Si(x) = —[mrfi(x) + -+ mry fr(x)]
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(i=1..... kyedik diszkrimindlé inS;rmansnak nevezziik, és argumentumaban az x mintaelem szerepel
. A negativ el6jel miatt -k ndvekedése az atlagos veszteség csokkenését eredményezi, azaz a

koo,
Z/ Si(x) dx
S

s s

Célszertinek tlinik tehat egy x mért értékekkel rendelkezd objektumot abba az osztalyba sorolni, melyre
diszkriminalé informansa a legnagyobb értéket veszi fel. Ennek az eljarasnak a jogossagat a kovetkezd tétel
biztositja.

8.1.1.1. Tétel. Legyen az X' mintateér AT U UL particidja olyan, hogy X © T bo1 Si(x) = Si(x)
kévetkezik az sszes? 7 4 indexekre (7 = 1..... k). Akkor az X1 ... XY osztalyozdssal az I dtlagos veszteség

minimalis lesz.

A tétel allitasa az alabbi lemma kozvetlen kdvetkezménye.

8.1.1.2. Lemma. Legyenek #i.-- .. GxRF-n értelmezett valds ﬁtggvenyek Legyen BY = X U---UX, q p-
dimenziés euklideszi tér egy particicja. Tegyiik fel, hogy az B = < AT particiora teljesulnek a
gi(x) = g;(x)., ha xe A’ Vj#i i=1,..., k

egyenlotlenségek. Ekkor

i[" = iﬁ e (1)

A Lemma bizonyitasat egy &bra szemlélteti (Id. [5] 306. o. 2.1. 4bra). Jelslie {4(X) az A C B” halmaz
indikatorfuggvényét! A (8.1)-beli egyenlétlenségek miatt

Z Fay (x)gi(x) = . 111mc* gi(x) = Z T, (%) i(x). (1)

?7?

mintatér felosztasa diszkriminal6 informansokkal
A (8.1) egyenlétlenség (8.2) integralasaval adodik.
Megjegyezziik, hogy az alkalmazasokban az optimalis particiot a (2.4) egyenl6tlenségek segitségével

definialjuk. A partici6 nem egyértelmi, ha van olyan ¢ # J indexpar, hogy g:(x) = g;(x egy nem-0 mértéki
halmazon. Ilyenkor ezt a halmazt tetszGlegesen oszthatjuk fel <" és <% kozott.
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A 9i(x) = 5i(x) helyettesitéssel adodik a tétel allitasa.

Most néhany egyszeriisitd feltevést vezetiink be. Ha az "ij veszteségekre nincsenek adataink, €s az dsszes téves
besorolast egyforman akarjuk biintetni, akkor jobb hijan az i = l{z # j) &s i = O valasztassal éliink. Ezzel

e

J‘.
-"’T_;(-‘C) = = Z Hﬁf‘i_;'fi(x) = - m fi(x) = — Z ﬂiJri(x)'l'J’T_j.lfjj(x] = H_jJr_;'(x)+f’-
i=1

i=1 i

ahol a ¢ konstans nem fiigg /-t6]. Valojdban tehat az x mért értékekkel rendelkezé objektumot az l. osztalyba
soroljuk, ha

mhi(x) = x| m; f5(x).

Tegyiik fel, hogy az egyes osztalyoknak kiilonb6zé paramétert, P-dimenzids normalis eloszlasok felelnek meg.
Azaz, ha X € Ny (m;. C;) akkor

1
(2m)P/2|C| 12 ‘

,—.l_,[x—m‘,-)TC‘l._ltx—m‘,-)‘

.Jr_j(-‘i) =

Tekintsiik az osztalybasorolas alapjat képez6 i fi(x) mennyiségek természetes alapu logaritmusat, a logaritmus
monoton transzformacié 1évén ez ugyanarra a J-re lesz maximalis, mint az eredeti kifejezés, st az Osszes .J-re

W

% e . . ’ ’ ’ . . . 1k , ! o gesgses ’
kozos In zmr 2461 is eltekinthetiink. Az igy kapott modositott J-edik diszkriminalé informanst Si-vel jeloljik, és
alakja miatt kvadratikus diszkriminancia szkérnak is szokas nevezni:

1 1
Sjlx) = ) In|C;| - E(X - m_;)TC;' (x —my;) +Inm;.
Ha a kovarianciamatrixok azonosak: C; = +--= C;, = C, akkor S4x) b8l a j-tol fiiggetlen —LtIn|C|g

. T
kvadratikus alak kifejtésében fellépd, 1-t61 ugyancsak fiiggetlen —3x'C7'x

linearis fiiggvényeként irhat6. Ezt nevezziik linedris informdnsnak:

rész elhagyhatd, a maradék pedig x

1
ST(x) = mTC_'x — ;m_TC_'mJ- +1n ;. (1)

?77?

Eljarasunk tehat a kovetkezd: minden osztalyra kiszamoljuk az S70¢) grteket (7= 1. - k], és objektumunkat
abba az osztalyba soroljuk, amelyikre az S57(%) linearis informans értéke a legnagyobb. A 115 Tétel garantalja,
hogy ekkor atlagos veszteségiink minimalis lesz. Amennyiben csak két osztalyunk van, objektumunkat az x
megfigyelés alapjan az elsé osztdlyba soroljuk, ha SY(x) = SY(x) | kiilsnben a masodikba. Azaz az
SY(x) — S3(x) kiilonbség eldjele fogja eldonteni az osztalybatartozast. De

ST(x) — SHix) = Lix) — e,
ahol (8.3) alapjan

L(x) = (m] —m!)C 'x és

|
r a(mTC_'m| —m!IC 'my) — Inm + Inm,.
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Elméleti és empirikus
diszkriminanciafiiggvény 2 dimenzidban

A fenti L(x)-et Fisher-féle diszkriminancia fiiggvénynek is szoktik nevezni, és ennek alapjan déntjiik el az
osztalybatartozast: ha (%) = ¢ akkor objektumunkat az elsé, ha pedig (X) < ¢ akkor a masodik osztalyba
soroljuk. Az () lineéris kifejezésben az egyes : valtozok egyiitthatoi egyfajta sulyokként is szolgalnak, azok
a valtozok fejtik ki a legerdsebb hatast a két csoport diszkriminaldsdban, amely a legnagyobb sullyal
szerepelnek. Ha az atlagos veszteséget akarjuk minimalizalni, normalis eloszldsu mintdk esetén a fenti eljaras
keresztiilvihetd az egyes osztalyokban szamolt empirikus kovarianciamatrixokkal és az osztalyok relativ
gyakorisagaival becsiilt apriori valdsziniségek segitségével. Létezhetnek azonban Uin. latens osztalyok (pl. egy
ujfajta betegség, ujfajta faj), ami ronthat a modszer alkalmazhatosagan. Sziikség van ezért kiilonféle
hipotézisvizsgalatokra. P1. két osztaly esetén, az elsé osztalyba vald besorolhatosag a

T — [(my; —m;)"C (X — m,)]?
!

a (mz — m)TC'(m: —m,)

~ (1) (1)

?7??statisztikaval, mig a masodik osztalyba valo besorolhatosag a

o [my —m)TC X —my))?
I, =

N (mz — m)T"C~H{mz — m,)

~ (1) (1)

?27statisztikaval  tesztelhetd, ugyanis ha X~ Np(m,, C) ., akkor €7 (X —my) ~ N (0.C7Y)
, lmy — H_llleC_l (X __m,;'j ~ N0, (m; — m;)"C~ (m; — m, ), s utobbinak standardizaltja lesz a (8.4)- ill.
(8.5)-beli 1 statisztika (7 = 1.2),

Ha mind 71, mind 7% szignifikansan nagyobb az 1-paraméterti X -eloszlas adott (pl. 95%-os) kvantilisénél, akkor
egy latens harmadik osztaly jelenlétére gyanakodhatunk.

Szamitsuk most ki két P-dimenzidés normalis eloszlasu, azonos C kovarianciamatrixi minta esetén a helytelen
osztalybasorolasok valdsziniiségeit! Az egyszerliség kedvéért legyen most két egyforma népességli mintank,
azaz az apriori valoszinliségekre a M = Tz = 1/2 feltételezéssel éliink. A szamolast nem részletezziik, ebben az
esetben a veé¢geredmény meglepden egyszerti:

Legyen
o = (m, — mz)TC_l(ml — mg). (l)
??7?

Ekkor mindkét tipust hibas osztalybasorolas valosziniisége:

P=1-90 !
= - 50’.

Ez nem meglepd, hiszen a (8.6) szerint o annal nagyobb, minél tavolabb vannak egymast6l a két csoport
,,standardizalt" varhato értékei. A diszkriminald informansokban szerepld paramétereket a mintabol becsiiljiik,
minél tobb a paraméter, annal pontatlanabb az egyes paraméterek becslése; azt is mondhatjuk, hogy a
paraméterek a konkrét mintdhoz vannak adaptdlva. Ezért, ha az eljaras rizikdjat a nem megfeleld osztalyba

114
XMLmind XSL-FO Converter



Kontingenciatablak elemzése:
diszkriminanciaanalizis,
korrespondenciaanalizis,
informacioelmélet

sorolt egyedek szama alapjan az alabb ismertetendd mdodon becsiiljiik, a valodi veszteségfiiggvénynél kisebb
torzitott becslést kapunk. E torzitas kivédésére alkalmazzak az 0n. cross-validation (kereszt-kiértékelés)
modszert: a paramétereket a minta egy része (60% a szokasos hanyad) alapjan becsiiljiik, mig az osztilyozas
mindségét a paraméterbecslésben fel nem hasznélt mintaclemekkel teszteljikk (40%). A torzitas csokkentésére
Tukey [] javasolt egy szellemes - altala jackknife-nak (bicskanak) nevezett, nagy szamolasigényi modszert.
Ezt a modszert az algoritmikus modellek fejezetben ismertetjuk

1.2. Korrespondanciaanalizis

Ebben és a kovetkez0 paragrafusban minden eloszlas diszkrét és véges, ezt a tovabbiakban kiilon nem emlitjiik.

A korrespondanciaanalizis kategorikus valtozok kozti kapcsolatok elemzésére szolgadl a valtozd-kategoriak
metrikus megjelenitése alapjan. Kategorikus, mas néven kvalitativ valtozo alatt olyan diszkrét eloszlasu
valosziniségi valtozot értiink, amely véges sok értéket vesz fel, és az értékek altaldban nem nagysagrendet
tiikroznek, hanem csak a valtozo lehetséges értékeit kodoljak (pl. a hajszin valtozd széke, barna, fekete, voros
értékei az 1,2,3,4 szamokkal kodolhatdk). A Tananyagban csak két kategorikus valtozot vizsgalunk, az adatok
kontingenciatabla (gyakorisdg- vagy rekativ gyakorisadgtabla) formdjaban vannak megadva. A probléma a
kovetkez6: az X ¢és YV diszkrét valdszinliségi valtozok n ill. m kiilonboz6é kategoériat tartalmaznak, az
egyszeriiség kedvéért jelolje értékkészletiiket az {L2.....nb Il az {1.2.....m} halmaz. X és ¥ nem
figgetlenek, értékeiket nem specifikaljuk, célunk éppen az értékek alkalmas megvalasztasa lesz. Egy.kézés
megﬁgyelesukre Vonatkozo minta alapjan adva van egy n X m -es kontmgenczatabla az J;; un.

crey

relativ gyakorisagokhoz jutunk. Ezeket tekinthetjiik a két diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozo (az egyik n, a
masik m kiillonbozo értéket vesz fel) egyiittes eloszlasanak, és fi-rel jeloljiik. Ugyancsak T jeloli az "ii szamok
alkotta n x m-es matrixot. Jelolje

p=r, (t=1,.... n) il g =r; (G=1... m)

a peremeloszlasokat (azaz az egyes kategoriak valoszintiségeit), ezeket roviden P-nek ill. €2-nak fogjuk nevezni,
az elemeiket fédiagonalisként tartalmazé n x n-€s ill. m x m-es diagondlis matrixokat pedig P ill. Q jeloli.
Célunk a kontingenciatablanak valamilyen alacsonyabb rangu tablaval vald kozeliése. Ehhez a kanonikus
korrelacidanalizisnél leirtakhoz hasonléan keresiink olyan, értékeiket a - ill. €2-eloszlas valdsziniiségei szerint
felvevo, egységszorasu, paronként korrelalatlan valosziniiségi valtozokat, Gn. faktorokat Gigy, hogy a megegyez6
index(i faktorok korrelacidja maximalis legyen. Ilyen mddon a kontingenciatabla elall a faktor valosziniiségi
valtozok értékei (szkorok) diadszorzatainak sulyozott 6sszegeként. A legnagyobb sulyok koziil bizonyos szamut
megtartva a kontingenciatabla egy alacsonyabb rangt kozelitését kapjuk.

Mi csak a 2 rangu kozelitéssal foglalkozunk, ami visszavezethetd a Rényi-féle maximdalkorrelacio feladatara:
adott két kategorikus valtozo egyiittes eloszlasa (egyiittes relativ gyakorisaga, azaz egy n x m gyakorisagtabal).
Keressiik azokat az @ és  valos szamértékii véletlen vektorokat, amelyek marginalis eloszlasai megegyeznek az
adott kontingencia tébléb()l szémolt marginélis eloszlésokkal és az egyﬁttes eloszlés alapjén szamitott

(117).

Latni fogjuk, hogy ezen véletlen vektorok egyiittes eloszlasa az eredeti kontingenciatabla 2 rangu kozelitése. Ha
az itt targyalt modszerrel magasabb rangu kozelitéseket is szdmulunk, akkor ezek "egyiittes eloszlasaban"
NEGETIV valosziniiségek is eléfordulhatnak. A feladat pontos leirasahoz jeldlje @ ill. 5 a sor- ill. oszlop-
faktorokat (! = 1.2....min{n.m}) A faktorok szorasara és korrelalatlansagara tett feltevések azt jelentik,

hogy
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Epogog = Z oy(F)age(i)p; = S (1.I'=2... min{n,m}),
i1
Eq b = Z S B (3 = S (I,I'=2... min{n,m}),

=1

ahol & a Kronecker-delta, 2:(#) ill. 5i(7) pedig az oy ill. 5 valoszintiségi valtozok ps ill. 9; valoszintiséggel
felvett értékei. A cél az oy, H parok egymdsutini meghatarozasa oly moédon, hogy az elézdekkel vald
korreldlatlansagi feltételek mellett

n i

Epogf = ZZ ovi(2) 57 )mig (I=1....min{n, m}) (1)

i1 =1

???maximalis legyen. A korrespondanciafaktorok ! > 1 esetén egységszorasuak, kés6bb pedig latni fogjuk, hogy
varhato értékiik 0, ezért (8.7) egyben az azonos indexii faktorparok kozti korrelaciét is jelenti. Az I = 1 esetben
ad6do faktorpar tagjaitol nem koveteljik meg, hogy 0 varhatd értékiiek és 1 szorastiak legyenek, de (8.7)
ezesetben is maximalis. A megoldéashoz egy v, 7 valtozopart a kovetkezd transzformacionak vetiink ala:

wli) = po(i), (i=1,..., n)
gld) == ap), (G=1.... )
Jelolje X = (L) ooz(m) Iy = (w(L). ... y(m))" a fenti komponensekbdl allo vektort. Amennyiben &

ill. Zjeloli az v ill. 7 valoszintiségi valtozok felvett értékeibdl allo n- ill. m-dimenzids vektort,

a=P x il g=Q 'y,

AZ o, 7 valosziniiségi valtozokra tett (1.1) feltételek miatt|[X/[=1 és[|¥|=1. A maximalizalandé (8.7) kifejezés
pedig:

n M T M

Epad = ZZ a(@)Bf)ry = ZZ (w(s) \f.fT\f’_ Xy

i=1 §=1 i=1 =1

alakban irhatd, ahol az n x m-es It matrix a kdvetkezo:

B =P "RQ

Keresendd
_ a_ _ T
max  Epafd= max x By.
Epa?=1.Egi%=1 ||l]|=1.[|¥[|=1

Az 158. Tetel alapjan az utobbi kifejezés maximuma a B matrix legnagyobb szinguldris érteke, és felvétetik az
ehhez tartozo sajat bazisparon, jelolje ezeket ui ill. vi. Igy

oy = 'F'—I,--'2]_lI il —jl — Q—I,-'gvl

lesz az elsd Osszetartozé faktorpar. Konnyii latni, hogy &1 =1, 51 =1 és s1 =1, ui. a Cauchy- Schwarz
egyenlotlenseg miatt ]E; :af =1 | ugyanakkor az azonosan 1 értéket felvevd  , Z parokkal
Epaf =370, 30 L teljesiil. Az a1, 1 faktorokat trividlis faktoroknak is szoktik nevezni, varhatd
értékiik 1, szorasuk 0, kovar1anc1ajuk is 0. A tobbi faktor korrelalatlansaga veliik éppen azt jelenti, hogy azok
varhat6 értéke 0. Tekintsiink egy ilyen e, & part. Ezekre tehat

Epa =0, Dpo =Epa® =1, Eg 8 =0, ]D?'fb,.?’ =Egy5° = 1.

Tekintsiik most velikk egy szekvencidlis feltételes szélsdértékkeresési feladatot, melybdl csak az elsd 1épést
adjuk meg: keresend6
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x' By.

max - Epad = Max
Epa=0,Eqf=0Dpa=1 T =1 [|=][ =1, |y || =12xTwy =0, Tvy =0

Ismét a 158. Tételre hivatkozva adodik, hogy a maximum a B matrix masodik legnagyobb szingularis értéke, =,
és az Uz, vz sajat bazisparon vétetik fel. Ezek transzformaltjai lesznek az

a, =P Pu, 1L 4 =Q Vv,

— ']

un. korrespondancia-faktorok. Az sz szam éppen a Rényi-féle maximal korrelacio.

1.3. Informacidelméleti moédszerek

crer

halmaz mindig véges. Az Q-4n definialhat6 Gsszes eloszlasok csaladjat P(2)-val jeloljiik.

A vizsgalt eloszlasok tipikus példaja, a d-szempontos osztalyozas, amikor a valdsziniiségek a «/-dimenzios
tombbe vannak rendezve. Az i-edik szempont kategoridinak szamat jelolje 7, ekkor az €1 elemei

w=(f1---. Ja). 1= hErnl=gSra...., l<ja=ry

alakiiak; ezeket szoktik cellaknak nevezni. Az X(w) = X(ji....j4) cellagyakorisagokbol alllo mitat d -
dimenzios kontingenciatablanak, pontosabban 71 * Tz, X - - - ¥ 7y méretii tablanak nevezziik.

8.1.3.1. Definicié.  (Marginalis eloszlas.) Megjegyezziik, hogy az elnevezés a latin ,,margo" (genitivus:

marginis) szobol szdrmazik. Tetszéleges 7 < {l.....dlazx kontingenciatabla, illetve egy P < D(Q) eloszlas ¥
-margindlisin azt a i 7i-dimenziés X vektort, illetve p" vektort értjiik, amelynek XM (i ee s 711), illetve
P ) komponensei mindazonlx(v«‘], illetve p(w) elemek Gsszegével egyenlék, melyekre w = (71.- .. Ja)
-nek 7-beli indexii koordindtdi rendre *1+- - -+ *nl. Ha || = k. akkor k-dimenziés marginalisrol beszéliink.

A fenti formalis definicié nehezen érthetd, de az alabbi, ad = 2, 71 = 312 = 3 esetet illusztrald tablazatokbdl

kitiinik, hogy valdjaban csak egy jolismert fogalom altalanositasanak kissé nehézkes, de elkeriilhetetlen
formalizalasarol van szo.

A konnyebb olvashatosag kedvéért a valdszinliségeket szazalékban adjuk meg. A 8.1 Tablazat egy
hiromdimenziés eloszlas tablazata, a szemléletesség kedvéért gondoljuk az : és J koordinatdk altal
meghatérozott 3 » 3 (:-vel és j-vel indexelt tablazatokat 3 vizszintes rétegnek, mig a k index az egyes rétegek
magassagat jelzi).

N N N Y Y Y
nl 2152 1131 4 6 |15] 6
= L] 3|4 : 5| 2 31912
da | 1 1 1 1 1 L 31313

[ olelalilalalilalal

Haromdimenzios eloszlas???

A 8.2 Tablazat az eredeti haromdimenzios eloszlas (7. k) kétdimenzios marginalisat illusztralja: a 7 indexre
ossszegziink 9 rogzitett (7- k) parra.

Ll il
ol 4197
ko |l 4| 0| T
ks || 12 27| 21

Marginalisok???

Végiil a fenti kétdimenzidés marginalis eloszlas elemeit a k index szerint Osszegezziik (ami ekvivalens azzal,
hogy az eredeti eloszlas elemeit a 1 és a k indexekre dsszegezziik minden rogzitett ¢ értékre).

117
XMLmind XSL-FO Converter



Kontingenciatablak elemzése:
diszkriminanciaanalizis,
korrespondenciaanalizis,

informacioelmélet

Osszegzett marginalisok

Ennek a paragrafusnak az a célja, hogy a tdbbdimenzds gyakorisagtablazatok mogotti eloszlast minél kevesebb
paraméterrel irja le informacidelméleti modszerek segitségével. A Dbecslési feladatoknak két tipusat
kiilonboztetik meg .

Kiilsé feltételekkel meghatarozott feladatok. Ebben az esetben feltételezziik, hogy az X minta 7 valodi
eloszlasa egy JF eloszlascsaladhoz tartozik. A p € JF eloszlas meghatdrozasanak altalnosan elfogadott médja,
hogy megkeressiik azt a p* € F eloszlast amely az aldbb ismertetett eltérések valamelyikének értelmében
legk6zelebb van a Px empirikus eloszlashoz. Ugyanez a modszer a 121 Lemma alapjan alkalmazhatoé annak a
hipotézisnek a vizsgalatara, hogy az X minta szarmazhat-e egy F-beli eloszlasbol.

Belso feltételekkel meghatarozott (modellalkotisi) feladatok. Itt az X mintaban foglalt informaciot kevesebb
adattal, altalidban bizonyos 51 - .- S, statisztikak mintabeli atlagaival kivanjuk reprezentalni. Ha ,,ismereteink
mintavétel el6tti allapotat" 4 & D(L2) eloszlas jellemzi (ennek legtdbbszor az £1-an értelmezett egyenletes
eloszlast vessziik), akkor az

F = {p : Z_u(w]h',—(w] = Z px(w)Si(w), i=1...., f'} (1)
weh we}

?77?
eloszlashalmazhoz legkdzelebbi P* eloszlast tekintjiik a modellalkotasi feladat megoldasanak.

1.3.1. Eloszlasok eltérése

Az eloszlasok egymastol valo eltérésére szamos, az informacidelméletben hasznalatos mérészam ismeretes,
ezek altalanositasat az (n. f-eltérést Csiszar Imre vezette be (1. [9]) 1967-ben.

Miel6tt ratérnénk az informacidés geometria targyaldsara itt kozoljiik az ehhez kapcsolodd feladatokban
sziikséges Jensen-egyenl6tlenséget.

8.1.3.1.1. Tétel (Jensen-egyenlétlenség.).  Legyen /() (r € &) valés értékii konvex fiiggvény, X pedig egy
valdsziniiségi valtozo. Tegyiik fel, hogy E(X) és E(f (X)) léteznek. Ekkor
E(f(X)) = f(E(X)). (1)
Legyen /() a pozitiv félegyenesen értélmezett konvex fiiggvény, amelyre /(1) = 0 és legyen megallapodas
szerint
F(0) = Tim f(n). n_r(%] — - lim £

u—rl U—F OO H

8.1.3.1.2. Definicié (f-eltérés). Terszéleges P € P(Q) g5 a € DKL) eloszldsok f-eltérésén a

Drtpll) =3 e (A2 1)

2"\ @)

mennyiséget ertjiik.
A tananyagban ./ (#)-t haromféleképpen valasztjuk meg:

* (i) f(u) = [u—1
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* (i) S () = (u— 1)
* (iii) flu) =ulogu
1 nfur) — afew )2
Az (i), (ii) es (iii) fuggvényeknek rendre a > IP(w) — alw)| variacios tavolsag, a Eu‘ rf(wl(p(wj a(w))
Pearson-féle x~ -eltérés, illetve a
Dy(pllg) = plw) 1% (1)

we}

?2??Kullback- Leibler-féle ,,diszkriminalé informacid" (ezt a rovidség kedvéért a tovabbiakban egyszeriien
divergencianak nevezziik) felel meg.

8.1.3.1.3. Lemma. ¢(plla) 20 ha flu)az v = 1 pontban szigoruan konvex, akkor az egyenléség csak P = 4
esetén teljesiil.

Bizonyitas Lasd 7??? Feladat.

A fenti Lemma allitdsabol nem kovetkezik, hogy az f-eltérés tavolsag, mert altalaban sem a szimmetria, sem a
haromszodg egyenldtlenség nem teljesiil. A felsorolt 3 eltérés koziil csak az (i) variacios tavolsag valodi tavolsag.

Jelolje 1'(P) a p eloszlas tartéjat:

T'(p) = {w: plw) > 0}.

Nyilvanvald, hogy D{p[|a) akkor és csak akkor véges, ha 1'(p) C I'{a),

A kovetkezd Lemma lehetdséget teremt az f-eltérések statisztikai probakban torténd felhasznalasara.

8.1.3.1.4. Lemma. (Az f-eltérés és a Y -eloszlas kapcsolata) Ha az eltérést definialé J () fiiggvény az u = 1
pontban szigoriian konvex, az v = 1 pont egy kornyezetében kétszer folytonosan differencialhato, és (1) =0

akkor az egymashoz kozeli P és 1 eloszlasok f-eltérése a O -eltérésiik egy konstansszorosaval kézelithetd,
pontosabban barmely = = (-hoz van olyan 4 = 0, hogy

(I"(l) )Z (plw f;(uﬂ < D(pllo) <

I'”(l (p(w) — a(w))*
5( ); q(w)

halp(w) —g(w)| = dg(w) minden w € Q-ra.

(1)

A Lemma feltétele teljesiil a divergenciara.

A kontingenciatablazatok elemzésekor alapfeladat az, hogy egy megkeressiik egy + S D(£2) eloszlascsaladnak
adott © eloszlastol legkevésbé eltérd elemét. Ezt kétféleképpen tehetjiik meg.

8.1.3.1.5. Definicio (Vetiiletek).

I-vetiilet Egy 7 € D(Q) eloszlagsnak F € D) eloszlashalmazra vonatkozé I-vetiilete az a P* € F eloszlds,
amelyre

Dip|la) = 11111F1 D{p|lg) < nc. (1)
P,

L-vetiilet Egy P < D(Q) elosziagsnak F € DY) eloszlashalmazra vonatkozé L-vetiilete az a 0° € F eloszlds,
amelyre

Dip|lla") = 11111F1 D{p|lg) < nc. (1)
€.
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Az 77? feladatban fogalmaztuk meg a kovetkez6 lemma egyik allitasat.

oy e Pl
Mieldtt a lemmét kimondannk vezessiik be a P4(#) ™= 73 haw € Apa(w) == 0. haw & A jeldlést, és analog
modon a 74(«) jeldlést is.

8.1.3.1.6. Lemma.

Legyenek, ... .- A az O valbsziniiségi tér pdronként diszjunkt részhamazai melyekre Ji 124 = (teljes
esemeényrendszer). Ekkor tetszéleges P és 7 eloszlasokra:

- A,
Dy(plle) = > alAd) S (i;ﬁ&) : (1)

i=1

Egyenléség akkor érvényes ha Pa; = 44; minden olyan i-re, amelyre p(Ai)gAi) > 0.yq f szigorvuan konvex,
akkor az egyenloségnek ez elégséges feltétele.

A fenti Lemma Iehetévé teszi, hogy egy 7 eloszlasnak meghatarozzuk az I-vetiiletét egy specialis
eloszlashalmazra; nevezetesen azon eloszlasok halmazara, amelyek szerint egy Ai.-...- 1. teljes
eseményrendszer elemeinek valosziniiségei adottak:

Fip: plA) =m}. (1)
2777
8.1.3.1.7. Tétel. (Jeffrey-szabdly.) Ha @(“1i) = O minden i-re, amelyre ™ # U
min D(pllg) = D(p"[la) = ;@'(-lijf (q&]) .
ahol
e _ i w
p(w) :;(-’h-)qt )

minden w € 1-ra.

Vegyiik észre, hogy ebben az esetben az I-vetiilet nem fligg az eltérést meghatarozo fiiggvénytdl; ez altalaban
nincs igy.

A Jeffrey-szaballyal egy specialis kiils6 feltételekkel megadott feladatot oldunk meg, ugyanis ha 7 = Px, akkor
P* az (8.16) F eloszlascsalad Px-hez legkdzelebbi eleme lesz a becslés eredménye. Ugyanakkor a Jeffrey
szaballyal kapott P* becslés teljesiti a belsd feltételekkel megadott feladat (8.8) egyenléségét is.

Minimalis diszkriminalé informacié modszernek (MDI) nevezziik azt az eljarast, amikor a becslés az F
eloszlascsaladnak a 7 eloszlashoz Kullback- Leibler értelemben legkézelebbi P eleme

Most megmutatjuk, hogy a polinomialis eloszlas e az empirikus eloszlas divergencia szerinti L-vetiilete a
polinomialis eloszlasok halmazara. Minden w € £2-ra az w kategdriaba es6 elemek szama legyen X(w), az X(w)

T . _
komponenseibdl alkotott vektor az X minta, a mintaclemszam N =3 hea X(w).px = X

Ezekkel a jelolésekkel az X minta fliggvénye:
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_ . Xl_u)
Lipx) = log I_Ll_QK ..u]r H plw
= a(X) + ZX[:LJ\] log p(w)
we
= a(X) — N Z Xiw _E.th]f_; — l:l)
weD?

a(X)— N ZX(w gaxln;_,

we?

hiX)— N ZK(.&J)px log

weh

ZX Jpx (w) log px (w)

( )
plw)

= b(X) — ND(px||p)

?77?

Ahol 2(X) ¢s b(X) csak a mintatol (a becsiillendd P paramétervektortol nem) fiiggd - igy a maximumot nem
befolyasolo fiiggvényeket jeldlnek.

A fenti egyenldségbdl adodik
ND(pxllp) = Lipx) — b(X).
tehat -(Px ) ugyanarra a P vektorra veszi fel a maximumat, amelyre V1 (px|IP) a minimumat.

Ez a becslési modszer a kiils6 feltételekkel megadott feladat megoldasat adja abban a specialis esetben, amikor
az JF eloszlashalmaz az {1 véges halmazon értelmezett 0sszes lehetséges eloszlast tartalmazza.

Ha 7 az £1-an egyenletes eloszlas, akkor a divergencia definiciojabol kdvetkezik

Dipllg) = Z_u(w] log p{w) + log €2,

L..':_Q

tehat az I-vetiilet most éppen az a I € -F eloszlas, amelynek a

H(p)=— Z plew) log plw)

well
Shannon-entr6piaja maximalis.

Ezért a rendkiviil népszerii maximalis-entropia becslési modszer specialis esetként tartalmazza az MDI-
mobdszert.

Az f-eltérés nem tavolsig, ennek ellenére bizonyos geometriai allitasok az f-eltérésre is igazak. Az
informacioelmélet geometriai megkdzelitése az elemi matematikai példatarardl jol ismert N. N. Csencov [8]

orosz matematikustdl szarmazik. Most megmutatjuk, hogy specialis ,,dualis" eloszlascsaladok esetén az f-
eltérésre teljesiil a Pitagorasz-tétel.

Legyenek 1. - ... S az 1 halmazon értelmezett tetszéleges valos fliggvények, és legyen S az azonosan 1
fiiggvény. Jelolje S azt az (7 + 1) * [€| tipust matrixot, amelynek i-edik sora Si(w), ¢ = 0.. ... r

Az S matrix segitségével két eloszlascsalddot definidlunk.

8.1.3.1.8. Definicio. (Linedris és exponencidlis eloszldscsaldd.) Legyenek Pu € D(12) ¢s a0 € DI(12) tetszoleges
eloszlasok. Az

L= L(S.py):={p: Sp= Spy} (1)
eloszlascsalddot az S mdtrixhoz és Pu eloszlashoz tartozo linedris eloszlascsaladnak nevezziik. Az

E=E(S.q):={g: g=qoexp(S )} (1)
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S doexp(ST7) a dolw) exp(Yoi Sy cxp(STr) € D(QSL dll6 vekiort jelenti, és + befutja mindazokat az
-dimenzty ;.. 'r;rokat amelyekre , exponencidlis eloszldscsaladnak nevezziik. Ez azt
jelenti, hogy tetszblegesek és
-
m = —log Z:;U(;,-;) vxp(z Silw)m).
wel i=1
Vegyiik észre, hogy a definialo 4o eloszlas eleme £-nak a 7 = (7o = 0.7 = 0..... 7 = U) valasztassal.

A (8.18) definiciobol kovetkezik, hogy a linedris eloszlascsalad az B! euklideszi tér zart halmaza, mig az
(8.19) definicio alapjan lathatd, hogy az exponencialis eloszlascsalad nem zart (egy valdsziniiség tetszélegesen
kozel lehet 0-hoz, de nem lehet egyenld vele). A csalad lezartjat CUE(S. qu)-lal, vagy egyszertien clE-vel jeldljiik.

Jegyezziik meg, hogy minden 7 € € eloszlasra 1 () = T'(d0) és minden 7 € <1€ eloszlasra 1'(7) € 1'(ga)

Tovabba vegylik észre, hogy ha a (8.18) és a (8.19) definiciokban szerepld S matrixot wjabb sorok
hozzavételével egy S matrixsza egészitjiik ki, akkor

L(8.p) T £(S.py) és E(S.py) D E(S. o).
8.1.3.1.9. Tétel. (Az informdcios geometria Pitagorasz-tétele.) Tegyiik fel, hogy a (8.18) és a (8.19)

eloszlashalmazok metszete nem iires: £ M clE€ # W.Ekkor £-nek és £-nek pontosan egy P* kozos eleme van, és
erre

Dip|lg) = D(p||p*) + D(p*|lg). ha pe& L, g&clE, (1)
tovabba
= | 1w (1)

pe L

I'p) < T(qo)

és

pw) = golw) exp (Z .Hﬂ-(w]ﬁ) . hawe T'(p) (1)
0

ahol 7" = (7i....7")" alkalmas vektor.

Bizonyitas A Tananyagban altaldban nem kozliink bizonyitasokat, de a 126 Tétel érdekessége miatt a (8.20)
azonossagot bebizonyitjuk.

A divergencia definiciojabol kovetkezik , hogy tetszSleges 7 = o exp(STT) €K g5 ¢ =quexp(ST7) € E
eloszlasokra és a {(P) C 1'(a0) feltételt kielégits P < D(€2) eloszlasra

—p'8T (7 — 7).

' (w)
.” i — .” ! = Lt 1:"
(ella) = Dplld’) = Y _ plw) oz~

wel .
Ezért p € £, 1'(p) € T'(q90) esetén
Diplla) — D(plld) = fla.4') (1)
?22(azaz nem fiigg P-t6], had € €, 4" € £). Hataratmenettel adodik, hogy (8.23) akkor is igaz marad ha7 és4' a

b&vebb cl&-nek eleme, kizarva azokat a P-ket amelyekre P(p||q) = o¢ Most p* € LN E esetén ¢ szerepét 1~
nak adva a (8.23) egyenldségbdl adodik, hogy

D(pllg) — D(pllp*) = D(p*[lg) — D(p*[|p")

Mivel 2P |[p*) = 03 (8.20) egyenléséget bebizonyitottuk.

122
XMLmind XSL-FO Converter



Kontingenciatablak elemzése:
diszkriminanciaanalizis,
korrespondenciaanalizis,

informacioelmélet

Kiegészités. A £ 1 cl€ # I feltétel pontosan akkor teljesiil, ha 1'(7) € T'(q0),

8.1.3.1.10. Megjegyzés. A divergencia nemnegativ voltabdl kévetkezik, hogy a 17"} = £ M E halmaz egyetlen
eleme egyidejiileg a 1 eloszldas L-re vett |-vetiilete és a P-eloszlas £-re vett L-vetiilete.

1.3.2. A belso és kiilso feltételekkel meghatarozott feladatok részletesebb
elemzése

1. Belso feltételekkel meghatarozott feladatok. Legyen Px az X minta empirikus eloszldsa, 7o a mintavétel
elétti ismereteinket jellemzd eloszlas, és legyenek 51 - - - ¢ S, azok a statisztikak, amelyeknek mintabeli atlagait a
mar vazolt modellalkotasi feladathoz fel kivanjuk hasznalni. Ekkor a modellalkotasi feladat MDI-megoldéaséan a
fo-nak az

L =L(S.px) = {p:Sp=Spx} (1)

?2?linearis eloszlascsaladra vonatkozo P° I-vetiiletét értjiik. A tovébbiakban feltessziik, hogy /'(7) = €2, A 126
Tétel kiegészitése szerint a P* |-vetiilet létezik és egyértelmii.

Struktiralis 0-nak nevezziik a (8.24) eloszlascsaladra nézve azokat az w € £ elemeket, amlyekre minden
p € L eloszlasra P(w] = 0. Feltessziik, hogy az X mintaban nincsenek struktaralis 0-k. Ez a helyzet, ha minden
w € Q-ra az X(w) # 0, Ekkor a mar emlitett kiegészités szerint a P |-vetiilet az £ N € metszet egyetlen eleme,
(éppen a struktiralis 0-k hidnya miatt nem kell £ lezarasat tekinteni), és P* megegyezik a px£-ra vonatkozo L-
vetiiletével, azaz az ismeretlen eloszlas maximum-likelihood becslésével [1. (8.17)].

H az X kontingenciatablaban van struktiralis 0 akkor a modellalkotési feladat »* megoldasa csak a cl€-ben és
(@) golw) exp (Z Tu_) . ha we T(p%)
prw) = =

0, ha w & T'(p").

Az MDI-megoldéasként kapott * eloszlds akkor tekinthetd a #x empirikus eloszlas adekvat modelljének, ha a
Dipx||p*) divergencia kicsi, ennek kvantitativ mérésére az 121 Lemma nyujt lehetdséget.

Haaz X egyd © D(€2) eloszlasbol vett N elemii minta , akkor a (8.12) képlet alapjan:

. (X (w) — Ng(w))* : .
2N D(px|lg) ~ - . ha N — oc. 1)
xll) ~ 3= (
Itt a . jel azt jelenti, hogy a két oldal hanyadosa tart 1-hez. A jobb oldali tort aszimptotikusan 122 -1
szabadsagfoku v eloszlasu.

1. Kiilsé feltételekkel meghatarozott feladatok. Ezekben a feladatokban az MDI-modszer akkor célszeri, ha
az ott szerepld F eloszlascsalad egy L(S. 1) linedris eloszlascsalad. Ha feltessziik, hoy az X minta valamelyik
(ismeretlen) P € £ eloszlasbol szarmazik, ennek az eloszlasnek az MDI-becslésén a Px empirikus eloszlas £-re
vonatkoz6 P* I-vetiiletét értjiik, feltéve, hogy erre teljesiil r*) = Tipx), (Az Il-vetiilet (8.13) definiciojabol
kovetkezik, hogy Ty ci '(.Ux], azonban a valddi tartalmazas kizarhatd, mert ekkor az X minta biztosan nem
szarmazhatna a P* eloszlasbél.)

A 126 Tétel szerint a »* MDI-becslés Px helyett barmely 7 € E(S.px) £ re vonatkozo I-vetiileteként is
megkaphatd. Ez azt jelenti, hogy az adott MDI-becslési feladat eredménye nem valtozik, ha a Px empirikus
eloszlast egy korabbi MDI-becsléssel helyettesitjiik, feltéve, hogy abban a becslésben alkalmazott az £’ csaladot
definialo S’ matrix sorai benne vannak az S sorai altal kifeszitett altérben. (1. ??? Feladat).

Az MDI-becslés most is felhasznalhato a 7 € £ hipotézis tesztelésére, ugyanis a (8.25) formuldhoz hasonléan
adodik, hogy ha a valodi eloszlas #, akkor

2:~'n;-m||px1~2('Y(m.x;('f;’(w)]_- ha V= oc. (1)
wel : -
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27220t a Uy eltéd 7| — 1/ (u) =—logu wyasztassal kell szdmolni. A (8.26) képlettel definialt statisztika
aszimptotikusan szabadsagfokt eloszlast kovet. A 126 Tétel (8.20) képlétét alkalmazva a

k'ek[varianciaanaliizis]|bol ismert szorasnégyzet felbontast is kaphatunk:
AINDp(pllpx) = 2N Dp(p||p™) + 2N D (57| |px).

ahol az 6sszeadandok aszimptotikusan fliggetlenek, az els6 tag szabadsagfoka [T =1 - " mig a masodik tag
szabadsagfoka r azaz az £ lineéris csalddot definialé matrix nem konstans sorainak szdma.

1.4. Az I-vetlilet numerikus meghatarozasa

Ebben a pontban egyetlen modszert ismertetiink nevezetesen azt amelyik akkor alkalmazhatd, ha az £ linearis
csalad olyan £1. ... . L, linearis csaladok metszete amelyekre vald egyes I-vetiiletek explicite meghatarozhatok.
Ez a helyzet, amikor az eloszlascsalad bizonyos 7-marginalisok el6irasaval van megadva:

£—{p: " =5,y €T}

8.1.4.1. Tétel. Legyenek £1: ... L, linedris eloszlascsaladok, £ 1 Li és legyen o tetszéleges olyan
eloszlds, amelyhez taldlhaté a 1'(p) €1 (q0) feltételt kielégité p € L. Ertelmezziik a P1-P: - - eloszldsokat a
kivetkezé iteraciéval: P = o, és = 1,2, .. . esetén

proa pr_L-re vonatkozo I-vetillete,
ahol £, = £; ha n = kr 4.
Ekkor gn-nak £-re vonatkozo I-vetiilete:

* - *
p" = lim p;.
T—* DT

2. Feladatok

(i) Bizonyitsuk 120 Lemmat, azaz azt az allitast,

hogy ha az t definialé /(%) fiiggvény az u = 1 pontban szigortian konvex, akkor Dy(pllg) = U és egyenléség
csak akkor all fenn, ha = 4.

_ plw)

Tipp: Alkalmazzuk a et az /(4] fiigvényre, az X = valoszinliségi valtozora és a7 eloszlas szerinti varhato

értékre. Vegylik észre, hogy ebben a szereposztasban

wehd
Ha f(#)az u = 1 pontban szigortan konvex, és P # 4 akkor f(p/a) = 0 jgy E[f(X]] =0,
Vilasz:
(ii) Bizonyitsuk be a kovetkezd allitast.

Legyenek, 1. . .- A, az ) halmaz paronként diszjunkt részhamazai melyekre -1 A; = €2 Ekkor tetszéleges P
és 7 eloszlasokra:

" A,
Di(plla) > 3 a(A)f (f;ﬁ&) .

i=1

Az allitds szemléletes tartalma az, hogy a durvitott eloszlasok f-eltérése nem nagyobb, mint az eredeti
eloszlasoké.

plw)
PiA) haw € Apalw) == 0. haw & A jelslést, és analog modon a 4 («) jelslést.

Tipp: Vezessiik be a palw) =
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A fenti jelolésekkel
: plw)
Dr(plla) =Y alw) o))
wed;

Alkalmazzuk a et az f fiigvényre, a ai) valosziniiségi véltozora a 9.4, (w) feltételes eloszlas szerinti véarhato
értékkel.
Vilasz:

(iii) Legyen 0 tetszéleges véges halmaz. Keressiik meg azt az €-n értelmezett P(w) eloszlast amelyre a

H(p) = =) _ plw)logp(w)

well
entropia maximalis. Mennyi a maximalis érték?

Tipp: Alkalmazzuk a a széls6érték-szamitas Lagrange-multiplikator moddszerét! (Aki nem ismeri ezt a
modszert, oldja meg a feladatot az 22| = 2 esetben.)

Valasz: plw) = ﬁ, H =log ],

(iiii) Legyen €2 = {0.1.....n}r = 1.91(w) = @, Legyen tovabba P € D(€) tetszéleges @ pedig az (" 3)

paraméterii binomialis eloszlas.

]

L

@) Bizonyitsuk be, hogy a fenti jelolésekkel az f_-:(s-!)u) linearis eloszlaszcsalad mindazon
p = (p(0), p(1)....p(n)) closzlasok dsszessége, amelyek varhaté Eu értéke megegyezik Po-éval, azaz

T mn
Zp(;); = Z;.ﬂ(;);.
=0 i=Il
az £(5. ) exponencidlis eloszlascsalad az . T paraméterti binomialis eloszlasok dsszessége, ahol nm = Ei,

(b) Adjuk meg az exponencialis csalad 7 = o exp(877) elgallitasaban szereplé T = (7o )" vektort a
binomialis eloszlas w paraméterével.

crer

7 = log —, = nlog(2 —2m).
il

matrix az eredeti Pn, és 9o altal definialt eloszlascsaladokat L(S.p) &s £(San), (Az E(Sqn) definiciojaban
szereplé 7 vektorok lehetséges halmaza is kib6viil.)

Tegyiik fel, hogy £ M elE # g LN clE #
Ekkor minden p € £ és g € cI€ eloszlasra

Dip|lg) = D(p|lp*) + D{p*||a)

* i gt E3 lj]
D{p||lp*) = Dip||p") + D{5*||p"). (

ahol p* € LMiclE g p* € £clE.
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*

1
P Eloszlascsaladok

srer

Tipp: 1dézziik fel a definiciojat és az . A kiilonbozd eloszlascsaladok viszonyait, és az ebben elhelyezkedd
eloszlasokat az alabbi abra szemlélteti.

Valasz:

3. Tesztek
(i) Az alabbi [ fiigvények koziil jeldljiik meg azokat amelyekhez tartozé f-eltérés tivolsag.
() flu)=(u—1)?
(b) flu)=(1—/u)
() [flu)=lu—1]
(d) flu) =u—logu
Vilasz: c
(if) Az X és Y véletlen valtozok 4-4 értéket vehetnek fel,

egyiittes eloszlasukat az alabbi matrix tartalmazza.

2 3 4 5
2 3 4 5
2 3 4 5
2 3 4 5

Az alabbi sorok melyikében allnak az X illetve az ¥ valdszinliségi valtozohoz tartozdé marginalis eloszlas
valdsziniiségei?

@ @ 2, 3 4
(b) (1, 2, 3, 4)
© (1,2 3,4
d (1, 2, 3, 4
Valasz: valasz: itt a szamoktol fiigg,
(iii) Az alabbi allitasok koziil melyik igaz Jeffrey-szabalyra?
(8) A Jeffrey-szaballyal csak I-vetiiletet szamolunk.
(b) A Jeffrey-szaballyal csak L-vetiiletet szamolunk.
(c) A Jeffrey-szaballyal I- és L-vetiiletet szamolunk.

(d) A Jeffrey-szaballyal nem vetiiletet szamolunk.
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Vilasz: c
(iiii) Az alabbi allitasok koziil melyik igaz Jeffrey-szabalyra?
(8) A Jeffrey-szabaly a linearis eloszlascsaladra érvényes.
(b) A Jeffrey-szabaly az exponencialis eloszlascsaladra érvényes.
(c) A Jeffrey-szabaly eredménye fiigg az eltérést definialéd fiiggvénytol.
(d) A fentiek koziil egyik sem igaz.
Valasz: d
Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

(d) Ha az S matrixot tovabbi sorokkal bévitjiik, az altala definialt linearis eloszlascsalad béviil, valamint
az altala definialt exponencialis eloszlascsalad boviil.

(b) Ha az S matrixot tovabbi sorokkal bovitjiik, az altala definialt linearis eloszlascsalad sziikiil, valamint
az altala definialt exponencialis eloszlascsalad béviil.

(c) Ha az S matrixot tovabbi sorokkal bévitjiik, az altala definialt linearis eloszlascsalad boviil, valamint
az altala definialt exponencialis eloszlascsalad szikdil.

(d) Ha az S matrixot tovabbi sorokkal bovitjiik, az altala definialt linearis eloszlascsalad sziikiil, valamint
az altala definialt exponencialis eloszlascsalad szikiil.

Valasz: b
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9. fejezet - Klaszteranalizis,
tobbdimenzios skalazas
1. Elméleti hattér

1.1. Klaszteranalizis

A diszkriminanciaanalizistdl eltéréen itt nem adott osztdlyokkal dolgozunk, hanem magukat az osztalyokat
(klasztereket) keressiik, azaz objektumokat szeretnénk osztalyozni a rajtuk végrehajtott tobbdimenzios
megfigyelések alapjan (ugyanez megtehetd a valtozokkal is az objektumok alapjan).

A minimalizdlando veszteségfiiggvény, aminek segitségével az osztalyozast végrehajtjuk - egyeldre csak
vézlatosan - a kovetkezd. Az n db objektum a P-dimenziés mintatér pontjainak tekinthetd (P < 1), ¢s
euklideszi metrikdban dolgozunk. Tekintsiik minden egyes osztalyra az adott osztalybeli objektumok
sulypontjat, és vegyiik az objektumok négyzetes eltérését (tavolsag-négyzetét) a sulyponttol. Az igy kapott
mennyiségeket utina dsszegezziik az osztalyokra és keressiik azt az osztalyszamot, hozza pedig az osztalyokat,
melyekre ez a veszteség minimalis. Arra vonatkozdan, hogy hogyan alakult ki ez a veszteségfiiggvény, roviden
utalunk a varianciaanalizisre, ahol a

I'=w+n

szorasnégyzet-felbontds alapvet6. A minta teljes (Total) variancidjat a csoportokon beliilli (Within) és a

cres

felbontas, ¢és a klaszterezés (osztalybasorolas) annal homogénebb, minél kisebb 11" a i3-hez képest, azaz a
W w
B T-WwW

kifejezést szeretnénk minimalizalni, ami (7' fix 1évén) W minimalizalasaval ekvivalens.

Legyenek C1. ..., Cy, a klaszterek (ezek a mintateret alkot6 objektumok particiojat jelentik diszjunkt, nem-iires
részhalmazokra). A 1. klaszter sulypontja

A Cibelick négyzetes eltéréseinek dsszege Si-t6l:

. ) 1 —— )
W= 3 sl = g bl
7

—1
xgt:t-_li

(Az utolsé egyenldség egyszerli geometriai meggondolasbol adodik, igy még a stlypont kiszdmolasa sem
sziikséges.) Megjegyezziik, hogy a fenti euklideszi tavolsagok az eredeti adatok ortogonalis transzforméacidira
invaridnsak, a célfliggvény csak a pontok kélcsonds helyzetétdl fiigg. Ezekutan keresend6 a

k
W= Z Wi — min.
=1

veszteség-minimum, amelynek fizikai jelentése a & db. sulypontra vonatkozo tehetetlenségi (inercia)
nyomatékok Osszege. Itt az euklideszi tdvolsagnégyzetek helyett mas metrikaval is dolgozhatunk, pl. vehetjiik az
S|} fiiggvényeket, ahol S folytonos, monoton névé A minimalizalds természetesen az dsszes lehetséges k-ra
(L= k=n) & emelett az Gsszes lehetséges klaszterbesorolasra vonatkozik. Ismert tény, hogy az Osszes
particiok szama az tn. Bell-szam:

wn) = Z {:}

k=1

128



Klaszteranalizis, tobbdimenzids

skalazés

ahol az {:}-Val jelolt un. masodfaju Stirling-féldk = 1, ..., nelemi falmpz & nem-iires, diszjunkt részhalmazra
valo Osszes lehetséges particidinak szamat jeldli .Ezek ¢és fiiggvényében meghatarozhatok az

L, k=l

n 1 A N
Ut -z (e
=0

egzakt formuléval [:ﬂ =1.2....:k=1.2..... l'i').

AW veszteségfiiggvény kicrtékelése a kombinatorikusan lehetséges véges szamu esetre elvileg keresztiilviheto,
a gyakorlatban azonban nagyon idéigényes lenne, ui. be lehet latni (1. [20]), hogy {N-A-} az n-nek 2i-foka

H P
polinomja (8 objektum, 4 klaszter esetén is { |]’ = 1701 lehetéséget kellene végigszamolnunk). Nézziink helyette
inkabb egy jol bevalt algoritmust:

k-kozép (MacQueen) modszer: a minimalizalandé veszteségfiiggvény
e
=33 x—sil”

i=1 x;eC;

2] 2]
Itt & adott (geometriai vagy eldzetes meggondolasokbdl adodik), és induljunk ki egy kezdeti Cit) ----- CJ:-L)
klaszterbesorolasbol (pl. kiszemeliink k tavoli objektumot, és mindegyikhez a hozzajuk kozelieket soroljuk,

egyelére csak durva megkdzelitésben). Egy iteraciot hajtunk végre, a 1épéseket jeldlje m = 1,2, ... Tegyiik fel,
; (rm—1 Alm—1
hogy az (m — 1)-edik 1épésben az objektomoknak mar 1étezik egy i klaszterbe sorolésa: el ('.Ec ), a
. L. . [an—1) [mn—1]) .
Klaszterek sulypontjat pedig jelolje St "+« - - g (a 0. 1épésbeli besorolasnak a kezdd klaszterezés felel

meg). Az m-edik Iépésben atsoroljuk az objektumokat a klaszterek kozott a kdvetkezéképpen: egy objektumot
abba a klaszterbe sorolunk, melynek sulypontjahoz a legkdzelebb van. P1. xi-t az [. klaszterbe rakjuk, ha

e =00 = i P = 7

(ha a minimum t5bb klaszterre is eléretik, akkor a legkisebb indexii ilyenbe soroljuk be), azaz *i & C.r[ " lesz.
Kétféle modon is el lehet végezni az objektumok atsorolasat: vagy az 6sszes objektumot atsoroljuk az (11 — 1)
edik 1épésben kialakult klaszter-sulypontokkal szamolva, majd a régi stlypontok koriil kialakult uj
klasztereknek modositjuk a sulypontjat, vagy pedig az objektumokat X1 - - - : X, szerint sorravéve, mihelyt egy
objektum atkeriil egy 4j klaszterbe, modositjuk annak stlypontjat. fgy a végén nem kell mar Gjra sulypontokat

szamolnunk, és az iteracidoszam is csOkkenhet, ui. célratorobb (*'mohé") az algoritmus. Miutan az Osszes
. , . prlm) () e, L. olm) (m) , . . B
objektumot atsoroltuk, az 1j SRR Ci " klaszterezasbdl és az 4j S1 - - - 5 stlypontokbol kiindulva ismét

tesziink egy 1épést. Meddig? Valaszthatunk tobbféle leallasi kritériumot is, pl. azt, hogy az objektumok mar
stabilizalodnak a klaszterekben, és a klaszterek nem valtoznak az iteracié soran. Az eljarast animdcio
szemlélteti.

Az agglomerativ ill. diviziv mddszerek a klaszterszamot fokozatosan csokkentik ill. ndvelik. Ezek koziil is az
un. hierarchikus eljarasok terjedtek el, ahol ugy csokkentjiik ill. noveljiilk a klaszterszamot, hogy minden
Iépésben bizonyos klasztereket 6sszevonunk ill. szétvagunk. Példaul nézziink egy agglomerativ, hierarchikus
eljarast. A kezdeti klaszterszam k'") = n, tehat kezdetben minden objektum egy kiilon klasztert alkot. Az
iteracio a kovetkezd: tegyiik fel, hogy az m. lépésben mar csak k"™ db. klaszteriink van. Szamitsuk ki a
klaszter-kdzéppontokat (sulypontokat). Ezek euklideszi tavolsagai egy k'™ »x kU™ -es, szimmetrikus un.
tavolsag-matrixot alkotnak (fédiagonalisa 0). Azokat a klasztereket, melyek tavolsaga egy adott korlatnal
kisebb, egy klaszterbe vonjuk &ssze, ilyen modon egy 1épésben persze kettonél tobb klaszter is dsszevonddhat.
Végiil, legfeljebb n 1épésben mar minden 0sszeolvad, és csak egy klaszteriink lesz.

129
XMLmind XSL-FO Converter


animation/kani.gif

Klaszteranalizis, tobbdimenzids
skalazas

dendrogram???

A mellékelt un. dendrogram (l. 9.1 abra) egy agglomerativ eljarast szemléltet (5 objektummal). Az eljaras
megtekinthetd animdcion is. Nem sziikséges persze végigesinalni az Osszes 1épést. Agglomerativ eljarasok
esetén a 1" veszteségfiiggvény altalaban monoton nd, azt kell megfigyelni, hol ugrik meg drasztikusan. Ha
végigesinaljuk az dsszes 1épést, a dendrogramot szemlélve probalunk meg egy €sszerti klaszterszamot talalni (a
mellékelt példaban lehetne ez 2). Ilyen agglomerativ, hierarchikus eljaras a legkozelebbi szomszéd modszer is,
amely akkor is 6sszevon két klasztert, ha 1étezik kozottik egy lanc, amelyben az egymas utani elemek mar
kozelebb vannak egymashoz egy adott korlatnal. Ezt az algoritmust Kruskal dolgozta ki (1. [18]).

1.2. Tobbdimenzios skalazas

Tegylik fel, hogy n db. objektum mindegyikén végeztink P szami megfigyelast (n és P viszonya most
tetsz6leges). Célunk az objektumok vagy/és valtozok megjelenitése valamely (lehetdleg alacsony dimenzids)
euklideszi tér pontjaiként. Amenynyiben megfigyeléseink egy 7 * p-es adatmatrix formajaban vannak megadva,
ennek sorai tekintheték az objektumokat reprezentald P-, oszlopai pedig a valtozokat reprezentald n-dimenzids
pontoknak. A probléma az, hogy n és  altalaban "‘nagy", mi pedig inkabb 1-,2-, esetleg 3-dimenzios abrakon
szeretnénk tajékozodni. Eléfordulhat az is, hogy nincsen szabalyos adatmatrixunk, hanem csak az objektumok
vagy/és valtozok kozti Gn. hasonlosagi vagy kiillonbozdségi mérdszamok adottak, és csupan ezek alapjan
szeretnénk reprezentalni adatainkat. A kovetkezOkben az objektumok alacsony dimenzids reprezentalasaval
(skalazasaval) fogunk foglalkozni. A leirtak értelemszerlien alkalmazhatok a valtozokra is. A preciz
targyalashoz bevezetlink néhany definiciot és jelolést.

9.1.2.1. Definicié. AP = ()31 marixot tavolsag-matrixnak nevezziik, ha

9.1.2.2. Definicié. Az n x n-es D tavolsagmatrixot euklideszinek nevezziik, ha valamely P pozitiv egész mellett
vannak olyan x. . . .. x, € R” vektorok, hogy

di; = ||%: — x| (i, i=1....n).

- 1 T . P o s . .
Legyen H, =1, — ;115 az un. centrdlé matrix. Miutan n-et rogzitettiik, a H matrix alsé indexét elhagyjuk.
A kovetkez6 tétel sziikséges és elégséges feltételt ad arra, hogy egy tavolsagmatrix euklideszi legyen.

9.1.2.3. Tétel. Az n x n-es murl) tavolsag-matrix akkor és csak akkor euklideszi, ha aB := HAH matrix
pozittv szemidefinit, ahol az A mdtrix elemei: “ii = —3d};

A Tételt nem bizonyitjuk, de megmutatjuk, hogy ha a B matrix pozitiv szemidefinit, akkor hogyan talaljuk meg
egy alkalmas B” euklideszi térben a pontoknak megfelelé vektorokat. Mivel B Gram-matrix eléall B = X2
alakban, ahol X egy » * p Jatrix, melynek sorai az X[ X, vektorok. Ekkor igaz a di = || — x|
Osszefliggés.

Altaldban semmi garancia nincs arra, hogy a D tavolsagmatrix euklideszi. Ha D nem euklideszi, akkor 131
Tételben szerepld B matrix indefinit. Tegyiik fel, hogy az n x n-es B-nek 7 darab pozitiv sajatértéke van
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(M(B) Z -+ = A(B))gs a B = UAUT spektralfelbontasbeli A-ban a sajatértékek nem-ndvekvd sorrendben
vannak rendezve. Az 153 Tétel (Weyl perturbacios tétel) szerint tetszéleges By, szimmetrikus matrixra

max |}(B) — X(B) < B -B|

A fenti egyenl6tlenség bal oldalanak minimuma a P rangu, pozitiv szemidefinit By, matrixok kérében a B matrix

B —57 T . . - A
legnagyobb abszolut értékil negativ sajatérteke. A B, = > 11 ABIwy matrixon ez a minimum eléretik. Iy
modon Br-b8l a fenti modon konstrualt D tavolsagmatrixot a D matrix euklideszi tavolsagmatrixszal vald
optimalis kozelitésének tekinthetjiik.
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Eredeti és kozton mért tdvolsagmatrix alapjan kapott térkép
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Eredeti és Manhattan tavolsagmatrix alapjan kapott térkép

133
XMLmind XSL-FO Converter



10. fejezet - Randomizalt médszerek
nagymeretil problémakra

1. EIméleti hattér

A tobbvaltozos statisztikai mddszerek jelentds része (faktor-, klaszter és korrespondenciaanalizis) valamely
matrix spektralis vagy szingularis felbontasan alapul, s mivel a statisztika egyik célja nagy adattomeg leirasa
minél kevesebb adattal ezen mddszerekben csak néhany kiugrd sajat- vagy szingularis értéket és a hozzajuk
tartoz6 sajatvektorokat, illetve sajatvektor parokat kell meghataroznunk. A napjainkban egyre elterjedtebb tn.
adatbanyészatnak is a szingularis érték felbontas az alapja. Itt matrixok mérete (7 * 7] milliészor millids lehet,
ugyanakkor a hagyomanyos szingularis érték felbontasi algoritmusok szamitasigénye O (rmin mn®, m*n), Tebb
kezdeti kisérlet utan Frieze, A., Kannan, R., és Vempala, S. [13] javasoltak véletlen kivalasztason alapuld
hatékony modszert egy nagyméretii A matrix k-nal kisebb rangii D* matrixszal valo kozelitésére. Az altaluk
alkalmazott véletlen kivalasztasnal a sorok kivalasztasanak valosziniisége aranyos a sor euklideszi norma
négyzete / A hyperref[?]Frobenius-norma négyzete mennyiséggel, a soron beliil az elemek kivalasztasanak
valosziniisége (feltéve, hogy az adott sort kivalasztottuk) aranyos az adott elem négyzete / A Frobenius-norma
négyzete mennyiséggel. Alaptételiik a kovetkezot allitja.

10.1.1. Tétel. Legyen A egy m x n matrix, legyen rogzitve k € Z'c > (1 és & = (1. Ekkor van olyan véletlenitett
algoritmus, amely leirja azt a legfeljebb k-rangu D* matrixot amelyre lagalabb 1 — & valosziniiséggel teljesiil a

A—D[2 < min ||A— D|[%+c2||A|%
I IIr_D_lgklggkll |7 + &l [A]]F

Az algoritmus csak k-ban, =-ban és 102 5 pan polinomidejii, m-t6l és n-tdl fiiggetlen. Az igy kapott leirdas alapjan
D* explicit médon kiszamithato O(kmmn) léepésben.

A kovetkezd tétel Achlioptas-tol és McSherrytdl szarmazik [1]. Miel6tt kimondanank bevezetjiik egy m x n-es

A matrixszal azonos méreti matrixban meglevé minimalis linedris struktirat méré ¥ mennyiséget. Legyen
b = max |a;; . .
i a1 és legyen @ egy olyan m x n-es Q matrixok halmaza, amelyek elemei b-vel vagy —b-vel

egyenlok.
Y(A) =mi
(A) = min |

10.1.2. Tétel. Legyen A fetszéleges m x n-es mdtrix és s = 1 tetszleges valés szam. Legyen tovabbd A olyan
m. x n-es véletlen matrix, melynek elemi fiiggetlenek és tetszéleges 1. 1 indexpdrra

) {[J. 1-— —L valdsziniscegel
i = ’

s, ;' valdszinnscégeel.
(A fiiggetlenség visszatevéses mintavétellel mindig elérhetd)

Ha még

m+n
-~
= 6

log®(m + n)

is teljesiil, akkor

1
m-+n’

P (IIA - Aull < [|A - Al + TVFU(A)) 2 1 -

ahol Ay, illetve A, Jel6li az A, illetve A mdtrixot legjobban kizelitd k-rangii matrixot.

A tétel bizonyitisa azon alapszik, hogy az A — A matrix alkalmas elrendezéssel Wigner-tipusi matrixsza
alakithato. A Wigner-matrixok maximalis sajatértéke eloszlasanak felsé farkara jo becslések ismertek.
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11. fejezet - Algoritmikus modellek

1. ElIméleti hattér

1.1. ACE-algoritmus (altalanositott regressziéra)

A Breiman és Friedman ([[6]]) altal kifejlesztett algoritmus az alabbiakban vazolt altalanos regressziods feladat
numerikus megoldasara szolgal igen tag keretek kozott (kategorikus adatokra, idGsorokra ugyantgy
alkalmazhaté, mint olyan tobbvaltoz6s adatokra, ahol a valtozok egy része abszolut folytonos, mas része
diszkrét).

Az Y fliggd és az Xivoooss Xp fliggetlen valtozoknak keresenddk olyan L2 PR ©;, mérhetd, nem-konstans
valos értéki fliggvényei (szkorjai), amelyekkel
AT, Dy, D) =K |W(Y) =Y B;(X,)| /DY) (1)
i=1
7??
minimalis adott {(wes Threo o =100 n)} adatrendszer alapjan. Valdjaban feltételes minimumot
keresiink a D-(W(Y)) = 1 feltétel mellett.
Linearis transzformaciokkal elérhetd, hogy E(W(Y)) =E(®1(X1)) = = E(D,(X})) = 0 ¢ D*(P(Y)) = 1

legyen.

Amennyiben a valtozok egylittes (p+ 1)-dimenzids eloszlasa ismert, az algoritmus a kovetkezd. Legyenek

{ ‘ n - . . . 9 .
vV e (X). ... 25" (X,) a feltételeknek cleget tev kezdeti fiiggvények. Az iteracio (m + 1)-edik lépése
a kovetkez6 (mindig csak egyik fiiggvényt valtoztatjuk).

1. Rogzitett X)L ‘I’EJM(-Y;J esetén

CEGT (X))

@[?JII'](}.'). (
: ) i) -
]DJ(EI, |(I)_j (-YJ‘)'Y]
2. Rogzitett o, cIJI[ImI I)(-YI) """ ‘I’EEI I)(“\_I—I)- ‘DF;IE Xig1)s-- s ‘b;:“](-\(r) esetén
i—1 P
(I)Eml ”(.Y,‘) — ([Q[:Jl | I]Uf-:l _ Z cIJ.l'}mI I)({\-.j] _ Z ‘I’.r;;”'l)(/\-_.i]ll-\(-‘)
i=1 d=i+l
i =1..... P

Az iteraciot akkor hagyjuk abba, ha a (11.1)-beli célfliggvény értéke mar *“keveset" valtozik.

Az algoritmust részletesebben leirjuk abban az esetben, amikor a valdszinliségi valtozok ismeretlen folytonos
eloszlasuak, és a feltételes varhato érték vételt a simitas helyettesiti.

Nyilvan vildgos az algoritmus elnevezése: ACE=Alternating Conditional Expectation (alternald feltételes
varhato érték).

Ha az egyiittes eloszlast nem ismerjiik, az n mintaelemet tartalmazé adatrendszer alapjan minimalizalando
célfiiggvényt akkor is felirhatjuk

1 1
2

T

Uy — Z‘b;(ﬂ:;)]

=1
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alakban, melyet azzal a kényszerfeltétellel minimalizalunk, hogy ¥ (Y) empirikus szorasnégyzete 1. Az iteracios
1épések a fentiep = lal a kiilonbséggel, hogy a feltételes varhato értéket is a minta alapjan képezziik. Példaul 2
valtozoé esetén ( ) ennek becslése a kdvetkezo:

E((X))Y =g)= Y ®x)/ Y 1,

kiry =z Ry =y

vagyis atlagoljuk az azonos ¥ értéket felvevé mintaclemekhez rendelt (7x )-kat v 6sszes megfigyelt értékére.
Pl. ha ¥ a szemszin és (X ) a hajszin szkorja, akkor atlagoljuk az azonos szemszintiek hajszin-szkorjait, majd
atlagoljuk az azonos hajsziniiek az ¥ (¥ ) szemszin-szkorjait, és normalunk. Az algoritmus 1ényege éppen abban
all, hogy ezt felvaltva hajtjuk végre, mikdzben a masik valtozot rogzitjiik.

A fenti algoritmus ismeretlen mintaeloszlasok esetén csak akkor mitkddik, ha a tapasztalati feltételes varhatd
értékek kiszamithatok, azaz a minta egyiittes eloszlasa diszkrét. Breiman és Friedman a mintak simitasanak
modszerét ajanlottdk folytonos valoszintliségi valtozok esetére. A jelolésekben - melyek kissé eltérnek a
szokasostdl - az idézett dolgozatot kdvetjiik.

Jelolje X az adathalmazt (mintét), azaz az P euklideszi tér N pontjabol allo 11 - - - Xw |, azaz

NSl Tlp
Ta . Tap

TN1 .. TNp

adatmatrixot. Rogzitett X-re legyen F'(X) az sszes X-en értelmezett valosértéki & figvények tere, azaz egy
© € F(X) fiiggvényt N valos szam ({‘I’(X|) ----- Bxy })) definial. Legyen tovabba Fla)i=1..... ) az
dsszes 1715:- -+ T} halmazon értelmezett valésértékii fiiggvények tere.

11.1.1.1. Definicié. Az X mintara értelmezett §: F(X) = F(r;)s; fiiggvényt az X minta ¥i szerinti
simitasanak nevezziik. Ha ? € F'(X) jelsljiik az 1'(7;) térben S képét Si(Plrs)vel, a fliggvény értékét a k-adik
adaton pedig =i (P |7k ;)-vel
Feltessziik, hogy az alabbi tulajdonsagok teljesiilnek.

(i) Linearitas: minden 1, 2 € / “(X), valamint minden valos e és /7 szamra
S{ad, + 4P,) = aSD, + 55D,

(i) Konstans meg6rzés: ha @ € 17 azonosan konstans (& = r), akkor S@ = @.

(iii) Korlatossag: Az S simitas korlatja A/, ha minden ® € /'(X)-re

5P| = M||®]y.

ahol || * ||~ az Np dimenzids euklideszi norma. (Egy X minta V darab 7 dimenziés vektorbol all!)
Példak.
.\ .
1. Legkdzelebbi szomszéd modszer: Rogzitsiink egy M < természetes szamot. Rendezziik a mintat a Jj-

edik koordinatéja szerint. Az itt alkalmazott jeldlésekben ez azt jelenti, hogy T1i = Fzj = ' < Tnj; feltessziik,

hogy nincsenek egyenld elemek. Legyen

N

1
S(@laws) =5 D Plxuim):

mn—— M, m0

Ha valamelyik oldalon (pl. a végén) mar nincs M pont, egészitsiik ki az 0sszegzést a masik oldalrol (pl. az
elejérdl) vett pontokkal.

2. Magfiiggvény modszer: Legyen () olyan valés nemnegativ értékii fiiggvény, amely maximumat a 0
pontban veszi fel.
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Legyen

N -
(3, K (21 — 20,
I‘-,'|:<1;|_!-,,|.j:l — Em 1 l:xmj (rm_f '!f‘._,lj

N -
Zm 1 "i ('J-H-’.f - 'TJ\'._.I"J

Vegyiik észre, hogy ha a j-edik véltozo szerint simitunk, akkor 1ényegében a (%) fiiggvényt atlagoljuk a j-edik
valtozo mentén, ez felel meg a megfeleld feltételes varhato érték vételnek.

Most egy kettds ciklussal definidljuk a Breiman- Friedman numerikus algoritmust. Az algoritmus kiilsé
ciklusaban 6-t, bels ciklusaban Pj-ket 7 = 1. ... P valtoztatjuk. A kiils6 ciklus n-edik 1épése utan e szerzok két
lehetdséget javasolnak:

(a) Megtartjuk a bels6 ciklusban kapott &-k értékeit (restart),
(b) Kinullazzuk a korabbi @ értékeket (friss start).

Kettés ciklus.
0. Inicializalas:

0 () = e O () = 0.

o P 7 P ) . . .
= -‘wiZ_; ‘b.J'jf'Ill'H?J(E_J @), Térjiink vissza a belso ciklushoz

oy
' =0

1. Kiilsé ciklus (m = 1.2... -re): legyen
bl’t]) — P

minden J-re %; J-vel (restart) vagy minden Jj-re ‘ -val (friss start).

L .
2. Bels6 ciklus (1 = 0. 2. .. -re): a kiilsé ciklus n-edik szintjén #"-nel és Ly vel @="L... ) kezdiink.

Futtasuk a legbels6 ciklust m-et novelve.

3. Legbelsd ciklus (i-re, m fix): 7 = L.2...., p. Legyen

{DE;H” 1) _ .“a‘_j (f’.’[”) _ Z {ngl - Z {Dgtn)) (J.j
i< i=j

?77?

3' Legbelso ciklus vége.

L , E;J ||‘1J[:'.II k) q)(m]” . o . i .
2' A belsd ciklus megall ha 2.j=1 1= i lhm novelésével alig valtozik.
|0 = 5251 @4l

! . r o7 . 4 .
i=1 n novelésével alig valtozik.

1' A kiils6 ciklus megéll, ha |
Kettds ciklus vége.

11.1.1.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy

. . . I L () _ (m 1)
1. A belsé ciklusban, amikor a i-edik valtozé szerint simitunk, (a (11.2) formula) akkor g e B
nek a J-edik valtozo szerinti feltételes varhato értékét vessziik.

2. A kiilsé ciklusban az ¥ valtozo szerint simitunk, ezt formdlisan nem definidaltuk, de belevehettiik volna az X
mintaba, 7+ l-edik valtozékeént.

A fenti algoritmus konvergencidjat A Breiman és Friedman ([6]) specialis, nehezen ellendrizhetd feltételek
mellett igazoltak. A gyakorlat azt mutatja, hogy a mddszer a feladatok széles korére jol alkalmazhato.

Az alabbiakban az ACE algoritmus miikddését illusztraljuk egy 200 elembdl 4llo adathalmazon; P =1,
. = exp{|} +2il}, ahol wx és 2k fiiggetlen azonos standard normalis eloszlasu valdszinliségi valtozok. A
simitas legkozelebbi szomszéd modszerrel tortént. Az 1. dbran a nyers adatokat, a 2. illetve a 3. abran a ?(y),
illetve a 2 () fiiggvények becslése lathato.
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1.2. Jackknife eljaras

Az M. H. Quenouille [28] altal 1954-ben altal javasolt, a becslés torzitasat csokkenté modszernek J. W. Tukey
[32] adta a jackknife (zsebkés) elnevezést. Az elnevezés azt fejezi ki, hogy maga az eljaras - elsdsorban kis
mintak esetén - szamos mas célra is alkalmazhatd, mert a normalis eloszlasra kidolgozott modszereket jol
imitalja olyan esetekben is, amikor a normalitas sériil. A jackknife azonban nem mindenre jO gyogyszer, egy
egyszeri ellenpéldan megmutatjuk korlatjait.

A jackknife az adatok jol megvalasztott csoportositasan alapszik, a csoportok kombinacidi alapjan becsléseket
konstrualunk, amelyek atlaga lesz a jackknife becslés. Itt csak az egyelemil csoportokat hasznald eljarast
ismertetjik.

A jackknife modszer alabbi vazlatos ismertetésében Rupert Miller [23] és [24] dolgozataira tamaszkodunk.

Legyen X = (Xi..... Xs) fiiggetlen azonos eloszlasi minta egy Fa eloszlasbol, ahol & € © ismeretlen
paraméter. Jelolje == 0(X)ap paraméter valamilyen becslését a teljes minta alapjan; a tovabbiakban a

becslések argumentumaba nem irjuk be a mintaelemeket. Jeldlje b_fi=1..., 1) azt a becslést, amelyet az i-
edik mintaclem elhagyasaval kapunk. Képezziik az Un. pszeudoértékeket (az elnevezés Tukey-t6] szarmazik):

138
XMLmind XSL-FO Converter



Algoritmikus modellek

0; i=nl — (n — 1)0_, (1)

?7?

11.1.2.1. Definicié. A & paraméter jackknife becslése a E": pszeudoértékek atlaga:
G = 2 Z b; = nfl 1)d (1)
.—”f I ; = n (r -

ahol 7 = 3 2251 0
11.1.2.2. Allitas. A jacknife becslés pontosan elimindlja a torzités ﬁ rendii tagjat.

Mivel ez az allitas éppen a jackknife-becslés alapvetd tulajdonsagat jellemzi (tulajdonképpen ezt a célt valositja
meg az eljaras) kozoljiik a rovid és tanulsagos bizonyitast.

0y a i
Bizonyitas Ha B(7) = 0 + T+ 25 + ... akkor

~ i b i b b
E(fy) = n(0+—F+—=+... )= (n—1)(01+ ——F—+ - = ————+. ..
(0a) = nl +ri+n-’+ )=(n=1)( +n—1+(n—l)"+ n(a‘r—lj-'_ )

QED

Tukey szerint a 0, pszeudoértékek kozelitéleg fiiggetlenek; ha ez a feltevés igaz, akkor D(#, ) becslése az

1 n _ - Y
- 02 :
”(”_1);&& fa) (1)
??7?statisztika lehet, és a
1 T -1z
t=(0, —0) | ———— N[0, — 4,)2 1
(0 — 0) ”(”_UZ( ) (1)

i1
?7?

statisztika  kozelitéleg (7 — 1) eloszlasu, igy alkalmas hipotézisvizsgalatra és konfidenciaintervallum
szerkesztésre. Ezt illusztraljuk a kovetkez6 példan.

Legyen Xi. ... .- X, fiiggetlen, azonos I ((x — 1) /e) eloszlasa minta, ahol F” ismeretlen eloszlasfiiggvény /* és o
ismeretlen lokacios és skalaparaméterekkel (# = E(Xy) o= = D (X, ). Tegyiik fel, hogy F'-nek létezik a
negyedik momentuma. A &~ paraméter torzitatlan becslése

Alkalmazzuk a jackknife eljarast!

T
O, =S** 4 ; " . ((,\'f — X)) —n! 'Z('Y.f — ,{'13) .

i=1

f, =5 & (1)

YDURTATLES ((_w,. T _nz) |

i=1 i=1

???Ahogyan az (11.5) becslés alapjan megkonstrudltuk az (5.4) statisztikat, az (11.7) statisztikak alapjan a2

paraméter s jackknife becslésére (ami itt azonos a hagyomanyos .  torzitatlan becsléssel!) kozelitd ¢ -
statisztikat konstrualhatunk:
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—=1/2

i _ a2 ;” FJ'{'__'";"g
Rl Py ;(f, )

Egy - kissé mesterkélt - ellenpéldan megmutathatd, hogy az (11.6) statisztika eloszlasa erdsen eltérhet az
n — 1 szabadsagi foku Student-eloszlastol. A példat nem ismertetjiik.

Jjackknife médszer a diszkriminanciaanalizis kereszt-kiértékelésére. Tegyiik fel, hogy N elemii (X1 .- .. Xw)
mintara alkalmazunk egy tetszdleges diszkriminalo eljarast. A kovetkezot kell tenniink: az eljarast V' -szer
végrehajtjuk ugy, hogy kihagyjuk az Xi.# = 1..... N mintaclemet, majd megnézziik, hogy a kihagyott (-¥:]
elemet melyik osztalyba sorolta az igy szerkesztett eljaras. A kapott eredményeket atlagolva megkapjuk a hibas
(és természetesen a helyes) besorolasok relativ gyakorisagat.

1.3. Bootstrap eljaras

A paragrafusnak ebben a részében elsésorban A. B. Efron 1997-ben megjelent alapveté [10] dolgozatara,
valamint G. J. Babunak és C. Radhakrishna Rao-nak a Handbook of Statistics [2] 9. kotetében megjelent
Osszefoglald ismertetésére, és az abban idézett irodalomra tamaszkodunk. A paragrafus elején ismertetett
jackknife algoritmus els6sorban arra alkalmas, hogy valamely eloszlas ismeretlen paraméterének a torzitasat
csokkentse, és szamos esteben jo kozelitést adjon a becslés szorasnégyzetére. Az Efron altal javasolt bootstrap
(sz6 szerint csizmahuzd); a statisztikan kiviil pl. az informatikdban is hasznalatos elnevezés a bonyolult
problémakat kezel6 altalanos receptekre) modszerrel a becslo statisztikak eloszlasa is jol kezelhetd.

A bootstrap statisztika definicidja és eloszlasanak meghatarozasa. Legyen X=Xy, Xn) fiiggetlen minta
egy tetsz6leges I eloszlasbol, és legyen 1 (X. 1) az X mintatol fiiggé statisztika.

A korabbi - a paraméteres statisztikaval foglalkoz6 fejezetekben - ['-r6l altalaban feltettiikk, hogy normalis
eloszlasu, és ekkor a gyakran alkalmazott 1 (X. I) statisztikak eloszlasat analitikusan is meg tudtuk hatérozni.
Mas esetben - ha statisztika fliggetlen azonos eloszlasti valdszinliségi valtozok normalt Osszege volt - a
centralis hatareloszlas-tételre hivatkoztunk.

Kis mintaelemszam és ismeretlen I esetén a (X, ') statisztika eloszlasat kozelithetjiik a mintabol becsiilt /5

empirikus eloszlas alapjan szamitott eloszlassal. Megjegyezziikk, hogy pl. az X atlag -eloszlasanak
kiszamitasahoz az I n-szeres konvoltciora van szilkség, amelynek miiveletigénye Ofl(loz n)n®) | ami
elfogadhatd, ennek ellenére a bonyolultabb statisztikak eloszlasanak az F, empirikus eloszlas alapjan torténd
kozvetlen meghatarozasa koriilményes. Erre is alkalmas az Efron [10] altal javasolt bootstrap eljaras.

A bootstrap statisztika eloszlasa meghatarozasanak laggyakrabban hasznalt modszere a ,,nyers r4", azaz a Mont

Carlo médszer. Rogzitett /-hez vegyiink egy fiiggatlen azonos [/ W) eloszlasa X = (X1, .. Xu)n. bootstrap
mintat. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy az eredeti X mintabol visszatevéssel kivalasztunk » elemet.

Ennél szofisztikaltabb modszer a centrélis hatdreloszlas-tétel €lesitésének alkalmazasa a bootstrap mintara. Ha
az I"() folytonos eloszlas harmadik abszolit momentuma véges, akkor a klasszikus Berry- Esseen-tétel (1. pl
[15] szerint

sup [P (X — p € xo) — O(x)| = O(n~'7?) (1)
?27?

Ez az egyenl6tlenség nem javithato, de ha az J” eloszlasnak 1étezik a k-adik (# > 3) abszolut momentuma, akkor

iz
© (L‘ v ) lesz (Ljapunov

tétele 1. [15]). Mivel az I eloszlas momentumai megegyeznek a tapasztalati momentumokkal, az idézett tétel

alkalmazhatd az I eloszlas analitikus alakban torténé kozelitésére ( X helyett X, p=overlineX
szereposztassal).

a (11.8) keépletben szerepld explicit médon megadhatd, és a kiilonbség rendje

Most megfogalmazunk egy tételt, amely az X és bootsrap minta atlaga kozotti eltérésére allit a (11.8)
egyenl6tlenségnél pontosabb becslést. Miel6tt ezt kimondanank, emlékeztetiink a racsos eloszlas fogalmara: egy
[ eloszlas rtécsos, ha novekedési pontjainak halmaza R ekvidisztins pontjaibol all. Az i eloszlas szerinti
mértéket P-vel jeloljiik. K. Singh (1. [31]) tétele:
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11.1.3.1. Tétely, Tegyiik fel, hogy X={X,..., Xu) fiiggetlen minta egy F' nX — (X, ... X, POL melynek
varhato értéke szordasa és a harmadik abszolutl X . .. .. Xovo. . ps. Legyen az  alapjan
kisorsolt bootstrap minta. Ekkor majdnem minden realizdaciora

sUp ]P’(:()_{ —p) = J) —-P

A kovetkez6 - Babutdl szarmazd - példa (l. [2]) illusztralja, hogy nem lehet vakon bizni a bootstrap

moédszerben. Legyen X = (Xi..... X, standard normahs eloszlasbol szarmaz6 fliggetlen minta. Mivel VinX
standard normalis eloszlasa, # =0, n(X)? = p? ~ %), Legyen X = (Xi..... X.) a bootstrap minta.
Megmutathaté, hogy az (X* — X*} majdnem minden végtelen (1. - - . X, ) realizaciora divergal!

ebbdl feladat gyarthato: miért mond ez latszolag ellent a Steiner egyenlétlenségnek?

Masodik példank a diszkriminanciaanalizis hibabecslése. Az egyszerliseg kedvéért tegyiik fel, hogy csak két
mintank van:

Y| ,,,,, YJ” [ (1‘ = ,'I\.'I.(m-_)._ C],

ahol az X; és Y jp-dimenzios véletlen vektorok teljesen fiiggetlenek. A megfigyelt értékek: X1. - - - X, illetve
¥iveoos ¥m . A minta alapjan megbecsiljik az ™y ¢s Mz varhatoértek vektort, valamint a C
kovariancaiamatrixot, legyenck a becslések: Ty, My és C. Ezeket a becsléseket a A diszkrdec25.tex-beli
szovegben most szamozatlan a regi konyvben 311. 0. 2.9 en itt nem tudom beirni... formuldba beirva
eljarast kapunk arra, hogy eldontsiik: egy j x megfigyelést az / vagy a (7 eloszlast kdveti-e. Ha

x€ B :={x:(m! —mC 'x = ¢}

akkor az x megfigyelést a (+ eloszlast kovet6k csoportjaba soroljuk. Az osztilyozas varhato hibajat még az 1j
megfigyelések beérkezése eldtt szeretnénk megbecsiilni. Az

ervor i %1 € B (1)

(EL

???nyilvan alulbecsiili a hibat, mert az osztalyozd eljarast a minta alapjan szerkesztettik, az mintegy
adaptalodott a mintahoz. A valddi varhat6 hiba

error i= P x; € B}
lenne.
R((X,Y).(F, @) := error — érror.

Az ? bootstrap veszteség momentumait *'nyers eré"-vel (Monte Carlo modszerrel) hatarozhatjuk meg. Az I es
(+ eloszlasbol generalunk n, illetve mX;, illetve beootstrap mintaelemet, ezek alapjan kiszamitjuk az I' és
eloszlasok paramétereit, meghatarozzuk a B bootstrap kritikus tartomanyt. Igy az /7 bootstrap veszteség egy
realizacioja:

x € B} |{i:% € B}

= R D). (8,6 = L

Ezen eljaras elegendden sok fliggetlen ismétlése utan a keresett momentumok atlagolassal nyerhet6k. Ilymodon
becslést kapunk az i veszteségfiiggvény varhatd értékére, amivel az osztalyozas hibajanak (11.9) becslését
korrigalhatjuk.

Megjegyezziik, hogy a programcsomagok kiszamitjak a hibavalosziniiség jackknife becslését is olymddon, hogy
minden egyes mintaelem kihagyasaval megszerkesztik a kritikus tartomanyt, majd megvizsgaljak, hogy a
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kihagyott elem melyik tartomanyhoz tartozik. Az igy tapasztalt hibas dontések relativ gyakorisdga a
hibavalo6szinliség becslése. Efron idézett dolgozataban egy 10 és egy 20 elemii mintara ismerteti mindkét eljaras
eredményét; nincs lényeges kiilonbség.

2. Feladatok

(i) Legyen X = (Xi..... Xﬂ standard normélis eloszlasbol szarmazo fliggetlen minta. Mivel V71X standard
normalis eloszlasa, ¢ =0, n(X)? — p ~*(1), Legyen X = (X;..... X..) a bootstrap minta. Megmutathato,
hogy az (X* — X*) majdnem minden végtelen (1. - - Xn---+). Mutassuk meg, hogy ez az allitas latszolag

ellentmond a Steiner-egynldségnek.
Tipp: Az n 2o (X =X valoszinliségi valtozok aszimptotikusan valoban v*(1) eloszlastak, Irjuk fel rajuk
a Steiner-egyenléséget, felhaszndlva, hogy E(X;) = X

Valasz:

= |sum?_ (X, — X)] — (nX? - X?) = 2X? - 2XX.

n

A fenti egyenldség jobb oldala a nagy szdmok térvénye miatt O-hoz tart, de finomabb meggondolasok alapjan

kidertil, hogy ez nem elegend6 az (nX? —X?) bootstrap statisztika eloszlas szerinti konvergenciajahoz.
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12. fejezet - Fuggelék

1. Fuggelék 1: Linearis algebrai emlékezteto

Jelolje " az n-dimenzids valos euklideszi teret (elemei n-dimenzids valdos komponensiivektorok, melyek
Osszeadasa és valos szammal valod szorzasa értelmezve van a szokasos miiveleti tulajdonsagokkal, tovabba a

vektortér a {"- "} skalaris szorzés miiveletével is el van latva). Az " térben tekintsiik a standard €1- - - - - £, bazist
(az =; vektor i-edik koordinataja 1, tobbi koordinataja pedig 0). Ha a skalaris szorzast nem definialjuk konkrét
formulaval, akkor fel kell tenniink, hogy az £1.- - - . £y bazis ortonormalt.
) o 0, hai#j _
t\—‘_";.r'_“.jj=(=l,'_f= . . . (”

1, hai=j

???Az " vektorait X. ¥. Z. .. -vel jeloljiik, ezeket oszlopvektoroknak tekintjiik; ha sorvektorokként szeretnénk
tekinteni, akkor az x'. ¥ .z ... jelslést haszndljuk. Az x vektor kooordinatai ebben a bazisban 1. .. - .: Iy,
azaz X = 2.; 1 Tifi. Az (12.1) megéllapodas miatt (%.¥) = X'y, az

x vektor euklideszi normaja pedig||x|| = Vx'x= 1/}, 7.

Az A:R" — E" linearis transzforméciot azonositjuk azzal az n x n-es A= (a4)7; 1 matrixszal, melynek J-
edik oszlopaban az Az vektor koordintdi allnak. Ha egy x vektor .4-val valo transzformaltja ¥, azt az .Ax = ¥,

vagy matrixalakban az Ax =y (¥ = 2 1 Tii15) jeloléssel fejezziik ki. Az A= (ay) ¢s B = (bij)i « n-es
matrixok szorzata defini ci6 szerint 4B = (cin) = (325 asbie)

Az 1= (003)i,-1 matrixot n -dimenzios egységmatrixnak (identitasnak) nevezzik. Az elnevezést az
IA = AI = A 6szefliggés indokolja. Az n x n-es A matrix A~ inverzét az AA~" = A~'A =T Osszefliggés
definialja (ez pontosan akkor létezik, ha az |A| matrix alabb definialt determinansa nem 0). Kozvetlen
szamolassal meggydzddhetiink arrdl, hogy, ha az A és B matrixok invertalhatok, akkor az AB matrix is
invertalhato, és (AB)"' =B 'A"

Az A matrix |Aldeterminansa a matrix oszlopavektorai altal definialt n-dimenzids parallelepipedon eldjeles
térfogata, ami az alabbi képlettel szamithato ki:

7 |inversidinak ssdma ;
|A| = E l:_J-j linve |r’,.'|;,.(|] """ () - [:J-j
mEaz(l...., i)
permuticidinak halmaza

?7??Jeloljiik Ajj-vel annak az (7 — 1) % (n — 1].es matrixnak a determinansat, amelyet ugy kapunk A-bol, hogy

elhagyjuk az i-edik sorat és a j-edik oszlopat. Az 4] (A) = (=1 A;)7i 1 matrixot Aadjungalt mdtrixanak
nevezik, I. [30]. Az A~! matrix pontosan akkor létezik, ha [A| # 0, &s ekkor

Al = ﬁeltij(!f&\].

Vegyiik észre, hogy a determinédns egy n” valtozds fliggvény (polinom), igy van értelme a matrixelemek szerinti
derivalasnak. A (12.2)-beli definiciot felhasznalva kapjuk, hogy

OA|

et g

(=)™ Ay (1)

?77?Eqy fAXS R — R matrixfiiggvény matrixelemek szerinti derivaltjaibol allo matrixot szokas %—Val is
jelolni, ezzel a jeloléssel (12.3) a
Al

A adj (A%top)
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tomor alakba irhato at.
Ha az A ' matrix nem létezik, akkor azt mondjuk, hogy az A éltal definialt .4 transzformacio szingularis.

A matrix-jelolést  alkalmazva I1m(A) az A matrix aby..... ab,, oszlopvektorai 4ltal kifeszitett
Span(aby.. ... aby, ) altér (ezt onnan is latni, hogy A% = >_i_, 7;aby), a Ker(A) altér pedig azon x vektorokbél
all, amelyek ortogonalisak az A matrix soraira, azaz az A" (A transzponaltja) oszlopaira, vagyis az Im(AT)
altérre. Ezzel igazoltuk a kovetkezot.

12.1.1. Allitas. A Ker(A) g5 Im(A") girerek egymas ortogondlis komplementerei R" -ben, tehdt
dim(Ker(A)) + dim(Im(AT)) = n.

12.1.2. Definicié. Az Uf transzformdcié ortogonalis, ha definialé matrixdara igaz az UTU = 1 dsszefiiggés.

Ez azt jelenti, hogy U oszlopai ortonormaltak. Belathato, hogy ekkor U sorai is ortonormatak, ezért igaz az
UU'T = I dsszefiiggés is. Az ilyen U métrixot orfonormalt matrixnak is szoktak nevezni.

12.1.3. Definicié (szimmetrikus matrix). Az An x n-es valds matrix szimmetrikus, ha AT = A, vagy, ami
ugyanaz: % = ‘3 minden (hali=1.... ng=1.... n) indexpdrra.

12.1.4. Definicié (projekcio). P transzformdcio ortogonalis projekcio, ha I szimmetrikus és idempotens, azaz
PP =P

A F operator az Imn(T) altérre vetit. Mivel P szimmetrikus, 139. allitds miatt a Ker(F) g5 a Im(P) egymés
ortogonalis komplementerei, tehat minden x € " vektor eléall X = ¥ + z alakban, ahol ¥ € Im(F) z € Ker(F)
. Ezért ’x = ¥ innen az elnevezés. Ha / C R" egy altér, Fir jeloli a [7-ra vald vetitést.

12.1.5. Allitas. Ha A és B teszdleges n x n -es matrixok és x € B" tetszéleges vektor, akkor
(AB)T = BT Alop ¢4

(ATx) " Bx = x"WBx.

12.1.6. Definicio (kvadratikus alak, definitas). Legyen A egy n x n-es, szimmetrikus matrix. Az

7 T

xTszé E 15T

i=1 j=1

szamot az A dltal definidalt kvadratikus alaknak nevezziik. Az %ii illetve : szamok az A mdtrix elemei illetve az x
vektor koordindtdi. Az A matrixot pozitiv definit (szemidefinit)nek nevezziik, ha az x" Ax kvadratikus alak
pozitiv (nem-negati v) minden, nem azonosan 0 komponenstix vektorra. Hasonloan, az A matrix negativ definit
(szemidefinit), ha az x" Ax kvadratikus alak negativ (nem-pozitiv) minden, nem azonosan 0 komponensiix
vektorra. Ha pedig az x " Ax kvadratikus alak mind pozitiv, mind negativ értékeket felvehet (természetesen mds-
mas x vektorokra), akkor az A madtrixot indefinitnek nevezziik. Szinguldris (nem invertdilhatd) mdatrixok a
szemidefinitek és az indefinitek egy része.

12.1.7. Definicio. Legyenek A és B szimmetrikus madtrixok. Azt mondjuk, hogy A = B, ha A — B szigoruan
pozitiv definit. Azt mondjuk, hogy A = B, ha A — B pozitiv szemidefinit.

12.1.8. Tétel. Az A mdtrix akkor és csak akkor szimmetrikus, ha minden *. ¥ € R" vektorparra
x Ay =y Ax.

Megjegyezziik, hogy egy B matrix pontosan akkor pozitiv szemidefinit, ha un. Gram-matrix, azaz van olyan A
matrix, hogy B = ATA.

Az alabbi tétel (1. [19] 149. o0.) kovarianciamatrixok dsszehasonlitasanal hasznos lehet.
12.1.9. Tétel. Legyenek A és B invertdlhaté szimmetrikus matrixok. Ha A < B, akkor B~' < A~

12.1.10. Definici6é (sajatérték, sajatvektor). Az u € " nem azonosan 0 komponensiivektort az n = n-es A
matrix sajatvektoranak nevezziik, ha van olyan X\ valés szam (sajatérték), amellyel Au = Au reljesiil.
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Ezzel ekvivalens a kovetkezé allitas: dim(Ker(A — AI)) =0 jlletve dim(Im{A — AI)) < n, azaz az A — AI
matrix nem invertalhato.

cres

12.1.11. Tétel (Gersgorin). Legyen A egy tetszéleges (komplex elemii) n = n-es matrix. Legyen Ci az a

/!
koriili T 2k [Tl sugaru nyilt kérlemez a komplex szamsikon. Ekkor az A matrix valamennyi
sajatertéke a

D=1 O
tartomanyban helyezkedik el.

12.1.12. Megjegyzés. Az alabbi egyszeriiészrevétel is rendkiviil hasznos lehet a sajatértékek geometridjanak
vizsgalatanal.

12.1.13. Tétel (spektral-leképezés tétel). Ha ! (1) tetsz6leges polinom, és \ az A matrix sajatértéke, akkor
P(A)a P(A) matrix sajatértéke.

12.1.14. Tétel (spektralfelbontasi tétel). Az n x n-es szimmetrikus, valos elemiiA matrixnak van pontosan
n valds sajdtértéke (nagysag szerint csokkend sorrendben jelolje Sket A1 = Az 2 -+ 2 Ay), és az ezekhez
tartozo My Uz, - - . w, sgjatvektorok megvalaszthatok ugy, hogy ortonormaltak legyenek (egy ilyen Wi .- - . u,
rendszert ortonormalt sajatvektor rendszernek neveziink). Matrixalakban ez az

A = U;"I.UT = Z )l\il.l\il_l? (J-:]
i=1

felbontdst jelenti, ahol az n xn -es A diagondlis mdtrix a Ai.---. Au sajatértekeket tartalmazza
fodiagondlisaban, az U ortogondlis matrix pedig a hozzdjuk tartozo sajatvektorokat tartalmazza oszlopaiban, a
sajatértékek sorrendjének megfelelden. Az (12.4) felbontast az A matrix spektralfelbontasanak nevezziik.

Szimmetrikus matrixok sajatértékeinek becslésének hasznos eszkdze a Weyl perturbacios tétel

12.1.15. Tétel.
max|\y(A) — ,(B)| < [|A — Bl (1)

Vegyiik észre, hogy ha a b matrix /-rangl, akkor (12.5) baloldala nem kisebb, mint Al (A) viszont a

B =, Nl matrixra teljesil

1A = B|| = Aja(A).

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a k-rangt szimmetrikus matrixok kdrében A legjobb kozelitése I.
Ez az észrevétel képezi a f6komponensanalizis alapjat.

A Weyl perturbécios tétel tetszéleges matrixokra is altalanosithato.

12.1.16. Tétel. Legyen A tetszéleges i » n-es valos elemii mdatrix. Akkor

1 AR =s.,..
ppint (1A Bl = si

és a minimum a B = V.U matrixon éretik el, ahol Sk az elsd I szingularis értéket, valamint O-kat tartalmazo
(esetleg téglalap alaku) diagondlis matrix, U és V pedig az A mdtrix szinguldris felbontdsiban szerepld
ortogonalis marixok.

12.1.17. Megjegyzés. Az (12.4) formula azt jelenti, hogy az A mdtrix egydimenzids alterckre valé merdleges
vetitések valos linearis kombinaciojakeént all elo.
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Tetszbleges valos n x n-dA — AI| = Uem lehet ortogonalis bazisban diagonalizalni, s6t egyaltalan nem lehef
diagonalizalni, mert pl. a karakterisztikus egyenletnek komplex gyokei vannak, ilyen pl. a sik
szoggel valo elforgatasat megadd

SITL COS 0
— COS ¥ siner

matrix. Ilyenkor a matrix komplex euklideszi térbeli ortogonalis bazisban diagonalizalhatdo, de ha a
karakterisztikus egyenletnek tobbszords (valdés vagy komplex) gyoke van, akkor el6fordulhat (nem
sziikségképpen!), hogy a matrixnak még a komplex térben is n-nél kevesebb sajatvektora van, igy " 'ferde"
bazisban sem diagonalizalhato, pl.

1 1

0 1/
Mas modszert kell talalni a matrixok egyszeriibb alakban valo felirasara. Erre szolgal a polaris felbontas tétele,
amely a komplex szamok z = re™ alaki felirdsanak messzemend altalanositésa.

12.1.18. Tétel (a polaris felbontas tétele). Tetszéleges A négyzetes matrix felirhato WB alakban, ahol B
pozitiv szemidefinit (szimmetrikus), W pedig ortogondlis. A B mdtrix mindig egyértelmiien meghatdrozott, mig

W csak abban az esetben, ha A invertalhato.

A tétel kozvetlen kdvetkezménye a négyzetes matrixokra vonatkozo

12.1.19. Tétel (szingularis felbontasi tétel). Tetszoleges A négyzetes matrixhoz van olyan
S = diag(si.....5) diagonalis, valamint U és V unitér matrix, hogy
]
A =vsu” = Zs,—wu;‘"‘ (1)
i=1
*1. A polaris (és a szingularis) felbontasban szereplé U matrix Wi - -- . u,, oszlopvektorai rendelkeznek a

kovetkezd tulajdonsaggal:

(Au,)"(Au,) = 4,87

i%i
*2. AV matrix Vi:---: v, oszlopvektoraira igaz az =i - Vi = A, §sszefiiggés.

*3. Azug...., u,, vektorrendszer az A" A, mig a vi.---- vy, vektorrendszer az AA” sajatvektorrendszere.
(Az elsé 4llitdis a konstrukcid kovetkezménye, a masodik pedig az AAT = VSUTUSVT = vsvT
egyenléségsorozatbol adodik.)

*4. Egy szimmetrikus matrix szingularis értékei a sajatértékek abszolut értékei. Egyik oldali szingularis
vektoroknak megfelel a sajatvektorok barmely rendszere, legyen ez az Wi rendszer, a masik oldali szingularis
vektorok pedig a vi = %u; vektorok lesznek, ahol az el6jel a megfeleld A: sajatérték eldjele.

*5.||All = =,

12.1.20. Tétel. Legyen A tetszéleges m. x n-es valos elemiimatrix. Akkor

min _||A —B|| = sy,

BB k-rangi

és a minimum a B = V5, U métrixon éretik el, ahol Sk az elsé k szingularis értéket, valamint 0-kat tartalmazo
(esetleg téglalap alaku) diagondlis matrix, U és V pedig az A matrix szinguldris felbontdasdban szerepld
ortogonalis marixok.

T —_— m . r r . r .
12.1.21. Definicié (matrix nyoma). A T A=300 m mennyiséget az An x n-es matrix NyoManak nevezziik.

s

altalaban nem igaz, hogy az 1. - .. k- szamok tetsz6leges m(-) permutacidjara
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triA Ay =tr(Argy . Ary ),

de ha 7(*) ciklikus, akkor a trl*) fiiggvény ** kommutativ":

(A Ay = tr(As. . ApAy) = tr(Ay. .. ALALAL),

s.i.t.. Sziikségiink lesz még a P * 1-es A és a7 % 1m-es B matrixok Kronecker- vagy tenzor-szorzatdra. Ez alatt
azt a pq < nm-es, A @ B-vel jelolt hipermatrixot értjiik, melynek 7 darab ¢ > m méretiiblokkja van: az(7.7)

blokk az #iB matrix (i = 1....pid=1...., n). A Kronecker-szorzas asszociativ, a matrixdsszeaddsra nézve
disztributiv, viszont altalaban nem kommutativ. Igaz azonban, hogy

(AeB)"=ATeB".

Amennyiben A és B négyzetes matrixok - példaul An x n-es, B pedig m » m-es, akkor
A @ B[ = [A["- [B|",

tovabba, ha mindkettd invertalhatd, akkor Kronecker-szorzatuk is az, és

(AeB)y'=A'aB .

2. Fuggelék 2: Valésziniiségelméleti képletgytljtemény

2.1. Kolmogorov axiomai:

* (i) Adva van egy nem iires £ halmaz (az eseménytér), {1 elemeit elemi eseményeknek nevezzik, és w-val
jeloljiik.

* (i) Ki van tiintetve az ) részhalmazainak egy .4 algebrija (Ne.d, A€ A = 0\ AcA
Ae Ak Be A= AuBeA).

* (iii) Ac-algebra, azaz Ax € Ak =1.2,...) = UZ A, € A

* (iv) Minden A € A eseményhez hozza van rendelve egy ! ’(A) nemnegativ szam, az A esemény
valosziniisége.

*(v) P(E2) =1,

*(viyHa Ax € Ak =1.2,.. - ) paronként egymast kizaré események, akkor P Ay) = 3200, P(A),

2.2. Szitaformula:

n = 3 esetben:

f"}("1| L ,'12 (] .'1_-;:] = f"'(."l |:] + f)(_ln-_“::] + f)(_ln:s] — l"}l:_'1| M _'1-_).:] — f"'(."l | ﬁ‘4:5] —
lr'}(_'12 M _'1;5) + l"}[:,'1| n .'12 M ,4:5]

Tetszoleges n-re:

L

P(AU--UA,) = Z(—l)*'.s'f,”’,

k=1

ahol

s = Z P(A, N A, N---N A

iy ey 5t

2.3. Események fuggetlensége, feltételes valdsziniiség
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T<ji<k<= nuggetlenSIP( A, M A = P(A;) - P(Ay)yek paronként (i1 < i< ... <%, <"mek, ha minden
PlA,0---nA ) = P(A) P(A;:,) (ill.  minden indexsorozatra
). A teljes fliggetlenség implikalja a paronkénti fiiggetlenséget.

T L PrAnE
Feltételes valosziniiség: P(A|B) := PiEy  ha PLB) =0,

Teljes eseményrendszer:

Ao A, e A, P(ANA)=0hai#jés PUL Ay =1.

Bayes tétele: Ha ;... . .- A, teljes eseményrendszer és (3] = 0:
NBA) - P(A

P("I“;J = ”!l: | lj l: Ij

b P(BIAG) - P(A)
2.4. Valoszinliségi valtozé

Valésziniiségi valtozo: Az £} halmazon értelmezett olyan &(w) valos értékiifiiggvény, amelyre {{w) <xfeA
minden valos w-re. Hat értékkészlete a természetes szamok halmaza, akkor diszkrét valosziniiségi valtozorol
beszéliink.

Fiiggetlenség: A 1. En  valésziniiségi véltozok paronként (ill. teljesen) fiiggetlenck, ha a
{&w) <z} {&n(w) < x,} események paronként (ill. teljesen) fiiggetlenek 1. ... .- ', minden értékére.

Eloszlas (altalanos eset):

A £ valoszintiségi valtozo I'(7) eloszlasfiiggvénye:

Fe(r) = P{g <}

() monoton nemesdkkend balrél folytonos fiiggvény, Fe(—20) =0 Fe(ac) =1,
Diszkrét eset:

A& valoszinliségi valtozo {P;} eloszlasa:
p=Ple=41i=01,...

Abszolut folytonos eset:

Ha Fe(t) = [* FEo)dr akior az

Je(xr) == Fi(r) fiiggvény a & valdszinliségi valtozé siirliségfliggvénye.
Eloszlasok konvolucioja:

A diszkrét eset: ha {Pit a & ¢s {9t az » fliggetlen valoszinliségi véltozok eloszlasai akkor a € =&+ 7
valoszinfiségi valtozo eloszlasa 17}

k k
Ty = Z PiGh—i = Zj“k—_.i " -

=0 =0

Az abszolut folytonos eset: ha & és 71 fliggetlen valdsziniiségi valtozok, akkor

-IIEI:'.I f l'rE(/_”}r l'rr,l Y fi"f — / JfE( :] J,l "h

Valésziniiségi valtozo fiiggvényének eloszlasa: (Csak az abszolut folytonos esetetet vizsgaljuk.) Legyen ¥ ()
invertalhat6 fiiggvény. Ha felx)a ¢ valészinliségi valtozo stiriségfiiggvénye, akkor az ¥ (&) stiriségfiiggvénye:
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Se (™ ) o I - of o
Fuly) = EICETR ha dnf () <y < sup ()
' 0, knlénben

2.5. Valészinliségi valtoz6 momentumai:

A diszkrét eset: ha {Pxtac valoszinliségi valtozo eloszlasa, az

=l
Mye = Zﬁ'” - PR
k=1

Osszeget (amennyiben konvergens) a &n-edik momentumanak nevezziik, mig a
) -l
M= (k= M)"
k1

Osszeget a tn-edik centralt momentumanak nevezziik.

Az abszolut folytonos eset: ha /(7] a & valésziniiségi valtozé siirtiségfiiggvénye, az

Mg = [ - f{x)dx

oo

integralt (amennyiben létezik) a {n-edik momentumanak nevezziik, mig a
nﬂ@~=l/q(r— M) - f(x)d
g . i “h

—oc

integralt a £ n-edik centralt momentumanak nevezziik.
Hat és i figgetlen valoszinliségi valtozok, akkor

My g = Mg My,

Hak < n és M létezik, akkor Mr.¢ is létezik.

Varhato érték, szorasnégyzet:

Ve 2y .— gl
A £ valdsziniségi valtozd varhato értéke: E(E) = Mg szérasnégyzete: DAE) = My

Legyen () egy tetsz6leges valos értekiifliggvény.

. o (kY- pe, ha £ diszkrét,
f'.(t'(c:)] _ {EJ‘ 0 ( k

f_xx () - f(r)dr, ha & abszolit folytonos,
amennyiben a jobboldalon allé 6sszeg (integral) 1étezik.

Ha & és 7 tetszOleges valOszinliségi valtozok, amelyeknek létezik a varhato értékiik, —akkor
E&+n) = E&) + Ely),

Hati:- .- £, paronként fiiggetlen valoszintiségi valtozok, akkor D7(&1 + -+ + &) = D& ) + -+ D*(&,), ha
a jobboldal létezik.

A Steiner-képlet:

D*(€) := My — (E(g))*

2.6. A generatorfiiggvény:
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A 1P} eloszlasn € diszkrét valoszinliségi valtozo Gels) generatorfliggvénye:
Ge(s) i= B(sF) = 3 -
k=0
(7¢() analitikus az egyeségkorben, (1) =1 Ge(l) = £(&)

Haati...-. L. valosziniiségi valtozok teljesen fiiggetlenek, akkor

('IEI |"'|E||[:'q‘] = ('IEI("") """ ('IE,,('“j-

Ha £1:82.- .. azonos eloszlast teljesen fliggetlen valdsziniiségi valtozok, és i tolik fliggetlen diszkrét
valdsziniiségi valtozo, akkor

Ge e (5) = G (Gels)).
A generétorfliggvény egyértelmiien meghatérozza az eloszlast:

1 4
Pn =

= ——(J:(s =12 ...
! ds® e(3)lsn
A generatorfiiggvény s = 1 pontbeli derivaltjai meghatarozzak az un. faktorialis momentumokat:

3T e . . f* , )
Ele(c—1)... (6= k)| = —Ge(s)/Vert,

2.7. A karakterisztikus fuggveény:

£ valoszintiségi valtozo vell) karakterisztikus fiiggvénye:

we(t) 1= B () = {ZE‘ g b £ disskeét,

!_xx ot SJelr)dr, ha £ abszoliat folytonos,
aholi= \m_
Ha¢ diszkrét, akkor ¥e(t) = Gie(e™),

A ¥elt) a t-nek a(—x = I < o) intervallumon egyenletesen folytonos fiiggvénye, ee(0) =1 feelt)] =1
minden i-re, Paiue(t) = " ee(b- 1)

"

M= (—1)" —w@e ()]0

e = ()" e

Haati.-.-. L. valosziniiségi valtozok teljesen fiiggetlenek, akkor
Perptealt) = 0a(E) - Pe, (1)

A karakterisztikus fiiggvény egyértelmilen meghatarozza az eloszlast; abszolit folytonos eloszlas esetén, ha
|@e. (1) integralhato:

. I
Telr) = 7 e e (E)dt

A karakterisztikus fiiggvény ¢ = 0 pontbeli derivaltjai alapjan kiszamithatok a momentumok:

E A-) " d* (1)
(a =1 tﬂ;‘.“r’(

2.8. Nevezetes diszkrét eloszlasok:

Bernoulli-eloszlas (egyszerii alternativa):
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Ple=1}=p, PlE=0}=q.ptg=1

(&) = p, DHE) = p-q,Cels) =q+p-s,

Binomialis eloszlas (n fliggetlen Bernoulli 6sszege):

Ple=Fk} = [:::]_ef"q”“". ptg=1k=01,....n

E(&) =n-p DXE) =n-p-q Gels) = (g+p-s)"

Poisson-eloszlas (binomialis eloszlas limesze, ha n — ac és p -1 = A):

Ple=k} =5 A=0k=0.1....

E(&) = A D) = A Gels) = M1

Geometriai eloszlas (az egyszerlialternativa fliggetlen ismétléseinek szama az els6 1-es megjelenéséig):

Ple=kt=p-g" ' p+tg=1. k=12 ...

B(§) =3 D*€) = & Gels) = 1225,

Negativ binomialis eloszlas (r darab geometriai 6sszege):
Ple=vr+k} = [:j‘" }p optg=1Ek=0.1,...
E(©) = £ D) = 5 Gels) = (25"

Hipergeometrikus eloszlas (visszatevés nélkiili mintavétel):

(1." ('\ ‘.I‘j
Pl =k} = _(‘i_” < N.n<N,k=0,1,.

E(E)=n-8 D) =n-5-1-4)-(1- £

2.9. Nevezetes abszolut folytonos eloszlasok:

Normalis (Gauss-) eloszlas:
|.|'—I'|"2
_fé(:r]z\—/-_z'—_r;r_ 27, —o0 < <00, —0 <m< o0, 0<a <00

(&) =m D) =0

tovabba, ham =0, k =1,2,. CBEPT) =0 g

E_.EU:] _ [,i-:l:l-.’—?z.fz.
Lognormalis eloszlas (¢* eloszlasa, ahol & Gauss):

[Inw—m)?

felr) = —\/-2—7{;( T < w00, oo <m0, 0 <<
f‘:({i] — &M Fer? J” (r:j _ Ir.En.llr:r (r:az . J_]

Exponencialis eloszlas:

Jelr) =X e  0<az <o, 0<A<oc
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B =1 D) =% 0 =1g
Az exponecialis eloszlast karakterizalja az un. 6rokifju tulajdonsag:

Pl zr+uylt =) =Pl =y)

Gamma-eloszlas (G( A ));

}&(Ij] _ %Jn—lf:—h.r' >0

(T(EJ:) = [ .a"‘_'r:""ff,r)
)

B(E) =2 DY) =& delt) = (1—i

|

v* eloszlas n szabadsagfokkal:

J,||_-'12—I P

Jel@) = Ty, 2 2 0

B(E) = n DX(E) — 20 velt) = (- i8) ™

/ (Student) closzlés n szabadsagfokkal: A &/7 eloszlésa, ahol & és 7 fiiggetlenek, & ~ N (0. 1) ~ x*(n]

_ntl

Jeo) = =t (14 2) T

E)=0 han=1 DA(g) = 5 han = 2.

Béta-closzlas a, h paraméterrel (5(“~ bY):
-‘fﬁ(lj = H(fl.l.fl:l'!”_l “' - '!l)h_l TE [[J' J]

_ Da)lis)
Bla,b) = Hd

s

IL‘(C - ”” D* (‘:j (a1B)2{atbi1)

Masodfaju Béta-closzlas a, i paraméterrel:

afatb=1]

K& = 11:1 b= 117 (f::] = W hab =2

Fisher-féle F-eloszlas n és m paraméterekkel (F (1:11)) A §/7 eloszlasa, ahol & és 71 fiiggetlenek:

e

n— "o

nl g-x) 2 Li1g =) . o
CTILLINAL - — r r " r . r r r L r r _- — 4

mb{z.7) Az 1 = s valdszinliségi valtozd Maésodfaju Béta-eloszlas z, =z paraméterrel!

felr) =

Egyenletes eloszlas (az (@- &) intervallumon):

fela) = ﬁ haa <o < b 0 i16nben.

() = %42 DHE) = (0~ hag — —p; Velt) = 22

2.10. Sztochasztikus konvergencia, majdnem biztos
konvergencia:
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szt

A &, valosziniiségi valtozé sorozat sztochasztikusan konvergal a & valdszintiségi véaltozohoz, (5» — £) ha
barmely =-hoz van olyan &, hogy minden n. == N-re
P{lé, — ¢l =g} < e

A & valoészinliségi valtozo sorozat majdnem biztosan (1 valosziniiséggel) konvergal a & valdsziniiségi
riefy

valtozohoz, (6: — £) ha
IJ{liInH—b'x'&n = t} = 1.
A majdnem biztos konvergencia implikalja a sztochasztikus konvergenciat.
2.11. Nevezetes o0sszefluiggések
12.2.11.1. Tétel (Markov-egyenlétlenség). Ha a /(&) iétezik, akkor minden pozitiv a szamra:
f}{|t| > ﬂ} < I(ld)
il
Csebisev-egyenlitlenség:

Ha a D°(8) létezik, akkor minden pozitiv a szamra:

Pile— E(e)] = a) < 218,

[T

12.2.11.2. Tétel (Nagy szamok gyenge torvénye). Ha Li:8z.--- pdronként fiiggetlen azonos eloszlasu
valosziniiségi valtozok sorozata, és léteznek a D7(5) szorasnégyzetek, akkor

1 A 1

12.2.11.3. Tétel (Nagy szamok erds torvénye). Legyen &£1:8z:- - - teljesen fiiggetlen azonos eloszlasu

1
valosziniiségi valtozdk sorozata. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az 6+t f:,,j_ sorozat
majdnem biztosan konvergdljon egy m szamhoz az, hogy létezzen az 1°\&) varhaté érték. Ekkor m = (&),

12.2.11.4. Tétel ( Centralis hatareloszlas tétel). Ha £ £1:82. - - - teljesen fiiggetlen azonos eloszldsii
valésziniiségi valtozék sorozata, és létezik a | »(€) szorasnégyzet, akkor
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