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Fékomponens- és faktoranalizis

Tobbdimenzidos adatsosok valtozora vonatkozéan vannak megfigyeléseink. A targya-
lando tobbdimenzios modszerek céljai lehetnek példaul:

* A véltozok szadmanak csotkkentése, de ugy, hogy ezéltal a megfekmdésrejp
informacio ne csokkenjen lényegesen; Iényegkiemelés.

* Nehezen megadhat6 fogalmak (pl. gazdasagi fejlettség) defmiékszetett mutato-
rendszerrel valo jellemzés atjan.

e Osztalyozasi (csoportositasi) feladatok: a csoportkégmérvnek kijelolt valtozok
nem flggetlenek és nem azonos szérasuak, ezért nem lehet azorasveaihy
figyelembedket — a valtozokat kialakito k6zos faktorok alapjan csoportositunk..

A mobdszerek jelleriiz

e Szamolasigényesek, szamitdgépes programcsomagok segitségével hajgratok vé

» Tobbdimenziés normdlis eloszlasiu megfigyelések esetén optimumtuljrbddksl
rendelkeznek, de barmely mas, véges szérasu mintaeloszlas esgen hogy ter-
mészetesen definialt célfiggvényeket optimalizalnak.

* A klasszikus mdodszerek nem robusztusak, érzékenyek a kiugré és éxté&rkre,
de léteznek nemparaméteres, robusztusabb valtozatok is, amelyektisatgsikkal
dolgoznak.

A tovabbiakban két népszemddszersl lesz sz6: dskomponens-analiziér és afaktor-
analizisol. Ezek kozul adkomponens-analizis matematikai hattere a kidolgozottabb, a
faktoranalizisben szamos kérdés maig sincs megnyugtatéanuiszEz2rt a §kompo-
nens-analizisébb allithsainak a bizonyitasai is szerepelni fognak, feltéve, hatilem
bonyolultak, mig a faktoranalizidrszo6lo részben inkabb csak a mddszerek ismertetésére
kerdl sor.

Fékomponens-analizis

LegyenX EX = 0 varhato értédkésVarX = D kovarianciaméatrixtin dimenziés véletlen
vektor. Az a célunk, hogy azdimenzids térben olyan Uj koordinatarendszert vezessiink
be, amelyben a véletlen vektorunk koordinatai mar korrelalatlanok. IesehetgyX-et

az ui, ..., 4 ortonormalt bazisban felirva, aizedik koordinatajaY, =u' X lesz, vagyis

Y=UTX, aholU az uy, ..., 4 oszlopokbdl all6 ortonormalt matrix. Masképpen mondva,
X = UY, vagyis X-et egy korrelalatlan kompondns/életlen vektor elforgatottjaként
kivanjuk eballitani.
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LegyenVarY = A diagonalis matrix, akkor azt kapjuk, ho§y=UAU " ez pedig éppen
D spektraledallitdsa. Ennek alapjan a kdvetkesdinevezéseket vezetjik be.

* LegyenVarX spektraledéllitasaD =UAU " =) Auu, A2 ... 2 A, 2 0. Ekkor az
i=1

Y = U X véletlen vektort aX fékomponens-vektoranatevezziik, a¥ vektori-edik

koordinataja,Y, =u X pedig azX i-edik BkomponenseVilagos, hogy adkomponen-

sek vektora szintén 0 varhato éiés a kovarianciamatrixa diagondlis:

VarY =U 'DU =U "UAU U = A,

vagyis a ékomponensek paronként korrelalatlanok és szérasaik, melyebketkanoni-
kus szorasainakevezink, épped sajatértékeinek négyzetgyokddy; = \//1_ )

* Vegyuk észre, hogy adkomponens-vektor forgatasinvarians: Naortonormalt
matrix, X és VX fékomponens-vektora megegyezik. Valéban, mivarVX = VDV =
VUAU'V' = WAW', aholW = VU is ortonormalt, ezéX fskomponens-vektors/ VX
=UV'VX=U"X.

* Az viszont mar nem teljesil, hogy &kbmponens-vektor skalainvarians is lenne
(vagyis a meértékegység megvaltoztatasa altalaban mar hozgaga a $komponense-
ket). A skalatranszformacié egy diagondlis matrixszal valé szorzast jelent,UdX =
UTAT'AX miatt az invariancia azt jelentené, hoggrAX = ADA spektraledallitasaban az
ortonormalt matrixA™'U lenne, ez utébbi azonban rendszerint nem is forgatas.

 Ha rangD =k < n, akkor csak az alsk fokomponens kilénbozik 0-tdl. Legyen=
AU, i=1, ..k V=[v, ...,vd nxk méreti matrix, éZ az =V,/,/A, koordinaték-

bol allo k dimenzids véletlen vektor. EKkdr=VZ, Z szérdsmatrixa az egységmatrix s
V olyan matrix, melynek oszlopai ortogondlisak és normaik rendrX &anonikus
szorasaival egyebk. Ezt az g@allitast X kanonikus éhllitasanaknevezzik.

» HaD sajatértékei mind kilénboznek, é&kébmponensek 8jeltsl eltekintve egyértel-
miiek. Ha azonban egy sajatérték tobbszoros, akkor a mégka@tvektorok nem
egyertelntiek, a sajataltérben tetdegesen elforgathatok.

» A fékomponensek szemléletes jelentése

Legyene tetsdleges egységvektor, ekkirnek aze irdnyara valé vetiiletee{X)e, és az

e irdnyaba a5 szérasnégyzetb?(e'X) = e'De. Hae ésf két egységvektor, az iranyukra
e vetiiletek pontosan akkor korrelalatlanok, él®f = 0, ugyaniscov(e'X, f'X) =
EE"XX'f) = e'Df. Ezért a kdvetkerzallitas igazolhatd. Askomponensek bevezetésénél
tekintett 0j koordinatarendszer &lsengelye iranyaban a legnagyobb Xzzdérasa az
0sszes lehetségesdimenzids irany kozil, és ez a maximum éppen &z keaonikus
szoras. Ezt a tengelyt ezétss fétengelynekis nevezik. A masodik koordinatatengely
irAnya az elére mebleges iranyok kdzul az, amelyikre nézXeszérasa a legnagyobb,
mégpedig éppen a masodik kanonikus szorassal égwemh irany anasodik #tengely
és igy tovabb. AZ vektor vetlletei az az () koordinatatengelyekrékomponensek.
Formalisan a kovetkézisszefliggéseket irhatjuk fel:
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maxe’De:[d| =1 =u/ Dy, = 4,

maxe’De:[¢[=1 e"u, =0,1< j<i}=u'Dy = A, 1<i<n.

Ezek bizonyitasaszerinti teljes indukcioval torténhet. Az &is— 1 u;-re mebleges ira-
nyok mind benne vannak ag ..., u, sajatvektorok altal generalt invarians altérben, tehat

e=(e"u)u, +--+(uu,, (e'u)2++('u,)?=|d" =1

n

3 A (€7, )(uTu (Ul U, )(ule) =

n n n
e'De=> (e'u)u/ > Auu > (e'u )u, =
j=i k=1 m=1 J

n
j=i k=1 m=i

=> A(e'u)?*<A,

n
j:
es itt az egyenkég teljesil, ha=u;. O

* ndimenzids véletlen vektor kozelitése alacsonglahbnzids valtozoval

Legyenk < n és /'y az olyann dimenziésZ valdsziriségi valtozok tere, amelyek 1

valdsziriséggel egy (legfeljebl® dimenzids hipersikban veszik fel az értékeiketgma
szoval rangvar Z < k). Keressik azt & [0 ./« valOsziriségi vektorvaltozot, amely

négyzetes hibaban a legjobban koz&iét:

E[X -Z|" - min!

A varhaté éerték minimumtulajdonsaga mi&Z = EX = 0, ezértZ egy legfeljebbk
dimenzids altérbe esik. Mivel abban az altérbeX-4ez legktzelebbi ponPX, aholP
az altérre val6 méleges vetités, igy szukségképper PX. Mivel X — PX meileges

PX-re, a Pitagorasz-tétel migtk - PX|* =|X|* -|PX|’, tehat a feladat:
E[PX|* - max!
D spektraledallitdsaval kifejezve
VarPX = PVarX P = Zn:)li Puu,P,
ezert -
E[PXF = trvaPX =3 A trPy (Pu)" = S A[Pul’.
i=1 i=1

it [Py’ <|ulf =1 és 1 =UUT =Y uuT miatt
i=1

Zn:”Pui ||2 = Zn:tr Pu (Pu)’ =tr P(Zn:uiuiTjP =trP<k.
= = =

Ennélfogva akkor kapunk maximumot, Hau ||2 =1 i=1, ..k ésPu=0 a tobbi
sajatvektorra. Ez azt jelenti, ho§yéppen aai, ..., & vektorok altal kifeszitett altérre
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k

valo vetités:P = ZUi u', alegjobban kozelitZ valoszitiségi vektorvaltozo pedig az a
i=1

vektor, amelynek etsk koordinataja az Uj koordinatarendszerben éppen ax éfkom-

k
ponens, a tébbi pedig 0z = ZYiui, végil a négyzetes hiba minimalis értéke:
i=1
E[X =Z|" = Ay +---+ A

n*

« Az E|[X[*=trD =, +--+ A, mennyiséget aX vektorvaltozdteljes varianciajanak

nevezik. Ez megegyezik &= U'X fékomponens-vektor teljes varianciajaval (hiszen a
forgatas normatartd), és az éels fokomponens segitségével felirt legjobban kogedit

dimenziosZ vektorvaltozo teljes varianciéE||Z||2 =), +---+ A . Ezt Ggy mondjak, hogy

az el$ k fokomponensnnyit magyaraz meg az X teljes varianciajalhth ez az érték
mar azX teljes variancigjanak a tulnyomo része, akkor a tobbi valtozé elhalhgag,
Ezért kK megvalasztasdhoz a

/]1+...+/]k

(’[/:/]l+...+/]n

hanyados értékére tamaszkodnak.

Amikor az el$ k fokomponenst valasztjuk ki a kozelitéshez, akkbpt két részre
bontjuk:D = D® + D®, aholD®¥ = Var Z az Ginreprodukalt matrixaz elnevezés onnan
ered, hogy ha az élk fokomponens mar teljesen megmagyaré%4aljes varianciajat,
akkor visszakapjub-t), D@= Var(X —Z) neve pedigrezidudlis kovarianciamatrix

* Normalis eloszlas esete

Ha X tébbdimenziés normalis eloszlasu, akkor ugyanez igékarfponens-vektorra is,
és a 8komponensek korrelalatlansagabol kévetkezik a fliggetlensegik is.

» Tapasztalatidkomponensek

Legyen adott egy dimenzios eloszlasbol velt elemi minta: X, Xz, ..., Xy (N > n).
Definidljuk a tapasztalati eloszlast a szokdsos modon: ez awdemenzios diszkrét
eloszlas, amely N — 1N sulyt (valoszifiséget) helyez a megfigyelések mindegyikére.
A valosziniségeloszlasokra definialt szokdsos mennyiségi jetleaizpl. varhatd érték,
szoras, median) erre a tapasztalati eloszlasra kiszamienayiségek Unapasztalati
megfelebit kapjuk. Altalanosan alkalmazhat6 szabaly, hogy egy mennyiség d&tiat

ke a tapasztalati eloszlas szerint nem mas, mint a menngisagnintaelemeken vett at-
laga. ilyen médon gapasztalati varhato értéliz X -sal jelltmintaatlag a kovariancia-
matrix tapasztalati megfelige pedig az

3 (x, - X)(x, - X)"

5 -1
N =
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tapasztalati kovarianciamétrixA tapasztalati kovarianciamatri®, =V AV, spektral-

elodllitasa segitségével definidlhatjuk a minégasztalati dkomponenseitkanonikus

szorasait és fotengelyeit most azi-edik tapasztalatiékomponens egyN dimenzios

vektor, amelynekj-edik elemét ugy kapjuk, hogy\4, matrix i-edik oszlopanak elemei-
vel sllyozva adjuk 6ssze ag mintaelem koordinatait. Ezért\4, ortonormalt matrix

neve:atviteli (loading matrix, oszlopaitsulyvektoroknakelemeit pedigulyoknaknevez-

zuk.

Természetesen igazak maradnakkomponensekil eddig kimondott tételeink tapaszta-
lati megfelebi: az el$ fotengely az az egyenes, amelynek iranyaban a legnagyobb a
minta tapasztalati szérasa, a masoditerigely az elsre mebleges egyenesek koziil
rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, és igy tovabb. Az letapasztalatidkomponens a
minta teljes varianciajabol, & -bol
$:%+m+l
/]l ...+ /]n

hanyadot magyaraz meg, ahiql azSy i-edik legnagyobb sajatértéke, és segitségikkel

N

minimalizalhaté a)_||X; —Zi||2 négyzetdsszeg az 0sszes OIAN ..., Zy VvektorN-
i=1

eseken, amelyek altR"-ben kifeszitett altér dimenzidja legfeljekb

* Fdkomponensek becslése normalis eloszlasi minta esetén

Ismeretes, hogy ilyenkor az eloszlBskovarianciamatrixanak a maximum-likekihood
becslése a%, tapasztalati kovarianciamatrix. A maximum likelihood becsiéarian-
cigjanak kovetkeztébe®, sajatvektorai és sajatértekeDasajatértekeinek és sajatvekto-
rainak maximum likelihood becslései. Ha azonban feltételezziik, hodysaatérték
multiplicitasa tobbszo6rosig:1 = ...= Agr , akkor emelletid maximum likelihood becs-

lésed = ()Tq+1 +---+)Tq+r)/r . Mivel ilyenkor a bkomponensek kozul az ezeknek a
sajatértekeknek megfetdd nem egyérteliiek, csak azu,,Y,,, +---+U,,.Y,, 0sszeg az

(mégpedig X vetllete a megfelélsajataltérre), ezért a tapasztalati kdzelitéshez ezek a
fokomponensek csak egyszerre hasznalhatok.

Kllénodsen fontos annak a hipotézisnek a vizsgélata, hogy az utdgitérték megegye-
zik-e. A Ho : An—r+1 = ...=An hipotézis teszteléséligekihood-hanyados prob&egezhe-
tink. A probastatisztika:

Nr(loga-logg),

ahola azSy tapasztalati kovarianciamatrix legkisebsajatértékének szamtani kozege,
pedig a mértani kozepe. Megmutathatd, hbgyeljestlése esetén enndk— co melletti
hatareloszlasd = (r + 2)( — 1)/2 szabadsagfokyf-eloszlas, ezé’-proba végezhét A
prébaBartlett-féle médositasa az, hogy a probastatisztikabalnelyett N — (2n + 11)/6
irando (ez a hatareloszlast nem befolyasolja, de a proba kismintas tulajdgaségdit
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A kozelitéshez felhasznalikomponensek szamanak megallapitdsahoz sziikséges lehet a
teljes varianciabdl magyarazaft hanyadra vonatkozo hipotézisek vizsgalata, illetve —
ami matematikailag ezzel egyenéiiek konfidenciaintervallum konstrualasa. Belathato,

hogy +/N (7 - ) hatéreloszlasa 0 varhaté értéds

2tr D?
2 2
e = -2hy +h
(D)2 W @ +h)
szorasnégyzétnormalis eloszlas, ahol
_ /]f +... +/]i
/]f +... +/]§ )

Ennek alapjan pl. @+re vonatkozo, 1 & aszimptotikus megbizhat6sagi sgikbnfiden-
ciaintervallumvégpontjai: ¢ +c,,,7(N -1)7?, ahol a ~ a megfelélmennyiség tapasz-
talati becslését jeldlic,,, pedig a standard normalis eloszlasdei2-kvantilise.

* Fdékomponensek standardizalt mintabol

El6fordul, hogy a ékomponensek kiszamitasa@ttla mintat (koordinatanként) standardi-
zaljak: az X mintaelemeket Ggy transzformaljak, hogy ¥z- X koordinatait rendre

elosztjak a tapasztalati kovarianciamatrix atlos elemeine&ggzetgyokével. Ez annak
felel meg, hogy nem a kovarianciamatrix, hanem a korrelaciosxnsgtktralfelbontaséat
hasznaljuk, vagyis atskalazast alkalmazunk, arblekattuk mar, hogy nem hagyja a
fokomponenseket valtozatlanul. Az igy szamitékibimponensekkel vald kozelités nem a
két minta megfelél elemei k6zotti négyzetes eltérések 6sszegét minimalizédjaem
egy olyan sulyozott 6sszeget, amelybeni-&zik koordinatara (valtozéra) vonatkozé
hibanégyzet-6sszeget elosztjuk a szGbanforgo valtozora vonatkozo6 rakgekytapasz-
talati szorasnégyzetével, vagyis a nagyobb szérasu valtozomegh feltéréseket kisebb
sullyal vesszik figyelembe. Ennek a célfliggvénynek is lehet |étjogosultsaga.

Faktoranalizis

A faktoranalizis modelljében feltételezziik, hogy a megfigyelrefait valtozok nem
megfigyelhed hipotetikus hattérvaltozok, ufaktoroklinearis kombinaciojaként irhatok
le. E faktorokat hatasuk szerint a kovetkezppen szoktak osztalyozni:

1. kozos faktaramely tobb megfigyelt valtozot is befolyasol. Ezek kdzott lehetnek
1.1altalanos faktorokezek minden megfigyelt valtozét befolyasoljak, illetve
1.2 csoportfaktorok amelyek néhany (egynél tobb, de nem az 6sszes) medfigyelt
valtozora hatnak.
2. egyedi faktarcsak egyetlen valtozot befolyasol. Ez részben vagy egészé&vemgz
hat mérési hibabdl, amelyeibafaktornakis szoktak nevezni, de nem kilonithet a
mas forrdsu egyedi faktortol.

Feltételezzik, hogy a faktorok korrelalatlanok és 0 varhatéugitek
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» Ennek megfeléena faktoranalizis modellje
X=AY+W+m,

ahol X a megfigyelt valtozokbdl allan dimenzios véletlen vektol, a k6zds faktorok
dimenzios véletlen vektor € n), W az egyedi faktorok dimenzios véletlen vektora,

= (@) egy nxk méreti rogzitett matrix, ennek a neve mostatsiteli (loading) matrix,
elemei pedig daktorsulyok végul m rogzitettn dimenzios vektor. Feltételeink szerint
EY = 0,EW = 0, tovabb&/arY = I, ésVarW = W diagonalis matrix, atl6jaban@ = 0
elemekkel (1< i < n), végiilcov(Y, W) = EYW = 0. Azt mondjuk, hogy leirhaté a k-
faktormodellel ha (eloszlasa) &hllithato a fenti alakban.

« Vilagos, hogyEX = m, és VarX := D = AA" + Y. Specidlisan aizedik valtozd sz6-
rasnégyzetal, :=D*X, =h?+., ahol a

hi2 = Zk: aij2
=1

mennyiségekommunalitasnaka ¢ részt pedigegyedi variancianakevezik. A tovabbi-
akban feltessziik, hogy = 0.

» X pontosan akkor irhat6 lefaktormodellel, ha létezik olyan nemnegativ eledia-
gondlisW maétrix, amellyelD — W legfeljebbk rangl pozitiv szemidefinit matrix. Mint
lattuk, ez a feltétel szikséges, de elegesdmert egy legfeljebk rangunxn-es pozitiv
szemidefinit matrix mindig felirhatdA™ alakban, ahoA nxk-as matrix (ha ugyanis az
eldallitandd métrix spektralfelbontasa

T T
Alulul teeet /]kukuk )

akkorvi = JAu, i =1, ...,k jelolésselA = [v, ..., w] megfeleb lesz). Ezért ekkor

olyann + k dimenziésZ véletlen vektort keresiink, amelynek koordinatai korrelalatlanok
és egységnyi szérastak, ¥sfelirhatd X = [A, W4z alakban. Ismeretes, hogy ez meg-
tehet, mertD = [A, $Y¥[A, ¥¥T .

» HaX leirhatok-faktormodellel, akkor ez atskélazas utan is igaz marad r&, sgyani
A diagonalis matrix, akkoAX = AAY + AW, és ittAW koordinatai, [évéiW koordinatai-
nak kulonféle szamszorosai, tovabbra is korrelalatlanok egymaséalads

Eszrevehetjiik, hogy a kozos faktorok vektora és az atviteli matrix eggdrtelnt: a
ko6zos faktorokat tetgkegesG ortonormalt matrixszal elforgatv@y tovabbra is eleget
tesz a kozos faktoroktdl megkovetelt kovarianciafeltételeknek, 6 aAG'GY + W
elodllitas is megfelel ak-faktormodellnek, vagyis az elforgatott k6zds faktorokhoz
.visszaforgatott” atviteli matrix tartozik. A matrixokzingularisérték-felbontasatlkal-
mazva viszont mar megmutathatd, hégy régzitveA forgatastol eltekintve egyeértetim

en meghatarozott: hA ésB mérete megegyezik é5A" = BB', akkor létezik olyan U
ortonormalt matrix, amellydd = AU.

Az egyertelntiség elérésehes-ra tovabbi feltételeket szoktak tenhiawley javasolta,
hogy olyan &tviteli matrixot keresstink, amelypéAA diagonalis valamilyen éte meg-
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adott nemnegativ eldmA diagondlis matrixral-tol azt is megkoveteljik, hogy az atlo
elemei monoton csokkérsorrendben kdvetkezzenek egymas utan.

A =1, esetérA’A diagonalis matrix, aza& oszlopai paronként ortogonalisak, ilyenkor
A-t ortogonalis atviteli méatrixnakevezzik. Ekkofsfaktor-analizistl, féfaktor-modell-
rél beszelunk.

A A =¥ valasztas normalis eloszlakdaktormodell esetén egys#isiti a maximum
likelihood becslés kiszamitasat. (A megfigyelt valtozok sorrenmijgnutalva elérhetjik,

hogy ¢a < yp< ...< Y teljestiljon.)

Mésik lehebség:A-t valaszthatjuk & matrix atldjabdl képezett diagonalis matrix in-
verzénekA = diag(141, 1/dpy, ..., 1/dy,). Mivel a faktormodell skélainvarians, gyakori
szokas a valtozokat standardizalni az elemzés &zAYdel valo skalazast jelent, ezért
az atskalazott atviteli matrix ortogonalitdsa az eredeti tomteéppen aA'AA matrix
diagonalitasat jelenti.

* Nem ismeretesek altalanos moédszerek annak megallapitasaradyoggdimenzios
X véletlen vektor mikor frhato lefaktormodellel. AD = AAT + W 6sszefiiggésbem+ nk
ismeretlen éa(n+1)/2 egyenlet van, a Lawley-féle feltétel pedig tovaitki1)/2 egyen-
letet jelent. Ezért a felirhatd egyenletek és az ismeretlenek saadkiddabsége:
n(n+1) +k(k-1)
2

Ha ez pozitiv, nem varhat6, hogy az egyenletrendszernek van megoldasa.

n(k +1) :%((n—k)z ~(n+k)).

 Masik fontos, de nem teljesen megoldott problémadantifikacid kérdése. Azt
mondjuk, hogy a modell identifikalhato, ha ado#setérD egyértelnfen meghatarozza
P-t és forgatastol eltekintva-t. Egy részeredmény példaul a kovetkdzra azA matrix
barmely sorat elhagyva a megmaradt sorokat Ugy lehet két csopsdtani, hogy a
nekik megfeled két matrix rangja egyarakt akkorD = AAT + W identifikalhato.

Ha konvergens becslési eljarasokat (pl. maximum likelihood moéddkahnazunk, ak-
kor elég nagy elethmintara mar elvarhatd, hogy ésW becslései mar kélen kozel
vannak a becsulefidnatrixokhoz. Ezért az identifikalhatésag helyett megelégedhétiink
es W lokalis identifikalhatésagavails, ami azt jelenti, hogy van olyan (euklideszi) kor-
nyezetik, amelyben mar teljesil az egyértskdy. Erre vonatkozoan a kovetkez
mondhat6: ha ATW™A diagonalis és a¥ — AATW?A) AT matrix elemeinek a négyze-
tésl allé matrix nemszingularis, akkér ésW lokalisan identifikalhato.

« Maximum likelihood becslés normalis eloszlasd modellben

Tegylk fel, hogy a (k6z6s és az egyedi) faktorok fliggetlenek és Immi@szlasuak,
ekkor X is normalis eloszlasu. EBbaz eloszlasbdl all rendelkezésiinkre é&gelemi
minta: X4, Xz, ..., Xn (N > n). Feltessziik, hogp ésW nemszingularis, tovabb& WA
diagondlis.

Ismert, hogy a O varhaté értéksD = AA” + W kovarianciamatrixtn dimenziés normalis
eloszlasbdl vett minta loglikelihood-figgvénye
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L(AW) = —% F(A W) +konst.

alakl, ahol F(A, W) =logdetD +tr(D'S,) és Sy a tapasztalati kovarianciamatrix. A

maximum likelihood becslésh&z(A W)-t kell minimalizalni. F-et A, illetve W szerint
differencialva és a derivaltakat O-val egyed téve kapjuk #ikelihood-egyenleteket

oF _| oF
0A | 04

i

- 1N _ -1 a_Fz 1N _ -1
]nxn_ZD (0-$,)07A 7 -=[D*(D-S,)D"]

1<i<n

Ezeket iteracidval oldjak meg:adb rogzitettV esetén az aelsegyenletbl A-t fejezik ki,
majd ezzel az A-val a masodik egyenletrendsenbeghatarozzakb-t, ezutan ismét
rogzitettd mellett minimalizalnal®-ban, stb.

Az elsh egyenlet megoldasa (vagyis az atviteli matrix maxin likelihood becslése is-
mert nemszingulari¥’ matrix esetén) & '?S W™'? matrix spektralfelbontasa segitsé-
gével kaphaté meg. Legyen

LIJ—]./ZS LIJ—]./Z :V/\VT
N ’
ahol aA diagonalis méatrix datl6jdban a/Ti sajatértékek sorrendje monoton fogyé. Le-
gyen Vi a V els koszlopabdl allcxk méreti matrix, és
Q =diag[(, 1", ..., (A -D"].
EzzelA maximum likelihood becslése:
A=W Q,.

Az iteracio konvergenciajat befolyasolja az indi#ddnegvalasztasddreskogjavaslata:

(- k)L
d _(1 2nj s’

ahols' az S;' matrix fsatléjanaki-edik eleme.
* A kozo6s faktorok becsléséét modszer hasznalatos.
A Batrtlett-féle becsléabbdl indul ki, hogy ismer ésW esetérX feltételes eloszlasé

ra nézveAY varhatd érték ésW kovarianciamatrixin dimenzidés normalis eloszlas. Ezért
a feltételes loglikelihood-fliggvény

L(Y, X) = —%(x — AY)TW (X — AY) + konst,

amelynek maximumhelyé&t szerinti derivaldssal kaphatjuk meg:

oL _ (X -AY)TWTA=0,
oY
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ebl
Y =(ATYIATTATY X,

(Ezt mas uton is levezethetjik, ha észrevesszik, Magyekét rogzitve a faktormodell
korrelalt hibaju normalis linearis modellbe megy at, ahol — minerstes — a¥ paramé-
ter maximum likelihood becslése megegyezik a legkisebb négyzetes selcslés

Lathatd, hogy a Bartlett-féle becslés torzitatlan.

A koz0Os faktorok becsléséndihompson-féle modszeret Ylyan paraméternek tekinti,
amelynek a priori eloszlasa standard normalis, ezvitén Bayes-becslés adhatd. Négy-
zetes veszteségfiiggveny mellett a Bayes-becslés éppepastedori eloszlas varhato
ertéke. Az a posterioriigiségfliggvény a Bayes-tétellel

f(Y|X) = kons{(X) lexp- 1 (X - AY)TW(X - AY)fexgd- 1YY},

ahol konstK) nem fuggY-tol. A kitevoben all6 mennyiség (a —1/2 szorz6 elhagyaséaval)
a kovetke#képpen alakithat6 at: bevezetveBa= 1, + ATW ™A jelolést,

(X=AY)TYHX-AY)+YY =Y'BY - XTWTAY-YTATYIX + X TYIX =
=(Y-BTATWX)TB(Y -BTATWX) + kons(X).

Errdl leolvashatd, hogy az a posteriori eloszlas idimenziés normalisBATW™X
varhato értékkel 68 kovaranciamatrixszal. Ezéyt Bayes-becslése

Y=(I, +ATYIATATY X,

Bar ez a Thompson-becslés torzitott, az atlagogzeées hibaja kisebb, mint a Bartlett-
becslésé.

» A faktorok forgatasa

Az atviteli matrixnak Lawley mddszerével tortéagyértelntivé tétele a becslési eljara-
sok matematikai elemzését seqiti, de az az ara; adgapott kdzos faktorok gyakran
csak nehezen értelmezblet Alkalmas elforgatassal esetleg szemléletesebintyest
adhatunk a faktoroknak. Ha példaul a faktorsulydkedit csak 0-hoz kozeli vagy
aranylag nagy értékek fordulnaksgelakkor a valtozok csoportosithaték annak alapjan
hogy melyik faktor mely valtozékban jatszik fonteszerepet, szerencsés esetben a
valtozok halmaza akar diszjunkt osztalyokra is batd.

A faktorsulyok forgatasara kulonféle modszerekeiznalnak, a legismertebb ezek kdzul
avarimax forgatas Ennek az a célja, hogy minél tdbb 0-hoz kozaHidrsulyt allitson
elo. A modszer lényege egy alkalmas kvadratikus cgifagy maximalizalasa, amit
iteracioval valositanak meg. A feladat olyan= (a;) atviteli matrix eballitasa egymas
utani forgatasokkal, amelyre a kommunalitasokkalméit faktorsuly-négyzetek széras-
négyzete maximalis, vagyis a maximalizalando céiggy
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ahol

Mivel a forgatasok az atviteli matrix sorainak na@itmnem valtoztatjak meg, az egész
eljaras soran a kommunalitasok valtozatlanok maadi fokozatos maximalizalas
torténhet példaul ugy is, hogy minden lépésben eggkegy faktorpart forgatunk el: ha a
(, m) part valasztjuk (¥ j < ms<K), akkor csak aa; €sam faktorsulyok valtoznak:

a{j =q cosp —a,,sing, a. = a; sing +a,, cosg,

ahol ¢ az elforgatas szbge; ez lépésenként csak egyualarélserték-feladat megolda-
sat jelenti. Minden ciklusban végighaladunk minderon (6sszesemk(k —1)/2 par

van), és a ciklus végén ellegizzik a célfiggvény valtozasat. Akkor allunk mbeg, mar
csak elhanyagolhaté mértékben valtozik.

+ Fsfaktor-analizis

A fofaktorok modszerének alkalmazasanal gyakran fédt@keaz egyedi faktorok teljes
hianyat. igy a feladat olyan kozos faktorok meglutasara redukalddik, amelyek
paronkeént ortogonalisak, a lebidéegnagyobb mértékben jarulnak hozza az 6sszesz@alt
telies kommunalitasahoz, azaz a

S =E|X[°
i=1

teljes variancidhoz, illetve amelyekkel a reproduk@atrix leheb legjobban megkozeliti
D-t (a legkisebb négyzetek elv értelmében). Forraalisz megegyezik &Kkomponens-
analizisben vizsgalt feladattal, igy most nem taljgik. Ha az egyedi faktorokat is bele-
vesszik a modellbe, de valahonnan ismernBrik vagy ami ezzel egyenériéka kom-
munalitdsokat, akkor a feladat ismékdmponens-analizis, de ¥z— W véletlen vekto-
ron (amit aD — W matrix spektralélallitasa segitségével végezhetink el). Szokas azeért
elébb a kommunalitasokat kilonféle modokon becsiilni.

Amikor mar ebzetesen standardizalt valtozékbdl indulnak kiD akovarianciamatrix
voltaképpen korrelaciés matrix. A> kommunalitds leggyakoribb becslése iaadik

valtozonak az 6sszes tdbbi véaltozéra vonatkozé szimds korrelacios egyutthatbjanak
négyzete. (Ez a tébbszorés korrelacios egyitthafimidio szerint a maximalis korrela-
cio, amely az i-edik valtoz6 és a tobbi valtoz&a@eges linearis kombinacidja kézott
elofordul). lgazolhatd, hogy ez a becslés a kdveikapdon is megkaphato:

h? :1—diii
ahold" aD™ matrix fatl6janaki-edik elemeDwyer megmutatta, hogy ez mindig kisebb
vagy egyert, mint a kommunalitas valodi értéke.
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Fuggelék: Jelblések, tudnivalok

EX  azX valosziriségi (vektor)valtoz&arhato értéke

D?X azX valoszitiségi valtozészorasnégyzete

Var X azX valoszittiségi vektorvaltoz&ovarianciamatrixa
cov(X,Y) az X és az Y valdsziségi (vektor)valtozokovarianciaja
a', AT azavektor, ill. azA matrix transzponaltja

tr A az Anégyzetes matriryoma(az atloban allé elemek 6sszege)
« a trfuggvény linearis: tA=ctrA, tr(A+B)=trA+trB
« a trfuggvény ciklikusan invariantr AB...Z=tr B...ZA
« szimmetrikus matrix nyoma egyén sajatértékeinek az 6sszegével

l,1, azndimenzidsegyseégmatrix

diagfas, ..., a;] olyan (un.diagonali9 matrix, amelynekdatléjaban a=y, ..., a, elemek
allnak, a atlon kivuli elemek pedig 0-val egyékl

projekcid linearis altérre valé méleges vetités, ill. annak matrixa
« P pontosan akkor projekcié, ha szimmetrikB5 € P) és idempotens™¢ = P)
e trP=rangP=dimImP

Ortonormalt matrix(forgatay: U négyzetes matrix, amelytd™ = U', mas szévall
sorai, ill. oszlopai egyarant ortonormalt rendsagkbtnak

Spektraledéllitas: Az A nxn-es szimmetrikus matrix spektraiéllitasa:
n
A=UANJU" => Auu, aholU azu, ..., 4 oszlopokbdl &llé ortonormalt métrix,
i=1
N diagonalis matrix, az atléjaban allg, ..., A, szadmok azA matrix sajatértékei,
u; pedig a/; sajatértékhez tartozo sajatvektor.

Mivel egy k dimenzids altérre vald vetitésnkklarab 1 sajatértéke van, a tébbi O,
ezért az altérre val® vetités spektralédllitasa:

k
P=>uu/, aholu, ..., 4 az ImP altér ortonormalt bazisa.
i=1



