Valoszintliségszamitas 1 gyakorlat, 3. feladatsor, megoldasok

1. Alapfeladatok

1. A szdmegyenes 0 pontjabol egy bolha indul, minden mésodpercben véletlenszertien ugrik jobbra
vagy balra egyet. Mekkora a valoszintisége, hogy valaha raugrik a (—1)-re?

Els6 megoldas. Rajzoljunk Markov lancot:

Jeldlje p; annak a valészintiségét, hogy az i-bél indulvavalaha ralépiink a —1-re. Ekkor persze
p—1 = 1. Mit tudunk mondani a p;-r6l, ha i > 07 Az i csticsbol indulva 1/2 eséllyel 1épiink balra,
ahonnan p;_; annak a valészintisége, hogy valaha ralépiink a (—1)-re. Illetve 1/2 eséllyel 1épiink
jobbra, ahonnan ugyanez p;41 valészintiséggel torténik. Vagyis p; = % “Pi—1 + % - Dig1-

Vagyis a p; egy végtelen hosszi szamtani sorozat, ami végig 0 és 1 kozott marad. Ez csak ugy
lehetséges, ha konstans. Mivel p_; = 1, ezért p; = 1 minden ¢-re. Vagyis barhonnan indulva 1
valoszintiséggel ralépiink a (—1)-re.

Masodik megoldas. Egyszertibb egyenlethez jutunk, ha észrevessziik, hogy annak a val6szi-
niisége, hogy 1-bdl eljutunk a —1-be, pont annak a két valésziniiségnek a szorzata, hogy 1-bl
eljutunk a 0-ba, és hogy 0-bdl eljutunk a —1-be. Ez utébbi két valészintisége mindketts pg: az
els6 definici6 szerint, mig a masodik az egyenes (és a véletlen bolyongas) eltolasi szimmetriaja
miatt. Vagyis p; = p%, igy a fenti egyenletek koziil elég az els6t felirni: pg = 1/2 4 1/2 -p%. Ez
ugyan méasodfoku, de szerencsénkre csak egyetlen gyoke van, a pg = 1.

2. Egy dobodkockéival addig dobalunk, amig kétszer egyméas utidn hatost nem dobunk. Mennyi a
dobésaink szdmanak varhato értéke?

Megoldas. Készitsiink abrat.

Mint korabban, jeloljik x;-vel az ¢ allapotbol vald sziikséges 1épések varhatd szamat, az alabbi
egyenleteket kapjuk:

rs = 1+
rzq = 1+

Ezeket megoldva kapjuk, hogy xg = 42.

3. Egy vizsgaid&szak el6tt az évfolyam 50 egyforman felkésziilt hallgatobol all. 5 tantargybol vizs-
géazik mindenki, melyeken a (galad) vizsgaztatok 5-5 embert (teljesen véletlenszertien) megbuk-
tatnak, egy hallgatot esetleg tobben is. Mennyi a sikeresen vizsgazo (vagyis egy tantargybol sem
buko) hallgatok szamanak varhato értéke?

Intuitiv megoldas: Képzeljiik azt, hogy azok a didkok, akik egy vizsgan megbuknak kiesnek,
és vizsgaljuk a kovetkezs vizsgén csak azokat, akik még versenyben vannak. Az elsé vizsga utan



a bent maradtak (varhato) értéke 45 = (9/10) - 50. A masodik vizsgan 5 didk fog megbukni, de
ezek véletlenszertien keriilnek kisorsolasra, és a mar kiesettek is bukhatnak még egyszer. Vagyis
ez a kor is varhatdéan megtizedeli a versenyz&ket, két kor utdna a bent maradtak varhaté értéke
45-(9/10) = 50-(9/10)2. Es igy tovabb, minden korben varhatéan megtizedelsdnek, igy 6t vizsga
utdna varhaté bent maradtak varhato értéke 50 - (9/10)°.

Pontos megoldas: Mekkora valoszintiséggel fog egy adott didk mind az 6t tantargybdl sikeresen
vizsgazni? Mindbdl 1/10 valészintiséggel bukik meg, tehat (9/10)° valészintiséggel fog sikeresen
vizsgézni. Mivel 50 didk van, ezért varhatoan 50 - (9/10)° fog koziiliik sikeresen vizsgazni minden
tantargybol.

Ez még gy is igaz, hogy az egyes didkok bukésai nem fiiggetlenek egymastol, mert tudjuk, hogy
minden tantargybol sszesen 5-en buknak, nem pedig mindenki egymaéstol fiiggetleniil 1/10 valo-
szintiséggel. A varhaté érték nem csak akkor adddik Gssze, ha fiiggetlen valoszintségi valtozokat
adunk 6ssze. Kicsit precizebben fogalmazva legyen X a sikeresen vizsgizé didkok szama. Legyen
tovabba I; annak az indikatora hogy az i-edik diak mindenbdl atment. Vagyis ha az i-edik didk
mindenbdl dtment, akkor I; = 1, ha valamibé&l bukott, akkor I; = 0.

Persze X = I1 +Is+. ..+ I50, ami azt fejezi ki, hogy barhogy torténjék a véletlenség a feladatban,
a kifejezés két oldalan 1évs véletlen szamok egyenlék. Ekkor persze a varhaté értékiik is ugyanaz,
vagyis

A varhato érték additivitdsa miatt

5

. Egy egység sugara korlapban véletlenszertien valasztunk egy pontot. Mekkora a pont kdzéppont-
t0l valo tévolsadganak varhato értéke?

Intuitiv megoldas. Ennek a valoszintségi valtozonak (véletlen pontnak a koézépponttol mért
tavolsaga) az értékkészlete [0, 1], de a valtozo nem egyenletes eloszlast, a siriségfiggvénye az
s(z) = 2x fuggvény. Ez kifejezi, hogy az egyes értékek egyméashoz viszonyitott stlya linearisan
nd, ahogy noveljiikk az értéket (és ezzel a korvonal sugarat). Azért 2x, hogy az integral 1 legyen,
ez felel meg annak, hogy az Osszes eset egyilittes valoszintlisége 1. Vagyis a varhaté értéket
kiintegréalva azt kapjuk, hogy

/ x -2 dr = [(2/3)2°]§ = 2/3.
[0,1]

Tehat a keresett varhato érték 2/3.

Profi megoldas. Legyen Z a kézépponttol valo tavolsag. Ekkor 0 < Z < 1, igy a tovabbiakban
csak erre az intervallumra szoritkozunk (tehat az eloszlasfiiggvény a (—oo,0) intervallumon 0, az
(1, 00) intervallumon 1).

F(r):IP’(Z<r):T—7r:r2,
ebbdl derivalassal adédik, hogy
fr)y=F(r)=2r1(0 <r < 1),

és konnyen ellendrizhetd, hogy ez valoban stirtiségfliiggvény:

Flr) = /_ ; f(z) da

minden r-re.



5. Aladar megrogzotten gytijti a Spar ajandék matricait, minden 2000 forint vasarlas utan ingyen
kap 5 matricat. Szeretné kigyUjteni a teljes albumot, amihez sziiksége lesz mind a 200 féle
matricara. Tegytik fel, hogy minden matrica amit kap véletlenszerd. Véarhatéan hany matricat
kell 6sszegytijtenie, hogy mind a 200 félébsl legyen neki legaldbb egy? Mennyi pénzt kell ehhez
a Sparban elkoltenie?

Megoldas. Bontsuk a varakozést szakaszokra aszerint, hogy épp hanyféle matricadja van mar
Aladarnak. Amikor egy sem, akkor a kivetkez§ matrica biztosan 0j fajta lesz, igy csak 1 véletlen
matricara van sziikség. Ha mér van egyféle matricdja, akkor (199/200) valoszintiséggel kap
jat. Mint méar korabban lattuk, ekkor varhatoan (200/199) huzasra van sziiksége, hogy ujfajta
matricat talaljon. Ugyanigy, ha méar i-féle matricaja van, akkor (200 —14)/200 valoszintséggel huz
ajat, tehat varhatéan 200/(200 — i) htizés mulva lesz (i + 1)-féle matricaja.

Tehat a teljes varhato érték:

200 200 200 1 1 1
1+ —+—+4+...+—=200- | =—=+—+...+ =+ 1) =200 -log(201).
TTo9 TT0s T T (200+199+ +2+) o8(201)
Vagyis Aladarnak varhatoan kb. 200 - log(201) = 1060.66 matricat kell szereznie, hogy kigytiljon
az album, ami (1060/5) - 2000 = 424000 forint kérnyékén mozog.

6. Egy baktériumfajta minden példanya idSegységenként p valoszintiséggel kettéosztodik, 1 — p
valoszintiséggel elpusztul. Kezdetben egy baktériumunk van. Mekkora a valdszintisége, hogy a
baktériumfaj kihal?

Megoldas. Jelolje ¢ annak a valoszintiségét, hogy a baktériumfaj kihal. Ha az els§ baktérium
elpusztul, akkor persze kihalt a faj. Ha nem, akkor 2 baktériumunk lesz, amiknek a leszarmazottai
egyméstol fliggetleniil g valoszintséggel fognak kihalni. Ebbdl az alabbi egyenletet kapjuk:

g=01-p)-14p-¢ = 0=p-¢"—qg+(1-p).

1+/1—4p(1—p) 1+/1—2p2% 1+£]1-2p 1+(1-2p)
q: _= = = .

2p 2p 2p 2p
2—2p 1—p 2p
q= =——,vagyg=_-=1
2p D 2p

Az abszolut érték jelet azért lehet elhagyni, mert amugy is £ jel van elGtte. Viszont ennél sokkal
fontosabb kérdés, hogy akkor melyik a valoédi megoldas a kettd koziil?

Ha p < 1/2, akkor (1 — p)/p > 1, tehat nem lehet ez a megoldas. Vagyis ebben az esetben a
megoldas ¢ = 1.

Ha p = 1/2, akkor a két megoldas egybeesik, tehat itt sincs gond. De mi a helyzet, ha p > 1/2,
ekkor mindkét megoldas hihet6? Ezt nem fogjuk tudni precizen megvalaszolni, de mégis, melyiket
érezziik igaznak?

Két érvelést is talalhatunk. El&szor is, mennyi az n-edik generacié méretének varhatod értéke?
Az nulladik generacioé 1, az els6é (1 —p) -0+ p-2 = 2p. Ez pont azt fogalmazza meg, hogy
egy baktériumnak a kovetkez§ generacidoban varhatéan 2p leszarmazottja lesz. Mivel az elsGben
varhatéan 2p baktérium van, ezért a masodikban varhatoéan (2p)? baktérium lesz. Es igy tovabb,
az n-edikben (2p)™. A mi esetiinkben 2p > 1, tehat a baktériumok varhato szama exponencialisan
né. Ami érzésre ellentmond a ¢ = 1 megoldassal, hiszem az azt jelentené, hogy egy valdszintiséggel
kihal a baktériumfaj. Ez az érvelés matematikailag helytelen, mert az n-edik generaci6é varhato
értéke néhetne attdl is, hogy ugyan nagy valészintiséggel addigra kihal a baktérium, de nagyon
kis valoszintiséggel nagyon-nagyon-nagyon sok baktérium lesz.

A masik érvelés folytonossagra épiil: mi a helyzet, ha p = 17 Ekkor vilagos, hogy a baktérium
0 valoszintiséggel hal ki, tehat ebben az esetben a két megoldas koziil az (1 — p)/p érvényesiil.
Abrazoljuk a f(p) =1 és g(p) = (1 — p)/p fiiggvényeket a [0, 1] intervallumon. Egy adott p-re a
q a két fiiggvényérték koziil lehet valamelyik. Azt mér tudjuk, hogy eleinte az f érvényesiil. A
p = 1/2 pontban egybeesnek, majd a végén, a p = 1-ben mar a g érvényesiil. Ha elhissziik, hogy
a feladat megoldasa (q) a paraméter (p) valtoztatasara nézve folytonos, akkor minden p > 1/2
esetben a g fliggvényt kell valasztanunk!

Mindkét érvelés arra utal, hogy p > 1/2 esetben az (1 — p)/p a helyes megoldéas. Ez igy is van,
de nem fogjuk bizonyitani.



2. Ismerd fel a nevezetes eloszlast!

1. Tegytik fel, hogy az 1j internetelsfizetck mindegyike a tobbiektdl fiiggetleniil 20% valoszintiséggel
specialis kedvezményt kap. Mennyi a valoszintisége, hogy 10 ismerdsiink koziil, akik most fizettek
els, legalabb négyen részesiilnek a kedvezményben?

Megoldas. Bernoulli, n = 10, p =0, 2.
P(X >4)=1- (10()) (0,2)°-(0,8)10— <110> (0,2)'-(0,8)?— <120> (0,2)2(0,8)8— <130> (0,2)3-(0,8)7.

2. Négy szabalyos dobokockaval dobunk sokszor egymas utan addig, amig el nem fordul, hogy a
négy dobasbol legalabb harom hatos. Jeldlje Y, hogy hanyszor kell dobni ehhez. Adjuk meg Y
eloszlasat.

Megoldas. Jeldlje p a siker valoszintiségét, vagyis (Bernoulli-val szamolva):

SGORORGION

Maga az Y geometriai eloszlési, p paraméterrel.

3. Pisti minden nap leiil felesezni. ElGszor megiszik egy pohérral, majd ezutdn minden pohar utan
(egymaéstol fiiggetleniil) 0.4 valoszintséggel iszik még egyet. Mi az altala hetente megivott felesek
szaménak eloszlasa? (A napi mennyiségek is fiiggetlenek egymastol.)

Megoldas. Minden nap geometriai, 0.4 paraméterrel, igy Osszesen negativ binomidlis, n = 7,
p=0.4.

4. Egy forgalmas tutszakaszon azt figyelik, hogy 6t perc alatt hany aut6 lépi at a megengedett
sebességhatart. A tapasztalatok alapjan feltételezziik, hogy annak valoszintisége, hogy van ilyen
auto, ugyanannyi, mint annak, hogy nincs. Milyen eloszlast hasznalhatunk (tovabbi informéacio
hianyaban) a gyorshajtok szamanak modellezésére? Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan
harom auté 1épi 4t a megengedett sebességhatart 6t perc alatt?

Megoldas. Poisson A paraméterrel, amit a P[X = 0] = e=* = 1/2 egyenletbé] kapunk: A\ = log 2.
. o o log(2)3
Ezek utan P[X = 3] = (1/2)=5

5. Valasszunk egy szamot 1 és n kozott, mindegyiket azonos valészintiséggel. Mennyi a kivéalasztott

szam varhaté értéke?
Megoldas. Diszkrét egyenletes, E(X) = (n+1)/2.
6. A francia labdariugo-véalogatott keretében huszonharom jatékos van, koziiliik harman kapusok. A

szovetségi kapitany a holnapi mérkézésre a 11 kezdGjatékost teljesen véletlenszertien valasztja ki.
Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan ketts kapus fog szerepelni?

Megoldas. Hipergeometrikus eloszlas, N =23, K =3, n =11.

D)
&

P(X =2) =

3. Gyakorlé feladatok

1. Egy tizemeletes haz foldszintjén 15 ember széill be a liftbe. Egymastol fliggetleniil mindenki
valaszt a 10 emelet koziil egyet (mindegyiket azonos valoszintiséggel), ahol kiszall. Varhatoan
hany emeleten all meg a lift? Csak a kiszallasokat vessziik figyelembe, vagyis a lift ott all meg,
ahol legaldbb egy ember kiszall.

Megoldas. Legyen X; annak indikatora, hogy a j. emeleten megall a lift (j = 1,2, ...,10). Ekkor
a kérdés valdjaban az X;-k osszegének varhato értéke, ami a varhat6 érték additiv tulajdonsiga
alapjan, illetve az alapjan, hogy egy emeleten akkor nem &ll meg a lift, ha mindenki a tébbi 9
emelet valamelyikét valasztja, és ezek a valasztasok egymastol fliggetlenek:



E(i)@) :Zn;E(Xj) =10-1-P(X; =1)=10- (1 - (190>15> =7,94.

Az X; indikdtorok nem fiiggetlenek, de a varhat6 érték linearitasandl nem is kell semmilyen
feltétel a varhato érték létezésén kiviil.

. Ot hazaspar leiil véletlenszerii sorrendben egy kerek asztal koré (minden elhelyezkedés egyforman
valoszinti). Mennyi az olyan hazasparok szaménak varhato értéke, akik egymas mellett iilnek?

Megoldas. Legyen X; annak indikatora, hogy a j. hazaspar egymas mellé iil, X pedig az Gsszes,
egymaés mellé keriil hazaspar szama. Ekkor a varhaté érték additiv tulajdonsaga alapjan

5 5 9
B0 = B( 3% ) = SEG) =50 -1 =5+,
j=1 j=1

hiszen mind az 6t hazaspar 2/9 valoszintséggel keriil egymas mellé: akarhova il a par egyik
tagja, a par mésik tagja a helyek szimmetridja miatt a fennmarado6 9 hely mindegyikére azonos
valoszintiséggel keril, és ezek koziil 2 jo.

. Egy kalapban 9 cédula van, ezeken az 1, 2, ..., 9 szamok szerepelnek. Addig hizunk visszatevéssel,
amig 5-nél nagyobb szamot nem kapunk (minden huzasnal minden cédulat azonos valoszintiséggel
valasztunk). Mennyi a kihtuzott szamok Osszegének a varhato értéke?

Megoldas. Legyen x a keresett varhato érték. A szokasos Markov lancos meggondoldsunkbol
az els6 dobas értéke szerint szétvalasztva a teljes varhato érték tételbsl azt kapjuk, hogy

xr =

1 1 1 1 1 1 1 1 5
. 1)+ = 2. Z. 4)+Z. Z. _. Z. Z.9=_ .
(x+ )+9 (x+ )+9 (x+3)+9 (z+ )+9 (a:+5)+9 6+9 7+9 8+9 9 9x+5

O =

Az egyenletet megoldva z = 45/4. Ugyanezt kapjuk, ha 6sszeszorozzuk a huzasok varhato szamat
(geometriai, E(X) = 1/p = 9/4) az egy htzasban szerepl szam véarhato értékével (diszkrét
egyeletes, E(Y) = (n+1)/2 = 5).
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