ADDITIV KONVOLUCIOS OSSZEGEK SPEKTRALIS FELBONTASA

HARCOS GERGELY

Haa(n) egy szamelméleti flilggvény, akkor természetes feladat a

Z a(mya(n)W(m,n)
m+n=h

alaku additiv konvolucios 6sszegek vizsgalata. Wa (0,0)? — C egy rogzitett szép
sulyfiggvény, akkor a kérdés a fenti 6sszegek viselkedésa@ekedtével. Gyakor-
lati szempontbdl a fenti 6sszegeket bizonpok) természetes szamelméleti figgvények
kombiné&cidjaval prébaljuk kdzeliteni oly médon, hogy az 6sszeg kivanatos tulajdonsagai
lathatova véljanak.

Mar Jacobi (1829) felismerte, hogy egyes specialis esetekben a fenti kdzelités hiba-
tag nélkil megvaldsithato, rdadasul az erealet) fliggvényhez hasonlid(h) figgvények
segitségével. Tekintsiik példaképpen az alabbi explicit formulat a

oy(n) = Zd"
djn
osztdészam-fiiggvényekre:
1 1
@ Y oa(mos(n) = T07(h) — 750s(h).

mH-n=h
A formulara gyors és lényegre tbbizonyitast adhatunk a holomorf modularis formak
elméletének segitségével. Nevezetesen mikqemos pozitiv egészre

1 K
Ex(2) := 5 (m%:1(mz+ n)

egyk sulyd holomorf moduléris forma az $(Z) csoportra nézve (az un. Eisenstein-sor),
aminek Fourier-sorfejtése

Ex(2) =1-2kB* y o-1(n)e(n2),
n=1
aholBy ak. Bernoulli-szam. Specidlisan,
Es=1+240% o3(n)e(nz) és  Eg=1+480% or(nje(nz),
n=1 n=1

tehat az {) azonossag ekvivalens azzal, hogy
EZ = Eg.

Az utobbi egyenlet annak kovetkezménye, h&gy- Eg egy 8 sulyu cstcsforma, tovabba
a 8 sulyu csucsformak tere 0-dimenziés. Altalaban az mondhato el, hogy ha

f(zx=Y a(n)e(nz
=1
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egyk sulyd modularis forma az S(Z) csoportra nézve, akkor alkalmegkonstansokkal
létezik egy

(k)
2 f2(2) = coEa(2) + y ¢i9j(2)
=1

spektralis felbontas, ah®j7k)?i'? a X sulyu csucsformak terének egy normalizalt Hecke-

bazisa, tehat a megfeteHecke-sajatértékekkel

0(k)
®3) Y amja(n) = coox 1(h)+h*? Zlcjxj,k(h)
=

m+-n=h

Megjegyezzik, hogy Deligne (1973) neves eredménye szerint

[Aik(h)] < d(h).

Maradjunk tovabbra is holomorf modularis formak Fourier-egyiitthatéindl, de most pro-
baljuk a minusz tipusu konvollciés 6sszegekre alkalmazni a fenti gondolatmenetet. Szo-
ritkozzunk arra az esetre, amikor

- k-1
f(2) = Z At (N)n"Z e(n2)
n=1

egy Hecke-csicsforma. AF?(z) forma helyett most azf(z)|? kifejezéssel szeretnénk
dolgozni, de ez mar nem holomorf modularis forma, te@fia{akd spektralis felbontasa
nem létezik. Mindenesetre

F(x-+iy) =y f(x+iy)[?
invarians d := SL,(Z) csoportra nézve, és természetesen

. dxdy
(F,F)<w, ahol  (Fi,F) ._/r\_yfFl(z)Fz() o

vagyisF-re alkalmazhatjuk akz?(I"\.7#) Hilbert-tér spektralelméletét. Ebben a tértien
felbonthat6é mint

3
E(z >
( ﬂ:

o 1 . - -
Z (F,95)9;( )+E/ (F.E(-, 3 +it))E(z, 3 +it)dt,

ahol(gj)%_; azLZ,sdM\#) Hilbert-altér egyl >-normalizalt Hecke-bézisa, tovabba
E(zs):= Y 0O(r2°
Yelw\I

az Eisenstein-sor. Tekintsiik most a

Rzs):= Y O02%hl(r)
Yelw\I
Poincaré-sort és a spektralis felbontasbol nyérhet

(o)

OX )= 2 (Fai)(e Ry -9+ 2 [ (FECEH)EC 3+t A 9)dt

J
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Plancherel-azonossagot. A bal oldal a hires Rankin—Selberg kihajtogatds technika szerint
(jegyezzik meg, hogks (n) valos)

. Wyﬂf(xﬂyﬂz S Oie-ho(2) S

Yelw\I
—/ 1f( x+iy)|2e(—hx yS+kdXdy
:/0 /0 Z Af(m)/lf(n)(mn)%le((er n)z)e(—hx)y*™*2dxdy
m,n=1

= 3 A(mag(m(mn? /°°e—2n<m+n>yys+k—1<y

m—n=h y
_M(stk=1) < A(mAi(n) ( ymn)<*
- (2m)stk-1 m;:h (m+n)s (m+n) '

A (4) jobb oldalan hasonlé szamolassal kapjuk, hodg,&,(-,s)) alaku bel§ szorzatok
a megfeled g formaig(h) Hecke-sajatértékével aranyos. Ily médompgzonossaghol a
(3) egy analogonjat nyerjik:

- A (M)A <><ﬁ>“

m&p (M+n)s \m+n

Itt az analizis szempontjébél fontos

1
3, (s |+/ wishldt<e s, O(g)>>+e

alaku becslés wsszavezeuﬁlegy

©®) S |(F.gj)Perl +/jT [(F.E(, 3 +it))[2e7! dt < TB

[t I<T

alaku becslésre, ez utébbit Good (1981) igazolta.
Az (5) azonosséagot tdbben tébbféle modszerrel probaltak altalanositani az

fx+iy) =y Zf At (In))Kir (27|nfy)e(nx)
n#0

Hecke—Maass csucsformak eseté%e%(r2 a forma Laplace-sajatértéke), de mindeddig
csak kozelid formulakat sikerilt igazolni. Kiemelném Sarnak (1994) és Jutila (1996) ered-
ményét, miszerint a fonto$) egyenbtlenség tovabbra is fennall az
F(x+iy) := |f (x+iy)[?

L2(I"\2#)-beli fuiggvényre, tovabba Blomer (2004) eredményét, miszerint
At (M)At (n) Apl-o+o+e 1
7 N7 2 — _

(mtn)s <o |97 , c=0(s > 2+97

m—n=h
ha
Vjvh: |Aj(h)| < d(h)h?.
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A holomorf formakra szépen miik6denti gondolatmenettel a lefjib nehézség az, hogy
pozitiv egésZm, n) parokra csak egy

: d s,ir mn 2"
| /0 Kir (2my)Kir (27ny)y® yy (m(+ n))s (n{;])
kozelités igaz, ahdb(s,ir) azs és azr egy alkalmas fliggvénye. A kdzelités nagy, n)
parokra (aholn—n = h) elég pontos, de megmutathatd, hogy a bal oldali integralokbol
nagyon sok sz&y/(m, n) sulyfliggvény nem rakhato ki, tehat végtelen sok hianyz6 harmo-
nikussal kell szembenézniink.
A tovabbiakban arrél szeretnék beszamolni, hogy Blomerrel k6z6sen sikeriilt a hianyzé
harmonikusokat reprezentaciéelméleti médszerekkel azonositanunk és a kovétkéiz
igazolnuk:

Ar(M)Ag(n) (/mn) 1%
(") mis1 (m+n)s <m+n>
m—n=h
N o w 6(K)
h?s{z Z Z Jk ij _‘_7/ h™ Ithn(h) (St)dt}
=1 K==
ahol

Z \wj(s)| + z Z wj k(s \+/ w(st)|dt < |2, %+8<D(s)<g—e.
Lathatjuk tehat, hogy a spektralis felbontasban nem csak a Maass- és Eisenstein-spekt-
rumok vesznek részt, hanem a teljes holomorf spektrum is. A tétel mikddik holomorf
Hecke-csucsformakra és kevert(m)Ag(n) alaka szorzatokra is. Ez szépen harmonizal
Motohashi (1994) formulajaval, amiber, (m)og(n) alaku egyltthatok kertilnek 6sszeg-
zésre és amiben szintén részt vesz mindharom fajta spektrum. Ezek a formulak igen hasz-
nosak kilénb6a automorfL-fliggvények vizsgalataban. A 100 kitawek csak annyi a
szerepe, hogy elég nagy, ennek novelésévg)-adl joval eBsebb becslés is garantalhatéd
a sulyfuggvényekre.

A bizonyitas alapétlete az, hogy/a (|n|) Hecke-sajatértékek nem csak az eredeti
formaban lelhdik fel, hanem azok Un. Maass-eltoltjaiban is. A Maass-eltolasokat maga
Maass (1953) fedezte fel és a szamunkra Iényeges tulajdonsagok a kéketidazdenp
egészhez van egy

fo(x+iy) = ny)e(nx)

2p sulyt Hecke—Maass cstcsforma aéefiélsikon, tovabba W , fliggvények teljes orto-
gonalis rendszert alkotnak &z(R*) Hilbert-térben. AZf, fliggvenyek nenfi-invariansak,
de felemelhdik aG := SL,(R) csoport balrdr' -invarians figgvényeivé a

an(nxayk(e)) = 3 2w

o ;>7 - (vl: ye/zy o= (3% 39)

definicioval. Kideril, hogy egy alkalm#&s > 0 konstanssal
vpva: (Wi p, Wi ) = Ct (9p, 9q).

ny)e(nx)e”P’,
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vagyis

9) Wi=S cWip, — ¢:=C/*Y cpop

peZ pEZ
egy L2(R*) — L2(I'\G) Hilbert-tér izomorfizmus. Az igy kaphat¢ fuggvények az
L?(I'\G) egy irreducibilis alterét alkotjak, ezeken a vektoroko@ @bbrol hat. A meg-
felelé6 W figgvények alkotjak ezen automorf reprezentéacié Kirillov-modelljét, amin tehat
szintén hat &. A G-hatas segitségével definialhatdl @sW fuggvények Lie-derivaltjai
és a derivéltak atlagos nagysagéat én8rzoboljev-normak. Nagyjabdl elmondhato, hogy
a (9)-beli 6sszegek annal gyorsabban konvergalnak, minél kisebbekbaltitahdoéWw
Szoboljev-normai, ez utébbi pedig nagyjabél azon mulik, hody milyen gyorsan csok-
ken a 0-ban és #co-ben. Végé soron azt kapjuk, hogy minden kiétin szépV € L2(R*)
sulyfiggvényhez tartoznak kis Szoboljev-normakkal rendélkez € L2(I'\G) vektorok

gy, hogy M(in |
f

v
A ¢+¢~ vektort spektralisan felbonthatjuk &42(I"\G) térben, ami a Fourier-egytitthatok
szintjén egy
At (ImDAs(In

D i () —
m—n=h \/W (my) (ny)

2 & Aalh)
Z nt2 2 "

W(xny)e(nx).

1 h'tcg.t(h)
R B

azossagot eredmenyez. A jobb oldalon széregilyfliggvények a végtelenben gyorsan
csbkkennek, a nulla koril pedig majdnem négyzetgyokdsen, ami miatt a bal oldali
At (M)A (n) tagok nagyjabdl négyzetgyokdsen kiejtik egymast. Végezetill egy Laplace-
transzformaltas technikaval, kilondda/ € L2(R*) sulyfuggvények ég > 0 szamok fe-

letti atlagolassal kapjuk &) spektrlis felbontast és 8)(becslést.

W(hy,t)dt
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