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Automorf formakkal
egy Okori feladat
nyomaban

HARCOS GERGELY
RENYI ALFRED MATEMATIKAI KUTATOINTEZET



Fields-érmek a kozelmiiltbdl, kiemelve az automorf témakor dijazottait

1990
1994
1998
2002
2006
2010
2014
2018
2022

Vladimir Drinfeld, Vaughan Jones, Shigefumi Mori, Edward Witten

Jean Bourgain, Pierre-Louis Lions, Jean-Christophe Yoccoz, Efim Zelmanov
Richard Borcherds, Timothy Gowers, Maxim Kontsevich, Curtis T. McMullen
Laurent Lafforgue, Vladimir Voevodsky

Andrei Okounkov, Grigori Perelman, Terence Tao, Wendelin Werner

Elon Lindenstrauss, Ngé Bao Chéau, Stanislav Smirnov, Cédric Villani

Artur Avila, Manjul Bhargava, Martin Hairer, Maryam Mirzakhani

Caucher Birkar, Alessio Figalli, Peter Scholze, Akshay Venkatesh

Hugo Duminil-Copin, June Huh, James Maynard, Maryna Viazovska
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Diophantosz feladata: Bontsuk fel az egységet
harom olyan pozitiv részre, amelyek barmelyikét
hdrommal megnovelve egy racionalis szam
négyzetét kapjuk.

Modern atfogalmazas: A 10-et irjuk fel harom
olyan racionélis négyzet Osszegeként, amelyek
mind 3 és 4 kdzé esnek.

Geometriai valtozat: Az origd koriili, v/10 sugari
gombfeliileten keressiink olyan pontot, amelynek
minden koordinatdja Q N (v/3,2)-beli.

Diophantosz megoldésa: (1285 1288 1321)
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Geometriai valtozat: Az origd koriili, v/10 sugari
gombfeliileten keressiink olyan pontot, amelynek
minden koordinataja Q N (v/3,2)-beli.

Megjegyzés: A kijelolt, sarga rész teriiletaranya
0,0005187737665119. ..

Kérdés: Milyen kézos nevezd jon széba? Adott
kozds nevez8héz hany megoldas tartozik?

Nézziik a teljes gombfeliletet: Paros nevezdjl

pont egyaltaldn nincs rajta. Ha pedig k
paratlan, akkor a k nevezdjii pontok szama

24k [ < X-40(P ))
plk P
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nevezo6 jo Osszes jo/osszes

19 6 432 0,0138838888
49 6 1008 0,0059523809
57 6 1728 0,0034722222
707 6 14688 0,0004084967
711 24 23040 0,0010416666
713 12 16896 0,0007102272
2855 48 68400 0,0007017543
2859 66 91584 0,0007206498
2861 30 68688 0,0004367575
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nevezo jo Osszes jo/0Osszes
100000001 1312980 2541176928 0,0005166818
100000003 1244616 2403717120 0,0005177880
100000005 1420188 2742860160 0,0005177763
100000007 1242846 2400000144 0,0005178524
100000009 1250364 2416111200 0,0005175109
100000011 1619796 3132048384 0,0005171682
100000013 1245492 2402922240 0,0005183238
100000015 1243650 2400000480 0,0005181873
100000017 1607526 3096576000 0,0005191301
100000019 1067304 2057143104 0,0005188282
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Kideriil, hogy az origd koriili, v/10 sugari gdmbfeliileten a k nevezdjii pontok kozel
egyenletesen oszlanak el (ha k egy nagy, paratlan szdm).

‘
N

Definicié
Ha v : S? — C egy fiiggvény az egységgdmbon, és n egy pozitiv egész, akkor legyen

o= T o(hd)

X +y +2z%=n
ged(x,y,z)=1

‘

Tétel
Ha v : S> — C egy sima fiiggvény az egységgombon, tovabba ¢ > 0, akkor

r*(10k%,4) j—1/2+e
*10k2 1) /w+0 )

Mﬂ Ili(?gggﬁlet



A bizonyitas nagy vonalakban:

@ A Y-t gobmbi harmonikusokra bontva az
allitast visszavezetjik 3/2 + d sulyd (d
pozitiv egész), holomorf csiicsformak 10k2
indexti Fourier-egyiitthatéinak becslésére.

@ Shimura (1973) megfeleltetését hasznalva a
nevezett Fourier-egyltthatdkat kifejezziik
2d + 2 sulyd (d pozitiv egész), holomorf
csticsformak Fourier-egylitthatoibdl.

© Az utdbbi egyiitthatékra Deligne (1974)
igazolta a Ramanujan-sejtést (tehat az
optimalis becslést), és pontosan ez kell a
bizonyitas befejezéséhez.
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Altalanosabban, ha n =1,2,3,5,6 (mod 8), akkor a \/n sugari gdmbfeliileten
n/2+o() primitiv racspont van, és ezek kozel egyenletesen oszlanak el. Ugyanakkor,
egyelore meg kell elégedniink egy gyengébb és ineffektiv hibataggal.

Tétel (Gauss 1801, Dirichlet 1839)

—4n, n=1,2,5,6 (mod 8);

24
* ,1 = — I_ 1’ , D —
r(n1) T VL(L, xp) {—m n=3 (mod 8).

Tétel (Waldspurger 1981 & 1991, Conrey—lwaniec 2000, Baruch—-Mao 2007)

Ha ¢ : S2 — C egy sima fiiggvény az egységgdmbon, tovabba ¢ > 0, akkor

r (n,w / 1/)+O —1/12—1—5).
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A bizonyitas nagy vonalakban:

@ Az n = 10k? specialis esetben hasznalt
Otletekkel az allitast visszavezetjiik félegész
stlyd, holomorf csticsformak négyzetmentes
indexili Fourier-egyiitthatéinak becslésére.

@ Waldspurger (1981 & 1991) és
Baruch—Mao (2007) tételeit felhasznalva a
nevezett Fourier-egylitthaték abszolit
négyzetét kifejezzik L(1/2,f ® xp) alakd
mennyiségekbdl, ahol f paros sulyd, trivialis
melléktipust, holomorf csticsforma.

@ Conrey—lwaniec (2000) igazolta, hogy
L(1/2,f ® xp) <r. |D|*/3*¢, és pontosan
ez kell a bizonyitas befejezéséhez.
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Az automorf formak kutatasa Magyarorszagon

@ 3 Lendlilet-palyazat
2017-2022, 2023-2028, 2024-2029

@ 38 hazai kutatd

Balog Antal, Biré Andras, Erdélyi Marton, Harcos Gergely, Maga Péter,
Téth Arpéd, Téth David, Zabradi Gergely

o 12 kulfoldi kutatd

Keshav Aggarwal, Giacomo Cherubini, Gilles Felber, Robin Frot, Aritra Ghosh,
Sumit Kumar, Niko Laaksonen, Rashi Lunia, Prahlad Sharma, Fredrik Stromberg,
Marios Voskou, Han Wu
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Primgeodetikus-tétel a modularis feliileten

A hiperbolikus sikot osszuk le az SLy(Z)-vel, és a kapott feliileten tekintsiik az
egyszeresen korbemend, irdnyitott, zart geodetikusokat. Ezen geodetikusok hosszai
hasonléan oszlanak el, mint a primek természetes logaritmusai, és jobban is értjiik Sket.

Jeldlje 6(x) a primgeodetikusok hosszainak dsszegét log(x)-ig. Soundararajan—Young
(2013) igazolta, hogy minden € > 0 esetén

Q(X) = x+ OE(X25/36+€).

Cherubini—Guerreiro (2018) eredménye szerint a 25/36 tipikusan javithaté 5/8-ra, mig
Balog—Bir6—Harcos—Maga (2019) eredménye szerint 7/12-re is:

2X
X/ x) — x|? dx <. X7/6F¢,
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Hiperbolikus korprobléma

Legyen z egy pont a hiperbolikus sikon, és nézzitk meg, hogy ennek SLj(Z)-orbitjdban
hany pont van bizonyos tavolsagon bellil:

N(z,x) :=|{y € SLa(Z) : dist(vz,z) < logx}|.
Selberg 1960 koriil igazolta, hogy
N(z,x) = 6x + 0,(x*?3).

Biré (2026+) friss eredménye szerint a 2/3 tipikusan javithaté 9/14-re: ha Q egy
kompakt halmaz a hiperbolikus sikon, akkor minden € > 0 esetén

/Q IN(z, x) — 6x]2 du(z) <q. /7.
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Szuprémum-probléma magasabb rangu tereken

Legyen ¢ egy Hecke-Maass-forma a PGL,(Z)\PGL,(R)/PO,(R) téren. Tegyiik fel,
hogy ||¢[|, = 1, és jelélje Ay a ¢ Laplace-sajatértékét. Mekkora a ||¢|| ., szuprémum?

Az n = 2 klasszikus esetben — amir6l a képet is mutattam az eléadas elején —,
Iwaniec—Sarnak (1995) igazolta, hogy minden € > 0 esetén

1/12—¢ 5/24+¢
)\¢ )\¢ .

<e [Pl <e
Altalanos n-re Blomer-Maga (2016) megmutatta, hogy a kitevé n(n — 1)/8 alé vihetd,
de csak akkor, ha a ¢-t megszoritjuk egy fix kompakt halmazra. Megszoritas nélkiil a

kitevé nem vihetd még n(n —1)(n —2)/24 ala sem, lasd Brumley—Templier (2020). Az
utébbi nem jar messze az igazsagtdl: Blomer—Harcos—Maga (2020) bizonyitotta, hogy

9]l <e ,\ m?=2)(n+1)/16+<
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Matrix Kloosterman-6sszegek

A klasszikus automorf formak Fourier-egyiitthat6i hatékonyan elemezhetok az
S(a, b;c) = Z e((ax + bx71)/c)
x€(Z/cZ)*
Kloosterman-ésszegekkel, és viszont. Itt e(t) := €™, Ha c = p¥ egy paratlan
primhatvany és p t ab, akkor Weil (1948) és Salié (1932) tételei alapjan
|S(a, b; p*)| < 2p*/.

Ezt a becslést gyonyoriien altalanositja Erdélyi-Téth—Zabradi (2024) friss munkaja.
Legyen A, B € GL,(Z/p*7Z), és tegyiik fel, hogy az AB mod p € GL,(F,) redukalt
matrixnak n kiillénb6zd sajatértéke van az F, algebrai lezartjaban. Ekkor

Z e(Tr(AX + BX™1)/pM)| < 27 pk*/2,
X€GL(Z/pZ)
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Egyéb kutatasi témaink

gyokmentes tartomanyok automorf L-fiiggvényekre (v6. Riemann-sejtés)

@ szubkonvex becslések automorf L-fliggvényekre (v6. Lindelof-sejtés)

sliriségi hipotézis az automorf spektrumra (v6. Ramanujan—Selberg-sejtés)

osztalyszamformulak és nyomformulak

@ geometriai invariansok vizsgalata automorf formakkal

p-adikus Langlands-program
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Koszonom
a figyelmet!




