Szamolas L-fuggvényekkel

Harcos Gergely

Rényi Alfréd Matematikai Kutatdintézet
https://users.renyi.hu/~gharcos/

2026. janius 5.
Szamelmélet szeminarium
Debreceni Egyetem, Matematikai Intézet



Racspontok egy (origd kdzépponti) gombfelileten

Jeldlje r(n) az x? + y? + z> = n egyenlet egész megoldasainak
szamat. Jeldlje r*(n) a primitiv megoldasok szamat. Példaul:

r(2025) = r*(1%) + r*(3%) + r'(8%) + r*(9%) + r*(15%) + r*(45%)

sugar n r*(n) | a megoldasok permutacio erejéig

1 1 6 (£1,0,0)

3 9 24 (£2, 42, £1)

5 25 24 (£4,+3,0)

9 81 72 (£8, £4, £1), (£7, +4, +4)

15 | 225 | 9 (14, £5, +2), (11, +10, £2)
(+44, 48, +5), (+40,+19, £8),

45 | 2025 | 288 | (440,£16,+13), (£37, £20, £16),
(£35, £28, +4), (£29, £28, £20)




A primitiv megoldasok siiriisége R felett

A megoldasok szamat ki lehet fejezni a primitiv megoldasok
szamabdl és viszont:

r(n)=>_ ri(n/m?),  r(n)=3_ u(m)r(n/m?).

m2|n m2|n

Gauss (1801) és Dirichlet (1839) osztalyszamformulaibdl szép
képlet adhaté az r*(n)-re, amely pedig specialis esete Siegel (1935)
tomegformuldjanak (MaBformel). Elsd, heurisztikus kozelités:
0oo(n) = lim vol ({(x,y,2) €R® : n <hx2 +y?+2° <n+h})
—

d /4 3/2)
=—|z =2 .
p (37rt e ﬂﬁ

Ez a kozelités nem veszi figyelembe az x? + y? + 22 dsszeg
eloszlatasat a kilonféle maradékosztalyokban. Példaul:

n=0,4,7 (mod 8) = r*(n) = 0.



A primitiv megoldasok siirlisége Z, felett

A valés szamok feletti siirliséget korrigaljuk a p-adikus egészek
feletti stirliséggel (minden p primszamra):

_ #{x2+y?+22=n (mod p’) primitiv megoldésai}
op(n) = lim T .
j—o0 p
A jobb oldali hdnyados stabilizalédik nagy j-re:
3/2, n=1,2,5,6 (mod 8);
oa(n) =141, n=3 (mod 8);
0, n=0,47 (mod 8);

1
-

p>2.

ap(n) = >
(




Siegel-féle tomegformula és Dirichlet-féle L-fliggvények

Ha n=0,4,7 (mod 8), akkor o2(n) = 0. A fennmaradé
esetekben, tehat amikor n =1,2,3,5,6 (mod 8), a p-adikus
stirliségek szorzata pozitiv, és kifejezhetd egy L-fliggvénnyel:
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ahol
D— {—4n, n=1,2,56 (mod 8);

—n, n=3 (mod 8).

Itt D egy (kvadratikus) diszkriminans, négyzetmentes n esetén

fundamentélis diszkriminans. A xp(m) = (%) multiplikativ

fliggvény egy (kvadratikus) Dirichlet-karakter, négyzetmentes n
esetén primitiv Dirichlet-karakter. A megfelel6 L-fiiggvény

L(s,xp) = o~ Xo(m) _ I1 (1 - XD(”))_I, R(s) > 1.

s s
m=1 m P P




Dirichlet és Gauss osztalyszamformulaja

Tétel (Gauss 1801, Dirichlet 1839)

Han=1,2,3,56 (mod 8), akkor

r*(n) = %\/ﬁ L(1,xp).

Kovetkezmény

Han=1,2,3,56 (mod 8) és k =1 (mod 2), akkor

r*(nk?) = kH< xo(p) >

plk P

Példa
Legyen n =1 és k = 45. Ekkor D = —4, tehat

r*(2025) = 6 - 45 - (1 + %) : <1 - %) = 288.

.




A megoldasszam becslése

Az r*(n) és az r(n) becslése visszavezethet6 az L(1, xp) becslésére.

Tétel (Siegel 1935)

Ha D egy fundamentalis diszkriminans, akkor
L(1,xp) = |DI°M.

Itt o(1) egy nulldhoz tarté mennyiséget jelent, amint |D| — oo.

Kovetkezmény
Han=1,2,3,56 (mod 8), akkor
r*(n) = pl/2+o(1) and r(n) = pl/2+e(1),

Tétel (Tatuzawa 1951)

Legyen € > 0. Ha D egy fundamentalis diszkriminans, akkor
o L(1,xp) < log|D| < (1/¢)|D
o L(1,xp) > (¢/10)|D|~¢ egyetlen kivétellel.

&5
’




Diophantosz: Aritmetika, V. kony, 11. feladat

Talaljunk olyan primitiv (x,y, z, k) € N* szamnégyest, amelyre
x? 4+ y? 4+ 22 = 10k® és x2,y? 22 > 3k,
A k szitkségképpen paratlan, és ilyenkor

r(10k%) = 24k [| (1 - X“*O(p)> .

plk P

Adott paratlan k-hoz hany (x,y, z)
tartozik? Diophantosz megoldasa
(1285,1288,1321,711), de ennél
van kisebb: (33,35, 36, 19).

A kijelolt, sarga rész teriiletaranya
0,0005187737665119. ..



Meggy6z0 statisztika az egyenletes eloszlasra

k jo Osszes jo/osszes

19 6 432 0,0138888888

711 24 23040 0,0010416666
100000001 1312980 2541176928 | 0,0005166818
100000003 1244616 2403717120 | 0,0005177880
100000005 1420188 2742860160 | 0,0005177763
100000007 1242846 2400000144 | 0,0005178524
100000009 1250364 2416111200 | 0,0005175109
100000011 1619796 3132048384 | 0,0005171682
100000013 1245492 2402922240 | 0,0005183238
100000015 1243650 2400000480 | 0,0005181873
100000017 1607526 3096576000 | 0,0005191301
100000019 1067304 2057143104 | 0,0005188282




Egyenletes eloszlas a gombfeliileten

Az origd kézéppontd, /n sugari gombfeliileten a primitiv
racspontok szama vagy 0 vagy n'/2t°(1) Az utébbi esetben a
primitiv rdcspontok kozel egyenletesen oszlanak el.

Definicié

Ha v : S> — C egy sima fiiggvény az egységgombon, akkor legyen

rmg)i= ) w(fff)

X +y 72—
ged(x,y,z)= !

Tétel (Shimura 1973, Deligne 1974, Waldspurger 1981 & 1991,

Conrey—lwaniec 2000, Baruch-Mao 2007)
F(ny)

r*(n,1) 52 ¥+ Ow,s(”_1/12+€)~

Ha n négyzetmentes része fix (mint Diophantosz feladatiban),
akkor a hibatag kitevéjének veheté —1/4 + ¢.




A bizonyitas nagy vonalakban

@ A 1) tesztfiiggvényt gombi harmonikusokra bontva az allitast
visszavezetjiik 3/2 + d silyd (d pozitiv egész), holomorf
cstcsformak n indexi{i Fourier-egylitthatdinak becslésére.

@ Az n négyzetes részének jaruléka Shimura (1973)
megfeleltetését hasznalva kifejezheté 2d + 2 silyd, holomorf
csucsformak Fourier-egyiitthatéibél. Az utdébbiakra Deligne
(1974) igazolta az optimalis becslést (Ramanujan-sejtés).

© Az n négyzetmentes részének jaruléka Waldspurger (1981 &
1991) és Baruch—-Mao (2007) tételei segitségével kifejezhetd
az L(1/2,f ® xp) alakd mennyiségekbdl, ahol f az elébbi
pontban szereplé holomorf csiicsformak egyike. Az L-értékre
Conrey—lwaniec (2000) igazolta a <. |D|*/3%¢ szubkonvex
becslést, és pontosan ez kell a bizonyitas befejezéséhez.



Racspontok egy (origd kézépponti) ellipszoidon

Tekintslik a primitiv racspontokat az alabbi két ellipszoidon:
x2+y2—|—1022 =n, ill. 2X2—|—2y2—|—322—2xz: n.

A definialé Q és Q' kvadratikus formék ekvivalensek SLy(R) és
mindegyik SLo2(Zp) szerint, de nem ekvivalensek SLy(Z) szerint.

A két SLy(Z)-ekvivalenciaosztaly egylttesen egy génuszt alkot.

A megfelel6 lokalis slirliségek egyenl6k, és a szorzatuk az
eléallitasszamok egy silyozott atlagat adjak.

Tétel (Siegel 1935)

Han=1,3,7,9 (mod 10), akkor

4\/_

20, Q)+ o (n @) = T AL, X 100)




r(n, Q) ~ r*(n, Q)

n r*(n, Q) r*(n, Q") kiilonbség
1000000001 52992 53376 -384
1000000003 35984 36008 -24
1000000007 53952 54004 -52
1000000009 30704 30680 24
1000000011 34176 35072 -896
1000000013 60048 59880 168
1000000017 55344 55440 -96
1000000019 57616 57064 552

Tétel (Shimura 1973, Deligne 1974, Waldspurger 1981 & 1991,

Schulze-Pillot 1984, Conrey—Iwaniec 2000, Baruch—Mao 2007)

Alkalmas 2 sdlyd, holomorf f csicsformaval ged(n, 10) = 1 esetén

(r*(n, Q) — r*(,,’ Ql))2 <. nl/2te L(1/2, f® X—lOn) < nd/6+e




A primszamok eloszlasa maradékosztalyokban

Emlitettem, hogy a

L1, xp) xo(m) _ 1;[ (1 B XD(P)>_

p

sor konvergens, és az értéke nem nulla (valéjaban pozitiv). Ez nem
automatikus, és azt tikrozi, hogy a xp(p) fele-fele ardnyban veszi
fel a +1 és a —1 értékeket, amint a p végigfut a primeken.

Dirichlet (1837) az 6sszes x : (Z/qZ)* — C* karakterre belatta,
hogy L(1,x) # 0, majd ebbdl levezette, hogy a primek
egyenletesen oszlanak el a g szerinti redukalt maradékosztalyokban.

Tétel (Siegel 1935, Walfisz 1936)

Ha A >0 és r (mod q) redukalt maradékosztaly modulo q, akkor

2, loEp =iyt O (oa):

p=r (mod q)




Gyokmentes tartomanyok Dirichlet L-fliggvényekre

Tétel (Hadamard 1896, de la Vallée Poussin 1896 & 1899,
Gronwall 1913, Titchmarsh 1930, McCurley 1984)

Ha x egy primitiv Dirichlet-karakter modulo q, akkor az
L(o + it, x) fiiggvénynek legfeljebb egy gydke van a

1
~ 10log(q([t[ + 10))

o>

tartomanyban. A kivételes gyék csak kvadratikus x esetén
létezhet, tovabba sziikségképpen valds és egyszerii.

Kévetkezmény (Siegel 1935, Tatuzawa 1951)

Minden e > 0 szamra létezik egy ¢ = c(¢) > 0 konstans ugy, hogy
ha x egy primitiv Dirichlet-karakter modulo q, akkor

Lo+it,x) 20,  o>1—c(g+]t) ™.

A konstans effektivvé tehetd, ha megengediink egyetlen x kivételt.




