Kombinatorika és grafelmélet II
Nyilthelyi, 2020. november 20, 8.00-11.00

Javitékules

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztaté jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam elStt szerepld allitds kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megsz-
erzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondolatmenet megfelel részének
végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4&m a kérdéses &llitas, tétel, definicié nincs ren-
desen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldésokért teljes
pontszamok, részmegoldasokért pedig az itmutatobeli pontozés intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok

jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. G, H, F (nem feltétleniil egyszerii) legaldbb 2 csicst grafok, barmely kettd egymads absztrakt dudlisa.
Bizonyitsuk be, hogy F' nem lehet fa!

Mivel F' és G egymas absztrakt dudlisai, G és H is, a Whitney tétel szerint F' és H gyengén izomorfak. 3 pont
Viszont H és F' is egymas absztrakt dudlisai, tehat megint a Whitney tétel szerint F' sajit maganak az absztrakt
duélisal 3 pont
Tegyiik fel, hogy F' egy fa. Ekkor minden éle elvagé él, tehat ennek egy egy élbdl allé kor, vagyis egy hurokél
felel meg. Csakhogy egy fanak nincs hurokéle, tehat nem lehet sajat maganak az absztrakt dudlisa. 4 pont

2. Legyen n, e, t a sikbarajzolt G graf cstcsainak, éleinek és tartomanyainak a szama. Hatarozzuk meg
e minimumat az olyan sikbarajzolt egyszerti G grafokra, amelyeknek ¢t = 7 tartomédnya van.

Legyenek G tartoményai Fi,..., Fr, |F;| jeloli az Fi-t hatdrold élek szamét. (multiplicitdssal: ha egy él mindkét
oldaldrdl F;-t hatdrolja, akkor kétszer szdmoljuk)

Mivel G egyszerli graf, minden i-re |F;| > 3. 3 pont

Az mindig igaz, hogy 2e = ZI |F;|, tehdt 2e = ZI |F;| > 3-7=21. Vagyis e > 11. 4 pont

e = 11 lehetséges is: vegyiink egy négyszoget, benne két pontot, és osszuk fel a négyszoget a két bels6 pont
segitségével 6 haromszogre. 3 pont

3. Legyen (V, <) és (V, <2) részbenrendezett halmazok (ugyanazon az alaphalmazon). Legyen a G graf
csucshalmaza V', két cstics, u,v € V 0ssze vannak kotve éllel akkor és csak akkor, ha u és v 6sszehasonlithaté
a <1 vagy a <o reldcidval. Azt vettiik észre, hogy G nem tartalmaz hdromszoget. Bizonyitsuk be, hogy
x(G) < 4.

Legyen i = 1,2-re G;(V, E;) a (V, <;) részbenrendezett halmaz Osszehasonlitas grafja. Ekkor a feladatban szerepld

G(V,E) grafra E = E1 U E». 2 pont
Mivel G-ben nincs hdromszog, G1-ben és Ga-ben sincs. 2 pont
A G, és G grafok oOsszehasonlitds grafok, tehdt perfektek. Mivel nincs benniik hdromszog, w(G;) < 2, tehdt
x(G;) < 2. 3 pont

Szinezzik ki az z,y szinekkel a G grafot és az a, b szinekkel a G5 grafot. Ebbél kapunk egy 4-szinezést az (z, a),
(z,b), (y,a), (y,b) szinekkel, ami G-nek egy jé szinezése, hiszen ha két csics ssze van kotve, akkor vagy Gi-ben,
vagy Ga-ben is Ossze van kotve, ezért a megfeleld szin-par kiillonbozs. Tehét x(G) < 4. 3 pont

4. Bizonyitsuk be, hogy minden ¢ > 1-hez van K = K(t) a kiovetkezd tulajdonsdggal. Akédrhogyan
szinezzik ki az 1,2, ..., K szamokat ¢ szinnel, taldlhat6 olyan egyszinii, killonb6zo x, y, z, amelyekre x +y =
2z, és x,y, z kozil semelyik ketto sem relativ prim.

A Van der Waerden tétel szerint minden ¢-re van olyan W (t), hogy ha kiszinezziik az 1,2,..., W (t) szdmokat ¢
szinnel, akkor talalhaté egyszinti, 3 tagi szamtani sorozat. 3 pont



Azt Allitjuk, hogy K (t) = 2W (t) kielégiti a feladat feltételét. Szinezziik ki az 1,2,...,2W (t) szdmokat ¢ szinnel.
Ezt hivjuk els6 szinezésnek. Ebbdl megkaphatjuk az 1,2,..., W(t) szdmoknak egy (mdsodik) szinezését ugy, hogy i
szine a masodik szinezésben legyen az, ami 2i szine az els6 szinezésben. 3 pont

A Van der Waerden tétel szerint lesz a masodik szinezésben olyan egyszinii a < b < ¢, amelyek szamtani sorozatot
alkotnak. De akkor az els6 szinezésben az x = 2a, y = 2b, z = 2¢ szdmok egysziniiek és x + z = 2y. S6t, mivel z,y, z
parosak, semelyik ketté sem relativ prim. 4 pont

5. Legyen H egy 5 cstcsu és 9 élii graf, vagyis egy K5 minusz egy él. Bizonyitsuk be, hogy ex(20, H) <
149.

Be kell latnunk, hogy ha G egy 20 cstcsu, 150 éli graf, akkor tartalmaz H-val izomorf részgréfot. 2 pont
Vildgos, hogy ha G tartalmaz egy teljes 5 csicsu részgrafot, akkor készen vagyunk, mert ennek részgrafja H.

3 pont

A Turédn tétel szerint a Ks-mentes 20 csicsi grafok kozil a Tho4 Turdn grafnak van a legtébb éle, éppen 150.

2 pont

Tehat ha G 20 csticsid, 150 €l és nem tartalmaz Ks-0t, akkor izomorf a 1594 Turan graffal. Ez viszont béven
tartalmaz H-val izomorf részgrafot. Vegyiink a négy osztdly koziil haromban egy-egy csticsot, a negyedikben kettot.
Ezzel készen vagyunk. 3 pont

6. F C 20109 tudjuk, hogy ha A, B € F és A C B, akkor | B| = 99. Bizonyitsuk be, hogy |F| < (%) +100
és hogy ez a korlat nem javithatd!

Legyen F1 C F F 99 elemi részhalmazainak a csalddja, és legyen Fo = F \ Fi, F nem 99 elemii részhalmazainak

a csalddja. 3 pont
Vildgos, hogy |F1| < 100, hiszen sszesen ennyi 99 elemii részhalmaz van. 2 pont
A F, halmazrendszerre pedig igaz, hogy nincs benne tartalmazds: ha A, B € F», akkor A ¢ B. Ezért a Sperner
tétel szerint |F2| < ('5). 4 pont

Tehét |F| = |F1| + | F2| < (1) + 100. 1 pont



