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Erdos-Ko-Rado, Fischer, Sperner, LYM, FErdds-de Bruijn

Tudnivalék és megoldasok.

ErdSs-Ko-Rado tétel. (1961) Ha F C 2" k -uniform halmazrendszer (k < n/2) azzal a tulajdonsaggal, hogy
minden A, B € F-re AN B # 0, akkor |F| < (77]) és ennyi el is érheté.

Fischer egyenl6tlenség. (1940) F = {A;, A, ..., A} C 27 olyan halmazrendszer, hogy minden i # j esetén
Ray-Chaudhuri-Wilson tétel. (1975) Legyen L = {I1,la,...1s} és legyen F = {A;, Ay, ..., A} C 2" olyan
halmazrendszer, hogy minden i # j esetén [A; N A;| € L. Ekkor m < Y7 (7).

Sperner tétel (1928) F 2"}, minden A,B € Fre A ¢ B és B ¢ A. Ekkor |F| < (LH%J)' Egyenléség esetén
F éppen [n] Gsszes |n/2], vagy az Osszes [n/2] elemii részhalmazabdl &ll.

Erd6és — De Bruijn tétel. (1948) F C 20" minden A € F-re |A] > 2, és tetszbleges 1 < i < j < n szdmokhoz
pontosan egy A € F van, amelyre 4, j € A. Ekkor |F| =1 vagy |F| > n.

1. Legyen n = p1ps - - - pg, ahol minden p; > 1 és p; primszam. Hany osztdjat valaszthatjuk ki n-nek gy, hogy
semelyik két kivélasztott oszto se legyen relativ prim?

Megoldds: Minden oszté a primtényezok egy részhalmazanak szorzata. Barmely ketto metszi egymaést, tehat
egy részhalmaz és a komplementere koziil csak az egyik lehet. Ezért legfeljebb < 28~1 oszté lehet. De ennyit
kapunk is, ha az 6sszes olyat vessziik, amiben szerepel p;.

2. Artir kirdly n lovagjit felderité utakra kiildi. Minden nap k lovag megy portydzni. Ugyanaz a csapat nem
mehet kétszer és — hogy az informdciékat mindig mindenki megtudja — nem lehet két csapat, aminek nincs
kozos tagja. Hany napig lehet igy csapatokat Osszeallitani?

Megoldds: Erdés-Ko-Rado: (Z:i), ha k < n/2, kiilsnben (7).

3. Adott sikon m egyenes. Tegyiik fel, hogy az egyenesek nem illeszkednek ugyanarra a pontra, es hogy az egye-
nesek kozil semelyik ketté sem parhuzamos. Bizonyitsuk be, hogy ezen egyenesek legaldbb m metszéspontot
hatdroznak meg!

Megoldds: Jelolje a H; (i = 2,...,m) az i-edik egyenesen taldlhaté metszéspontok halmazit. Legyen X az
Osszes metszéspontok halmaza. |X| =n és H; C X. Nyilvan |H; N H;| =1 ha i # j. Fischer egyenlStlenségb6l:
n > m, azaz a metszéspontok szama legaldbb annyi, mint az egyenesek szama.

Vagy: Vegytink egy x; valtozét minden egyeneshez. Es vegylink egy egyenletet minden metszésponthoz: > x; =
0, azokra az x;-kre szummazunk, amelyeknek az egyenese dtmegy a ponton. Allitds: nincs nemtrivialis megolddsa
az egyenletrendszernek. Tegytik fel, hogy van, pl 1 = 1. Ekkor az 1-es egyenesen levo barmelyik metszésponton
(legalabb kett6é van) a tobbi egyeneshez tartozé valtozok osszege —1. Viszont igy minden egyenest pontosan
egyszer szdmoltunk, tehat az OSSZES valtozé 6sszege legfeljebb —1, vagyis negativ. Most vegyiink egy negativ
értéki valtozot, mondjuk zo < 0, ekkor a masodik egyenessel hasonléan érvelve azt kapjuk, hogy az Osszes
valtoz6 Osszege pozitiv. Ez ellentmondds, tehat nincs nemtrividlis megoldasa az egyenletrendszernek, ekkor
viszont legaldbb annyi egyenlet (metszéspont) van, mint ismeretlen (egyenes).

4. Novényvédo szerekkel valo kisérletezéshez a kovetkezOkre van sziikség. Legyen m féle névény és n kiillonb6zo
foldteriilet. Minden teriileten pont k féle névényt iiltetiink, minden névényt pont r teriiletre iiltetiink, és minden
nyovényparra pont [ olyan teriilet van, ahol mindenketto szerepel, » > [. Lassuk be, hogy n > m.

Megoldds: Legyen A; azon teriileteknek a halmaza, ahol az i-edik névény eléfordul. (Igy |4;| = r.) Tudjuk,
hogy |A; N A;| = I. Alkalmazzuk a Fischer-egyenlStlenséget.
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Van néhany k elemii halmazunk, barmely ketté pontosan ! pontban metszi egymést. Bizonyitsuk be, hogy
valamelyik elemet legfeljebb csak k& halmaz tartalmazza.

Megoldas: Fischer-bél: legfeljebb n halmaz van, ezért dsszesen legfeljebb nk elemiik van, vagyis nem tartalmaz-
hatnak minden elemet legaldbb £k + 1-szer.

I=1-re direktben is megy: vegylink egy elemet és azokat a halmazokat akik ezt tartalmazzdk. Akkor kiviil
diszjunktak. Ha tobben vannak, mint k, akkor nem lehet tobb halmaz. Ha legfeljebb &, akkor meg kész vagyunk.

Egy 100 elemi halmaznak 20 és 80 elemii részhalmazait véalasztjuk ki ugy, hogy barmely ketté metszi egymaést.
Legfeljebb hany részhalmazt lehet igy kivalasztani?

Megoldas: Egy 20-as és a komplementer 80-as koziil csak az egyiket valaszthatjuk ki. Tehat max (12000) = (18000).
Ennyi lehet is, ha a 80-asokat valasztjuk.

Mutassuk meg, hogy ha az F C 2" halmazrendszernek 2"~ tagja van és ezek koziil semelyik kettd sem
diszjunkt, akkor léteznek Fi, Fo € F olyan tagjai a rendszernek, amiknek pontosan egy kozos elemiik van.

Megoldds: 1. Mivel 2*~! halmazunk van, minden komplementer parbél pontosan az egyik van a halmazrend-
szerben. Vegyiik a legkisebb halmazt, X-et. Ez nyilvdn nem iires, mert nincs két diszjunkt részhalmaz. Most
vegylink el egy elemet X-bdl, legyen ez Y. Ez nincs a halmazrendszerben, mert kisebb, mint X. Tehat a
komplementere benne van, és egy pontban metszi X-et KESZ.

2. Indirekt. Tegyiik fel, hogy minden metszet legaldbb kételemii. Vildgos, hogy minden komplementer parnak
pontosan az egyik eleme tagja F-nek. Tekintsiink egy ciklikus permutédciét félbevagd (|n/2] és [n/2] méreti)
komplementer iveket. Ha egy ilyen {v F-beli, akkor az eggyel eltoltja is az, mert a komplementere csak egy
pontban metszené. De ekkor az iv minden elforgatottja tagja F-nek, csakhogy ez baj, mert igy lesz egyes
metszet. Vagy: minden halmaz és a komplementere koziil pontosan az egyik van benne. 1 elemiiek nem lehetnek,
tehat minden n — 1 elemi benne van. De akkor 2 elemtiek sem lehetnek, viszont akkor minden n — 2 elemi
bent van. Akkor 3 elemuek sem lehetnek, stb, végiil ellentmondést kapunk.

Egy paros graf két osztilya A és B. Barmely két A—beli pontnak pontosan 97 kzos szomszédja van, és barmely
két B-beli pontnak pontosan 111. a. Mutassunk ilyen grafot. b. Bizonyitsuk be hogy nincs ilyen graf, amelyre
|A| = |B| = 1000.

Megoldds: a: teljes 111 — 97-es péros. b. szamoljuk meg a Cj4-eket, nem stimmel.

Tegyiik fel, hogy k < n/2 és F C ([Z]) olyan metsz8 halmazrendszer, amire |F| = (Z:i) Mutassuk meg, hogy
[n]-nek van olyan ¢ eleme, amit F minden tagja tartalmaz. (Az Erdés-Ko-Rado tétel egyenléség esete.)

Megoldds: Minden ciklikus permutécié F-nek legfeljebb k tagjat tartalmazza ivként, mert ha egy F-t ivként
tartalmaz, akkor F' szomszédos elemeit szeparalé mésik ivbol legfeljebb egy lehet F-beli. Az éraiak szerint kijon
a fels6 becslés, és egyenl6ség pontosan akkor all, ha minden ciklikus permutacié pontosan k ivet tartalmaz F-bol.
S6t, igy egy iv barmely két szomszédos elemét szeparalja egy masik iv.

Ha egy ciklikus permutécié nem olyan, hogy abban minden F-beli ivnek kézos pontja van, akkor van mar benne
3 olyan F-beli iv is, amiknek nincs kozos pontjuk. De ekkor a ciklikus permutéicié barmely két szomszédos
elemét fedi F-beli iv, igy kell lennie azokat szeparalé F-beli ivnek is. Mivel minden F-beli iv két szomszédos
part szepardl, ezért legaldbb n/2 ilyen {v van, ami ellentmond a k < n/2 feltevésnek. Ekkor viszont barmely
ciklikus permutéacié F-beli iveinek metszete egy pont. Itt viszont ha két szomszédos elemet kicseréliink, ami
elkeriili ezt a pontot, akkor ugyanaz a pont marad a kozos. Viszont igy minden halmaz ivvé tehetd, tehat mind
tartalmazza a kozos pontot, kész.

Mutassunk olyan F C 2[" halmazrendszert, hogy F barmely két tagjanak metszete legaldbb két elemet tartal-
maz és | F| = 2727 Létezhet-e ennél nagyobb halmazrendszer a fenti tulajdonsaggal?

Hasznos igazsag: (gkk) < 2%k=1 (S6t, < 2%%/\/k ha k elég nagy.)

Megoldds: Alkossdk F-t azon részhalmazok, amik az 1 és 2 elemeket tartalmazzdk. Persze van ennél nagyobb
is. Legyen n = 2k és vegyiik a legalabb k + 1 elem{ részhalmazokat. Ez akkor jé, ha (Qkk) < 2F=1 ami teljesiil.
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a. Egy fanak legfeljebb hany dsszefiiggd részgrafjat valaszthatjuk ki ugy, hogy egyik kivalasztott részgraf
se legyen részgrafja egy mdsik kivalasztott részgrafnak? b. Egy fanak legfeljebb héany feszitett részgréafjat
valaszthatjuk ki ugy, hogy egyik kivalasztott részgraf se legyen részgrafja egy masik kivalasztott részgrafnak?

Megoldads: a. A kivalasztott grafok kozott van néhany Ki, mig a tobbi részgraf csucsai diszjunktak ezektdl és
az élhalmazok Sperner rendszert alkotnak. Szdval maximum (LE J) jon ki, és ennyi lehet is pl egy csillagnak.
2

b. Feszitettre: a csicshalmazok Sperner rendszert alkotnak, tehdt ( LZ J)’ ennyi lehet is, minden |n/2] méretli
2
halmaz altal feszitettet vessziik.

Legyen F Egy olyan halmazrendszer, ami nem tartalmaz s 4+ 1 hosszi lancot (azaz A1 C Ay C -+ C Agqq

halmazokat). Bizonyitsuk be, hogy > _, (ff) < s, ahol f; a k méretil halmazok szamat jeloli.
k

Megoldds: n! ldnc van, egy adott k elemii halmazt k!(n — k)! ldnc tartalmaz. Egy ldnc legfeljebb s db F-belit
tartalmazhat. Ezért >, _, frk!(n — k)! < snl.

Legyen F C 212" olyan metszé halmazrendszer, amely minden tagjdnak paros az elemszéma. Mutassuk meg,
hogy ha n péros, akkor F-nek legfeljebb 22"~2 tagja lehet.

Megoldds: A paros részhalmazok komplementer parokat alkotnak és mindegyikbdl legfeljebb egyet tudok F-be
venni. Pl a nagyobbakat bevéve ez metszd lesz, széval a maximéalis elemszdm 2272,

Tegyiik fel, hogy a H = (V, &) hipergrdfnak barmely két éle diszjunkt vagy az egyik tartalmazza a mésikat.
Legfeljebb hany éle lehet H-nak?

Megoldds: Feltehetd, hogy @, V és az egypontiak mind élek. Irdnyitott grafot készitiink gy, hogy csicsai a
hiperélek, és iranyitott él fut e-bél f-be, ha e C f és koztiik nincs més hiperél. Minden kifok 1 lesz a V'
kivételével, tovabba minden befok legalabb 2, kivéve az n levelet. Ez Osszesen 2n csucs, illetve hiperél. Ez
pontos, konstrukeié: pl indukcidval.

Legfeljebb hény klubot alapithat MOD-3-FALVA n lakéja? Ha A; jeloli az i-dik klub tagsdgat, akkor |A;| £ 0
(mod 3) és minden ¢ # j-re |4; N A;| =0 (mod 3). (*)

Megoldds: Vegyiik a karakterisztikus vektorokat GF(3) (a 3 elem test) felett. v? # 0, de v;v; = 0. Ezért ezek
a vektorok lindrsan fiiggetlenek. Tehat legfeljebb n klubot lehet alapitani.

Tegyiik fel, hogy a H = (V, £) hipergraf nem tartalmaz kort, azaz nincs olyan paronként kiilonb6zé csticsokbdl és
hiperélekbdl all6 x1, Eq, x2, Fo, ... xk, Ex, xp+1 = x1 sorozat, ahol az E; él tartalmazza az x; és x;41 csticsokat.
Mutassuk meg, hogy ha () nem éle H-nak és H Osszefuiggd is (azaz V nem &llithaté el két diszjunkt nemiires V3
és V3 halmaz uniéjaként gy, hogy minden hiperél valamelyik V; halmaz része), akkor igaz, hogy > {|E| —1:
Ee&=|V]|-1.

Megoldds: Minden hiperelhez bevezetiink egy-egy 1j csticsot, abbdl a hiperél minden pontjahoz vezetiink egy-egy
sima grafelt. Igy egy fat kapunk. Innen kénnyen adodik a bizonyitando.

Vagy: Toroljik az egypontu éleket, attdl semmi sem valtozik. Ezutan lesz olyan csics, amire csak egy él

illeszkedik, ezt Osszehuzzuk és indukcid.

Tegyiik fel, hogy k < n/3 és F C ([Z]) olyan k-uniform halmazrendszer, amelyben nincs hdrom pdronként
diszjunkt halmaz. Mutassuk meg, hogy |F| < 4(2:})
Megoldds: Médositsuk az Erdds-Ko-Rado ives bizonyitdsat. Az egyetlen kiilonbség, hogy egy ciklikus per-

mutaciéban nem k, hanem max 4k iv lehet: ha barmely két iv metsz0, akkor max k iv lehet, ha nem, akkor
vegylink két diszjunkt ivet, mindkett6t max 2k — 2 metszheti, plusz 0k ketten.

Ez a 4k egyébként messze nem pontos.

Hazi feladat

1. Tegyiik fel, hogy az F C 2!} halmazrendszernek nincs két diszjunkt tagja. Mutassuk meg, hogy van olyan F-t
tartalmazé F' C 2[" halmazrendszer, amire F’ metsz6 és |F'| = 271,

2. Minden k£ > 1-re mutassunk olyan k-uniform hipergrafot, amely izomorf a dudlisaval.



