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Turdn

Tudnivalék és megoldasok

Tetszbleges H gréfra ex(n,H) jeloli az n cstcst, H-t részgrafként nem tartalmazé grafok maximadlis
élszamat, Ex(n, H) pedig az n cstcst, H-t részgrafként nem tartalmazd, ex(n, H) éli grafok halmazat (izomor-
fia erejéig).

Legyen n,r > 1. Az n csdcst, r osztdlyd T'(n,r) Turdn grafnak n csicsa van, r osztdlyba osztva a lehet6
legegyenletesebben: ha n = ar + b, r > b > 0, akkor b osztdlyban [n/r] csics van, r — b osztélyban pedig
[n/r| darab. Barmely két, kiillonb6z6 osztdlyhoz tartozd cstics ssze van kotve, az azonos osztdlyban levok
nem.
Tetszbleges G grafra legyen |E(G)| G éleinek a szdma.

Turan tétel (1941). ex(n, K,4+1) = |E(T'(n,7))|. Ha pedig G egy n cstcsi graf ami nem tartalmaz K, 1-
et részgrafként és |E(G)| = |E(T(n,r))|, akkor G izomorf a T'(n,r) Turdn graffal, azaz Ex(n, K,11) = T(n,r).

Erdds, Stone, Simonovits tétel (1946...).
ex(n, H) 1
lim ——=1— ———.

ntoe (2 X(H) -1

Erdds, Kévari, S6s, Turan tétel (1954). Legyen r > s > 2. Egy n csticsi gréafnak, amely nem

tartalmaz K, ;—t részgrafként legfeljebb cryan_l/ ¢ éle van, valamilyen c, s konstansra.

1. Legfeljebb hany éle lehet egy n pontu grafnak, ha nincsen benne
e kor?
Megoldds: n — 1. Ennyi lehet, fa, ha meg t6bb éle van, akkor van kor, ezt tanultuk.
e pdratlan kor? (péros lehet)
Megoldds: Ekkor G egy péros graf. Ennek meg akkor van a legtobb éle, ha teljes és kiegyensulyozott,
vagyis a T, o Turan graf.
e péros kor? (pératlan lehet)

Megoldds: Minden él legfeljebb egy korben szerepelhet, mert ét kozos élii paratlan korbol osszeall
egy paros kor. Ha minden korbdél elhagyunk egy-egy élt, akkor erdét kapunk, és az éleknek legfeljebb
a harmadét hagytuk el. Teh4t legfeljebb |3(n —1)/2] el lehetett. Ha n paratlan, akkor ennyi lehet
is, pl gy, hogy vesziink (n — 1)/2 db haromszoget, amelyeknek van egy kozos csicsa. Ha n paros,
akkor is, de az egyik haromszog helyett mar csak egy él van.

e 2 élbél All6 ut?
Megoldds: Ekkor minden fok max 1, vagyis fiiggetlen élekbél all, max |n/2| él lehet, ennyi meg
siman lehet.

e sem 3 éIbol 4ll6 ut, sem kor?
Megoldds: Minden komponens csillag, tehdt n — 1.

o feszitofa?

Megoldds:
Nem 0sszefiiggd a graf, legjobb, ha két teljes graf unidja, ebbdl meg az a legjobb, ha az egyik

/. , 1
komponens 1, a masik meg n — 1 csticsu. Szoval ("2 )
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Egy 90 f6s tarsasdgbdl bizonyos pédrok leveleznek egyméssal. Akdrhogyan vélasztunk ki koziilik tiz
embert, ezek kozott mindig van legalabb kettd, akik leveleznek egymassal. Bizonyitsuk be, hogy a
levelez6 parok szama legalabb 405.

Megoldas: Legyenek a cstucsok az emberek, az élek azt jelentik, hogy a megfelel6 emberek nem lev-
eleznek egymadssal. Ebben a grafban nincs Kig, tehdt legfeljebb |E(Typ,9)| = 100 - (g) éle van. Ezért a
komplementerének, a levelezés-grafnak, legalabb (%) — 100 - (3) = 405.

Igazoljuk, hogy az n-cstcst, m-osztélyt T}, ,,, Turdn-graf pontosan akkor nem tartalmaz Hamilton-kort,
ha m = 2 és n péaratlan.

Megoldds: Ha m > 3, akkor korbe haladva az osztdlyokon kapunk egy Hamilton-kort. A legvégén kicsit
ovatosnak kell lenni, de megy. Ha m = 2 és n paros, akkor is megy ugyanez. Ha m = 2 és n paratlan,
akkor meg nincs, a kisebb osztalyt elhagyva nédla eggyel tobb izolalt pont keletkezik.

Legyenek v1,vs, ..., v, sikbeli vektorok, |v;| > 1. Legaldbb hény parra lesz |v; + v;| > 17

Megoldads: Legyenek a graf csicsai a vektorok, ketté Ossze van kotve, ha az 6sszegiik legalabb 1 hosszu.

Béarmely harom vektor koziil lesz kettd, aminek az Osszege legalabb 1 hosszii. Tehéat a komplementer
grafban nincs haromszog, legfeljebb |E(T,2)| = [§] - [ 5] ¢le lehet, vagyis az eredeti grafnak legalabb

(g) —[51]-[5]. Ennyi lehet is, egységfektorok, fele jobbra, fele balra.

Legkevesebb hdny csticsa lehet egy haromszogmentes, egyszerii G grafnak, ha |E(G)| > 2|E(K%)|?

| %], amibdl az jon ki, hogy

Megoldds: Ha n csicsa van, akkor |E(G)| < [§]-[5], tehat 2(’2“) <[2]. |2

2 2
n > 2k — 1.

Adott a sikon n, nem feltétlentil kiilonb6zé pont. Legfeljebb mennyi lehet az ezek koziil kivélaszthato
egységnyi tavolsidgra levé pontparok szama?

Megoldds: Graf csicsai a pontoknak felelnek meg, az él az egységtavolsagnak. Itt nincs K4 mint részgraf,
tehdt |E| < |E(T,3)|- Ennyit meg el lehet érni, egy szabdlyos hdromszog cstcsaiba tesziink kb n/3
pontot.

Mutassuk meg, hogy sik n kiilonb6z6 pontja és n kiillonboz6 egyenese kozott legfeljebb c - n? illeszkedés
lehet, ahol ¢ alkalmas konstans. (Illeszkedés: egy (pont, egyenes) pér, ahol a pont illeszkedik az egye-
nesre.)

Megoldds: Vegyiik azt a paros grafot, ahol az egyik osztaly a pontoknak, a masik az egyeneseknek felel
meg, az él az illeszkedést jelenti. Ebben a grafban nincs Cy, hiszen két ponton at csak egy egyenes van.
(Vagy két egyenes csak egy pontban metszi egymadst.) tehét legfeljebb ¢ - nz éle lehet.

Mutassuk meg, hogy sik n kiilonb6z6 pontja legfeljebb ¢ - nt egységtavolsagot hatarozhat meg, ahol ¢
alkalmas konstans.

Megoldds: Graf csticsai a pontok, élek az egységtéavolsdgok. Nincs Kp 3, hiszen két ponttdl csak két
masik lehet egységtdavolsdgra. Tehat legfeljebb c - n? él lehet.

Legfeljebb hany éle lehet egy n cstcsu grafnak, ha élei kiszinezhetok gy két szinnel, hogy ne keletkezzen
egyszini haromszog.

Megoldds: Ebben a grafban nincs Kg, mert annak minden két-szinezésében van haromszog. Ilyen
grafokbdl a T), s-nek van a legtobb éle. Azt pedig ki is tudjuk j6l szinezni, vegyiink egy 5 hosszi
kort az osztalyokon, az ennek megfeleld élek a pirosak, a tobbi (ami meg egy mésik 5 hosszi kornek felel
meg) kék.

Egy n tagu tdrsasdgban eredetileg senki nem ismer senkit. Minimdlisan hdny bemutatéssal (egy bemu-
tatds mindig pontosan két ember egymdsnak valé bemutatdsat jelenti) érhetjik el, hogy teljesiiljenek
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a kovetkezd feltételek: 1. Bérmely harom ember kozott van kettd, akik ismerik egymdst (tehat be let-
tek mutatva); 2. Bérki barkinek (olyannak is, akit nem ismer) kiildhet iizenetet gy, hogy az tizenetet
egymast ismeré (tehdt egymdsnak bemutatott) emberek adjak tovabb egymadsnak, s az végiil célba jut.

Megoldds: G graf csicsai az emberek, él: be vannak mutatva. Vilagos, hogy a komplementer grafban
nincs haromszog, tehdt |E(G)| < [2]- [%]. S6t, ha pontosan ennyi éle van, akkor G izomorf Tj ,-nel.
Ennek alapjan |E(G)| > (g) —[%]-%]. Ha pontosan ennyi éle lenne, akkor viszont G izomorf Ty ,-nel
ezért G nem lenne Ssszefiiggd. Tehdt |E(G)| > (5)—[%]-[2]+1. Ennyi éllel viszont mér megvalSsithato,

legyen (G) éppen T3 ,,, minusz egy él. Ekkor G-ben nincs haromszog és G sszefiiggd.

Egy 49 csicsu grafnak 1030 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor a kromatikus szama legaldbb 8, és hogy
pontosan 8 is lehet.

Megoldds: Ha a kromatikus szam legfeljebb 7 lenne, akkor G egy 7 osztalyu graf, amelyek koziil a Tyg 7-
nek van a legtobb éle, 1029, ellentmondés. De ha ehhez még hozzdadunk egy élt, annak 8 a kromatikus
szama.

Egy n tagu tdarsasaghbdl barmely k ember kézott van 2 aki kezet fogott. Legalabb hény kézfogas tortént?

Megoldds: A nem-kézfogds-grafban nincs Ky, tehat a kézfogds-graf élszama legaldbb (g) — | E(Th k—1)|-
Ez nagyjabol (k — 1)("/ =),

Legyen H egy 5 csucsd graf, amely egy él és egy haromszog diszjunkt uniéja. Hatdrozzuk meg ex(n, H)
értékét. (Legyen n > 100.)

Megoldds: A 2 osztélyd Turdn gréafnak |n/2|[n/2] éle van, és nem tartalmaz hdromszoget (hdrom csticsi
teljes grafot). Tehdt nyilvdn H-t sem tartalmazza részgréfként. Ezért ex(n, H) > [n/2][n/2].

Vegytink most egy [n/2|[n/2] + 1 éld, n csticsi G grafot. A Turdn (Mantel) tétel alapjén, ex(n,A) =
[n/2|[n/2] ahol A a hérom csticsu teljes grifot jelenti. Tehdt G tartalmaz egy wvw héromszoget.
Tegylik fel, hogy H-val izomorf részgrafot viszont nem tartalmaz. Ekkor minden éle az u, v w cstcsok
valamelyikére illeszkedik. Vagyis G-nek legfeljebb 3 4+ 3(n — 3) éle lehet. De ez ellentmondds, mert
3+3(n—3) < |n/2][n/2]! Ezzel belattuk, hogy G tartalmaz H-val izomorf részgrafot. Tehat ex(n, H) =
ex(n,A) = |n/2][n/2].

Hazi feladat

1.

a. Egy G grafnak n csicsa van, és minden csics fokszama legalabb 100. Bizonyitsuk be, hogy G
tartalmaz 100 hosszd (100 csticst) utat!

b. Egy G grafnak n csicsa és e éle van, e > 100n. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 100 hosszd (100
csticsi) utat!

Mutassunk minden n-re olyan n csicsi és e > 40n — 100000 élii grafot, amelyben nincs 100 hosszi (100
cstest) ut!

Legyen H egy 4 cstcsu graf, amely két fliggetlen é1bdl all. Hatdrozzuk meg ex(n, H) értékét minden
n-re.



