Kombinatorika és grafelmélet 2.

6. gyakorlat, 2020. oktéber 16.
Ramsey

Tudnivalék és megoldasok

Ramsey tétel (grafokra, két szinnel): Minden k,l > 0 szdmokhoz van olyan (legkisebb) R = R(k,l) szdm,
amelyre igaz, hogy az R cstcsu teljes graf éleit tetszOlegesen kiszinezve pirossal és kékkel, vagy van egy k
csucsu teljes részgraf, amelynek minden éle piros, vagy egy [ csucsu, amelynek minden éle kék. Erdés—Szekeres:

R(k,1) < (7157

Ramsey tétel (grafokra, r szinnel): Minden r > 0, ki,ka,..., k. > 0 szdmokhoz van olyan (legkisebb)
R = R(k1,ko, ..., k) szdm, amelyre igaz, hogy az R csicst teljes graf éleit tetszolegesen kiszinezve az 1,2, ...,r
szinekkel, valamilyen 1 < i < r szamra vagy van egy k; csucsu teljes részgraf, amelynek minden éle i szinii.

Ramsey tétel (k-uniform hipergréfokra, r szinnel): Minden r > 0, k > 2, ki, ka, ..., k. > 0 szdmokhoz van
olyan (legkisebb) R = Ry (k1, ks, ..., k) szdm, amelyre igaz, hogy az R csticsu teljes k-uniform hipergraf éleit
tetszOlegesen kiszinezve az 1,2,...,r szinekkel, valamilyen 1 < ¢ < r szamra vagy van egy k; cstcsu teljes

rész-hipergraf, amelynek minden éle (k-asa) ¢ szinf.

Schur tétel: Minden ¢ > 0-ra létezik olyan N = N (t) szdm, amelyre teljesiil, hogy akérhogyan szinezziik ki
az 1,2,..., N szamokat t szinnel, mindig lesznek olyan z,y, z egyszini szamok, amelyekre x + y = z.

Van der Waerden tétel: Minden ¢,k > O-ra létezik olyan N = N(¢,k) szdm, amelyre teljesiil, hogy
akarhogyan szinezziik ki az 1,2,..., N szdmokat ¢t szinnel, mindig lesz egy k tagi szamtani sorozat, ame-
lynek a tagjai egyszintiek.

Erdds-Szekeres Tétel: Minden n-hez létezik olyan F'(n) szém, amelyre teljesiil, hogy F(n) dltaldnos helyzetii
pont kozott a sitkon mindig taldlhaté n konvex helyzetben.

1. Mutassuk meg, hogy minden legaldbb 10 csticst G grafra w(G) > 4 vagy a(G) > 3.

Megoldds: Véalasszunk v egy cstucsot. Tegyiik fel, hogy van 4 nem-szomszédja. Ha valamelyik 2 ezek
koziill nem szomszédos, akkor maris van 3 fliggetlen pont. Ha barmely 2 szomszédos, akkor van teljes
4-es.

Ha viszont nincs 4 nem-szomszédja, akkor van 6 szomszédja. Fzek kozott van hdromszog, vagy tires
hdromszog (R(3,3) = 6) ha haromszog, akkor v-vel egyiitt teljes 4-es, ha iires hdromszog, akkor az 3
fliggetlen pont.

2. Bizonyitsuk be, hogy R(3,3,3) < 17 és azt is, hogy R(3,4) = 9.

Megoldds: 17 csticsu teljes graf, élek piros, fehér, zold. Legyen v egy csics. Valamelyik szinbdl legalabb
6 szomszédja van, hiszen 16 masik pont van. Tegyiik fel, hogy pirosbdl. E 6 szomszéd kozott ha egyetlen
piros él van, akkor megvan a piros haromszog. Ha viszont minden él fehér vagy zo6ld, akkor valamelyikben
lesz héromszog, mert R(3,3) = 6.

Tegyiik fel, hogy van olyan graf 9 csicson, amelyben nincs 3-as klikk és 4-es iires. Az eH oz6 feladat
alapjan ekkor minden pont fokanak 3-nak kellene lenni. De ekkor a fokszamok Gsszege 27 lenne, ami
nem stimmel.

3. a. Egy teljes graf éleit kiszineztiik pirossal és kékkel. Bizonyitsuk be, hogy van egy feszitéfa, amelynek
minden éle ugyanolyan szint.
b. Igaz az allitas feszit6fa helyett Hamilton tttal is?
Megoldas: a: Elég belatni, hogy vagy a kék, vagy a piros graf osszefliggé. Ha a piros graf nem Osszefiiggd,
akkor a komponensei kozotti Osszes él kék, ez meg nyilvan Gsszefiiggo.

b. Nem. Legyenek az x pontbdl mené élek kékek, piros a tobbi.
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Igazoljuk, hogy R3(4,4) < 21.

Megoldds: Kiveszunk egy csticsot, ennek segitségével kapunk a tébbi 20 cstcson egy él-szinezést: egy él
szine a kivett cstccsal kiegészitve kapott haromszog szine. 20 pont, van teljes vagy iires 4-es (20 = (g)),
mondjuk piros. Ezen a 4 ponton ha van egy piros haromszog, akkor megvan a 4 pont csupa piros
haromszoggel, ha mind kék, akkor plane.

Igazoljuk a kovetkezd egyenlStlenséget: Rs(k,l) < Ra(R3(k—1,1), R3(k,l1—1))+1. Ez (nagysdgrendileg)
milyen fels6 korldtot ad Rs(k, k)-ra?

Megoldas: Vélasszunk le egy v pontot. Ezt a pontot tartalmazé harmasok maradék kettesein definidlhatunk
egy szinezést, a kettes szine legyen a levalaszott ponttal egyiitt vett harmas szine.

Ebben van R3(k—1,1) darab pont, melyeken az osszes kettes piros, vagy Rs(k,!—1) darab pont, melyeken
az osszes kettes kék. Az els6 esetben ezeken a pontokon vagy van k — 1 pont, melyeken az Gsszes itteni
hérmas piros, a v ponttal egyiitt ez j6 lesz, vagy van | pont, melyeken az Osszes 3-as kék, az is jo.

A masik esetben ugyanigy megy.
Igazoljuk, hogy ¢ > 3 esetén Ri(ni,ng,...,n.) < Re(n1,na, ..., Ne—2, Ri(ne_1,n:)) teljesil.

Megoldds: Vegylink Ri(ni,ne,...,Ne_2, Ri(ne._1,n.)) pontot és szinezziik a t-eseket ¢ szinnel. Most
tekintsiik az utolsé két szint egynek. Tudjuk, hogy ekkor létezik n;-klikk az elsé szinbol, vagy no-klikk a
masodik szinbdl, vagy ... Ri(n.—1,n.)-es klikk a (¢ —1)-edik szinb6l. Ha az els6é ¢ — 2 szin valamelyikére,
akkor azonnal készen vagyunk. Ha az utolséra, akkor visszabontva a szineket, ebben lesz n;-s klikk a ¢;
szinb6l (i = c—1,¢).

Tegyiik fel, hogy tudjuk, hogy a Van der Waerden tétel igaz 2 szin felhaszndlasaval, mutassuk meg ebbol,
hogy igaz 3 szinnel is, s6t tobb szinnel is.

Megoldds: Legyen N (k) a Van der Waerden tétel korlatja 2 szinre. Most szinezziik ki a szdmokat 3 szinnel
egészen N (N (k))-ig. Vonjuk Ossze két szint. Lesz egy N (k) hosszi egyszinli szamtani sorozat. Ha a
harmadik szinbél van, akkor kész. Ha az Osszevont szinbdl, akkor ujra hasznaljuk a 2 szini valtozatot.
Es mér meg is van a k hosszi egyszinil szamtani sorozat.

Nyildan ugyanezt megtehetjiik akkor is, ha tobb szin van, pl indukciéval.

Mutassuk meg, hogy minden k pozitiv egészhez létezik olyan N (k) kiiszob, hogy ha n > N(k) és az
[n] := {1,2,...,n} halmaz részhalmazait k szinnel szinezziik, akkor léteznek az [n] halmaznak olyan
diszjunkt X7 és Xy részhalmazai, hogy X, Xo és X3 U Xy szine megegyezik. Igaz-e az allitds, harom
diszjunkt részhalmazra?

Megoldds: Szinezzik ki a részhalmazokat. Ebbél egy graf-élszinezést kapunk az 1,2,..., N csicsokon:
az ij él (legyen az {i+ 1,7+ 2...j} részhalmaz szine. Ha N elég nagy, akkor van egyszinii hdromszog. Ez
pont harom megfelel6 rézhalmaz lesz.

Persze ugyanez megy harom vagy tobb részhalmazra is.

Legyen H(V, E) egy k-uniform hipergréf, amelynek kevesebb mint 2¥~! éle van. Bizonyitsuk be, hogy
H csicsai kiszinezhetOk pirossal és kékkel gy, hogy semelyik él sem egyszin.

Megoldds: Szinezziik ki a csicsokat véletleniil, fliggetleniil, egyenld valosziniiséggel a két szinre. Annak
a valészinfisége hogy egy él egyszini lesz, 1/(2F71)), tehat annak a valészintisége hogy LESZ rossz ¢él,
kisebb mint |H|/(2¥~1) < 1, tehdt van j6 szinezés.

(Végtelen Ramsey tétel) Egy végtelen sok cstcsu teljes graf éleit kiszineztiik két szinnel. Bizonyitsuk
be, hogy van egy végtelen sok csticsu teljes részgraf, amelynek minden éle ugyanolyan szinfi.

Megoldds: Rendezziik a pontokat, és sorban nézziik éket. Amikor x-et nézziik, megnézziik, hogy utdna
végtelen sok piros vagy végtelen sok kék szomszédja van és csak azokat tartjuk meg. (Valamelyikbé&l
végtelen sok van. Ha mindkett6bol, akkor is csak az egyik fajtat tartjuk meg.) Ezekbol valasztjuk a
kovetkezo pontot, stb. A végén vagy piros vagy kék tipusu pontbdl végtelen sok van, ezek pont jok.
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Mutassuk meg, hogy ha G n csicsu, egyszerii graf, akkor max(a(G),w(G)) > 1+ logyn .

Megoldds: R(k, k) < (Qk’,“__f) < 226=2 = 4k=1 azaz ha n = 4F~1 akkor max(w, a) > k = logyn + 1.

A sik pontjait kiszinezte valaki pirosra, fehérre és zoldre. Igazoljuk, hogy mindenképpen keletkezett
egyszini, egymastdl egységnyi tavolsagban levé pontpar!

Megoldas: Moser graf: készitliink egy 7 csésu egységtavolsag-grafot, melynek a kromatikus szama 4.
Veszilink két szabdlyos haromszoget, talpuknal Gsszeillesztve, és ezt az alakzatot egy masodfoku pontja
kortl elforgatjuk gy, hogy a masik végiik épp egységtavolsagra legyen egyméastol. Konnyen latszik, hogy
3 szinnel ez nem szinezheto.

Igazoljuk, hogy a ki lehet szinezni a sik pontjait 9 szinnel gy, hogy ne legyen egyszini, egymastol
egységnyi tavolsagban levs pontpar! Igazoljuk az allitast 7 szinnel is.

Megoldds: 9: Megfelelé méretii négyzetracs, 3 x 3-as periodikusan szinezve.

7: hatszogracs, egy periédus egy hatszog és a szomszédai.

Tegyiik fel, hogy a sik pontjait kiszinezte valaki pirosra és zoldre igy, hogy mindkét szint hasznalta.
Mutassuk meg, hogy mindenképpen keletkezett egymastol egységnyi tavolsdgban levo pontpar, melynek
egyik tagja piros, a mésik zold! Igaz-e, hogy a sik ilyen kiszinezésekor biztosan taldlhato6 olyan egységoldali
szabalyos haromszog, aminek csicsai egysziniiek?

Megoldas: Kiilonbozé szinti pontok kozott vegyiink egy egységszakaszokbdl alld térottvonalat. Lesz két
szomszédos, kiilonb6z6 szinii pontja.

Nem igaz, a szabalyos hdromszog magassigaval megegyez6 szélességii, félig nyilt savokat szinezziik
felvaltva.

Tegyiik fel, hogy a sik pontjait kiszinezte valaki pirosra és zoldre gy, hogy nincs két zold pont egyma&stol
egységtavolsagra. Legyen T egy tetszoleges haromszog. Bizonyitsuk be, hogy van egy T-vel egybevagd
haromszog, amelynek mind a harom csticsa piros.

Megoldds: Legyen a haromszog legrévidebb oldala z.
1. eset: nincs két z6ld pont egymastdl x tavolségra.

Vegylink egy z6ld pontot (ha nincs z6ld pont, készen vagyunk) a koriilotte levé x sugari kor piros.
Tegyiik ra két legkozelebbi csicsat a haromszognek és forgassuk korbe. A harmadik csics egy koron
mozog, ha van a korén piros pont, akkor megvan a piros haromszog, ha nincs, akkor van zold x tavolsag,
ellentmondas.

2. eset: van két zold pont egymastol x tavolsagra. Vagylink két ilyen zold pontot és mindketto koriil
egy egységkort. Ezek pirosak. Tegyiik rd a hdromszog két x-re levé csicséat a két korre és menjiink velitk
korbe a korokon. A harmadik cstcs is egy egységkoron mozog, ha van a kordn piros pont, akkor megvan
a piros haromszog, ha nincs, akkor van zold egységtavolsdg, ellentmondés.

Legyen a, a természetes szamok tetszéleges szigorian nové végtelen sorozata. Mutassuk meg, hogy
talalhaté akdrmilyen hosszi részsorozat, amelyben barmely két elem relativ prim, vagy semelyik két
elem sem relativ prim.

Megoldas: Legyenek egy graf csicsai a szamok, ey él kék, ha a két szadm relativ prim, piros, ha nem.
Ramsey: van akarmilyen hosszi egyszini részgraf.

Bizonyitsuk be, hogy minden ¢ > O-ra létezik olyan M = M (¢) szdm, amelyre teljesiil, hogy akdrhogyan
szinezzik ki az 1,2,..., M szamokat t szinnel, mindig lesznek olyan z,y, z egyszinii szamok, amelyekre
r+y=zésx#uy.

Megoldds: Ugyanigy, mint a Shur tétel bizonyitasanal, a kiilonbség szinével szinezziik az élt, csak most
teljes egyszinli négyest keresiink. Itt mar ki tudunk jél valasztani harom kiilonbséget.
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Bizonyitsuk be, hogy minden ¢,k > 0-ra létezik olyan M = M(t, k) szam, amelyre teljesiil, hogy
akarhogyan szinezziik ki az 1,2,..., M szamokat t szinnel, mindig lesz egy k tagi mértani sorozat,
amelynek a tagjai egyszintiek.

Megoldds: Nézzuk csak a 2 hatvdnyokat. Csinaljunk egy 1j szinezést, i szine legyen 2° eredeti szine.
Ebben egy szamtani sorozat megfelel az eredetiben egy martani sorozatnak.

KiszinezhetOk-e az egész szamok két szinnel Ugy, hogy ne létezzen egyszinti végtelen szamtani sorozat?
H&at mértani?

Megoldds: Igen, mindketts. A négyzetszamok kozott felvaltva szinezve nem lesz végtelen szamtani. A
faktorialisok kozott felvaltva szinezve meg nem lesz végtelen mértani.

Mutassunk olyan (k — 1)? pontii grafot, amelyben nincs sem teljes k-as sem iires k-as!
Megoldds: k — 1 darab Kj_1.

P egy olyan sikbeli ponthalmaz, amelyben barmely két pont kozotti tavolsag elgész és nincs az Gsszes
pont egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy P véges sok pontbdl all.

Megoldads: Vegylunk 3 nem egy egyenesen levo pontot, x, y, z. Az Osszes tobbi pont az z, y fokuszu
hiperboldkon van. (Ezek a hiperboldk az olyan p pontok mértani helyei, amelyekre a pxr — py tdvolsdg
kiilonbség = K egész.) De kozben az z, z fékuszin is. Viszont ezeknek csak véges sok metszéspontja
van.

Bizonyitsuk be, hogy minden n-hez létezik olyan K(n), hogy tetsz6leges K (n) kiilonb6z6 pont a sikon
legalabb n kiilonb6z6 tavolsagot hatdroz meg.

Megoldds: Tekintsiink R(4,4,...,4) ((n — 1)-szer) pontot. Tegyiik fel, hogy csak n — 1 tdvolsigot
hatéroznak meg. Szinezziik ki az éleket a tévolsdgok szerint, n — 1 szinnel. R(4,4,...,4) definiciéja
szerint valamelyik szinben lesz teljes négyes. Csakhogy ez lehetetlen, négy pont kézott nem lehet az
Osszes tavolsag egyforma.

Mutassuk meg, hogy minden k pozitiv egészhez létezik olyan N(k) kiiszob, hogy ha kiszinezzik a
1,2,3,..., N(k) szdmokat k szinnel, akkor taldlhaté harom egyszinii szdm, x, y, z, amelyekre z +y = 2z.

Megoldds: A Van der Waerden tétel szerint ha N (k) elég nagy, akkor ha kiszinezziik a 1,2,3,..., N (k)
szamokat k szinnel, akkor taldlhaté harom egyszini szam, z, y, z, amelyek szamtani sorozatot alkotnak.
Ekkor viszont z + y = 2z. (Ha z a kézépsé.)

Hazi feladat

1.

Dontsiik el, hogy igaz-e a kovetkezd allitas. Minden n > 1-hez van olyan N, hogy akarhogyan szinezziik
ki az N elemii halmaz 0sszes részhalmazat két szinnel, talalhat6 olyan n elemii részhalmaz, amelynek az
Osszes részhalmaza ugyanolyan szin.

. Mutassuk meg, hogy minden k pozitiv egészhez létezik olyan N (k) kiiszOb, hogy ha n > N(k) és az

[n] := {1,2,...,n} halmaz részhalmazait k szinnel szinezziik, akkor léteznek az [n] halmaznak olyan
diszjunkt X7 és Xy részhalmazai, hogy Xi, Xo és X3 U Xy szine megegyezik. Igaz-e az allitds, harom
diszjunkt részhalmazra?

Mutassuk meg, hogy minden k pozitiv egészhez létezik olyan N(k) kiiszob, hogy ha kiszinezzik a
2,3,...,N(k) szdmokat k szinnel, akkor taldlhaté hdrom egyszin{i szdm, z, y, z, amelyekre x +y = z+ 1.



