Kombinatorika és grafelmélet 2.
5. gyakorlat, 2020. oktober 9.

Listaszinezés

Tudnivaldk:

G minden v cstcsdhoz tartozik egy L(v) szinlista. G L-szinezhetd, ha van olyan (jé) szinezése, ahol minden v cstics
szine, c(v) € L(v).

G listaszinezési szdma ch(G) a legkisebb k, amelyre igaz, hogy ha minden v-re |L(v)| = k, akkor G L-szinezhetd.

Minden G-re x(G) < ch(G), és minden k-ra van olyan G, hogy x(G) = 2 de ch(G) > k.

Minden G-re ch(G) < A(G) + 1.

Listaszinezési sejtés: Ha G élgraf, akkor x(G) = ch(G).

Galvin tétel: Ha G péros graf élgréfja, akkor x(G) = ch(G).

Thomassen 94: Ha G sikgraf, akkor ch(G) < 5.

Voigt 93: Van olyan G sikgréf, amelyre ch(G) = 5.

1.

Hatdrozzuk meg ch(K>s 4) értékét. (K 4 a két szinosztalydban 2 és 4 pontot tartalmazé teljes paros grafot jeldli.)

Megoldds: A vilasz 3. Elészor adunk 2-es listdkat, amirdl nem lehet kiszinezni. Legyen a két fenti pont listdja (1,2)
és (3,4), az alsoké (1,3), (1,4), (2,3), (2,4). Barhogy szinezziik a fels§ pontokat, minden lehetséges szinparhoz van
egy olyan listdju als6 csics, ami bedoglik.

3 hosszu listak: el6szor kiszinezziik a felsé két pontot, tetszélegesen. Utdna az alsékat. Minden alsénak csak a két
fels6 szomszédja van, tehat max 2 tiltott szin, ezért 3 hosszu listakrol ki lehet 6ket szinezni.

. Igaz-e, hogy ha x(G) = ch(QG), akkor x(G) = ch(G)?

Megoldds: Nem, pl ha G két diszjunkt haromszog: x = ch = 3, de a komplementere a K3 3, aminek x = 2, ch = 3.

. Igaz-e, hogy ha a G graf minden csticsdhoz adott egy legaldbb ch(G) méretii szinlista, akkor G alkalmas csticssorrend

esetén mohon kiszinezhet6 uigy, hogy minden csticsnak a listajan szerepld legkisebb olyan szint vélasztjuk, ami nem
azonos az eddig megszinezett, az adott cstccsal szomszédos csicsok valamelyikének szinével?

Megoldds: Igen. Mondjuk legyenek a szinek az 1,2, .... szamok. Vegyiik az adott listdkhoz azt a szinezeset, ahol a
(ndvekvd) szin-sorozat (mint szamok) lexikografikusan a lehetd legkisebb. (Vagyis a lehetd letobb 1-es, azon beliil
a lehetd legtobb 2-es, stb. Ezutdn vegyiik a csicsokat a szinuk szerint novekvé sorrendben. Erre pont az adott
sziinezést kell kapnunk.

. Legyen Ks o . o az a graf, aminek komplementere n diszjunkt él. Hatdrozzuk meg a ch (Ks 2, . 2) listaszinezési

szamot.

Megoldds: n. Annyi biztos kell, mert van benne teljes n-es. Most vegytink mindegyik csucshoz egy n-es listat. Ha
van olyan par, amiknek a listdjanak van ko6zos szine, akkor szinezziik ki 6ket erre a szinre és ezt a szint hizzuk
ki a tobbiek listdjardl, indukcié. Ha nincs: definidljunk egy paros grafot, alul csucsok (hazasparok) feldl szinek, és
kiinnyti ellenérizni a Hall feltételt, van az alsékat lefed6 parositds. (Lasd csokis feladat, Kombil.)

Mutassunk olyan grafot, ami egyetlen grafnak sem élgrafja.

Megoldas: Pl egy teljes 6t6s minusz egy él. Tegyiik fel, hogy élgraf. Van benne egy teljes négyes, ez négy egy csucsu
élnek felel meg. Az 6todik csucsnak megfelel6 él is ebbe a csticsba kell hogy menjen, mert harommal is Gssze van
kétve. De akkor a negyedikkel is szomszédos, irtézatos ellentmondés!!!

Mutassuk meg, hogy ha G élgraf, akkor ch(G) < 2x(G) — 1.

Megoldds: Legyen G = L(H). Tekintsiink G-ben egy csticsot. Ez H egy élének felel meg, és ennek az élnek legfeljebb
A(H) — 2 masik éllel lehet kozos végpontja (mindkét végén max A(H) — 1-gyel). Tehat A(G) < 2A(H) — 2. Ekkor
viszont ch(G) < A(G) +1<2A(H) —1<2x(G) — 1.



10.

11.

12.

13.

Igazoljuk, hogy ha a véges, egyszer(i G graf minden v csticsdra |L(v)| > d(v) teljesiil, akkor G L-listaszinezhetd.
(d(v) jeldli a v cstcs fokszamat.)

Megoldds: Mohé szinezéssel.
Mutassuk meg, hogy tetsz6leges T' legaldbb két pontu féra ch(T') = 2.

Megoldds: Indukcié a csticsok szamadra. 2-re trivi, legyen n > 2, T' n csésu fa és minden csicson 2 hosszu listak.
T-nek van egy levele (1 foki csicsa) v, szomszédja u. Ekkor T\ v egy T’ fa, amit indukciéval ki tudunk szinezni
a listakrol. Végil v-t is ki tudjuk szinezni, mert van a listdjan u szinétdl kilonbo6zo szin.

Ja, és persze ch > 2, ezért ch = 2.
Bizonyitsuk be, hogy ha C paratlan hosszd kor, akkor ch(C) = 3.
Megoldds: Egyrészt ch(C) > x(C) = 3. Mésrészt mohé szinezéssel végigszdguldunk a cstcsokon. (A = 2)

TetszOleges G grafra legyen 3G a kovetkezd graf. Vessziik G hdrom diszjunkt példanyét, és az egymésnak megfeleld
csucsokat a kiilonb6zo példanyokban Osszekotjik.

Bizonyitsuk be, hogy ha G sikgraf, akkor a 3G graf listaszinezési szama legfeljebb 7. (Vagyis ch(3G) < 7.)

Megoldas: Tegytik fel, hogy adottak a 7 hosszu listdk. El6szor az egyik példanyt szinezziik, 7 hosszu listakrdl siman
megy, még 5 hosszurdl is menne. Most a masodik példdanyban minden listardl kihuzzuk a kiszinezett megfelelé
csucs szinét, még mindig legalabb 6 hosszuak a listdk, megint ki tudjuk szinezni a listakrol. Most pedig a harmadik
példanyban minden listarél kihizzuk a kiszinezett megfelel6 csticsok szinét, még mindig legalabb 5 hosszuak a
listak, megint ki tudjuk szinezni a listakrdl.

Egy G grafot sikeriilt lerajzolni gy, hogy Gsszesen egy él-metszés van. Bizonyitsuk be, hogy
a. ch(G) < 6,
b. ch(G) < 5.

Megolddas:

a: Ebbol a grafbdl ha elvesziink egy metsz6 élt, akkor sikgrafot kapunk, tehat ennek a grafnak max 3n — 5 éle van.
Ezért van max 5-6dfoku csics, elvessziik, indukciéval kiszinezziik a maradékot, és a 6 hosszi listardl v-nek is lesz
megfelelGszin.

b: Feltehetjik, hogy G haromszogelt, kivéve a keresztet, ami egy négyszoghen van. Hagyjuk el a két keresztez6 élt,
legyen a négyszog a kiils6 tartomany. Az 5-os listdkrol vegyunk egy-egy szint a két szomszédos cstcsnak, és 3 — 3
kiilonbozot a szembelevoknek. Thomassen tétele alapjan ezekrol a listakrdl ki lehet szinezni.

Jelolje x’(G) a G graf teljes kromatikus szdmdt, azaz a minimdlis szinszdmot, ami sziikséges érvényes teljes
szinezéshez Ugy, hogy a csticsokat és az éleket is szinezziik, azzal a feltétellel, hogy érintkez6 elemek (Gsszekotott
cstcsok, kozos csicesal rendelkez6 élek, egy él és annak egy végpontja) nem lehetnek azonos szinfiek. Igazoljuk,
hogy a listaszinezési sejtésbdl kovetkezne, hogy x”(G) < A(G) + 3 minden G grafra. (Listaszinezési sejtés: Ha G
élgraf, akkor x(G) = ch(G).)

Megoldds: Minden e élre legyen L(e) = {1,2,... A(G)+3}. Most szinezziik is G cstcsait a szokdsos médon A(G)+1
szinnel. Minden e él listdjabdl hizzuk ki a két végpontjdnak a szinét. Most minden élen van egy legaldbb A(G) + 1
hossz lista, ezekrél a listakrdl kell szinezni \igy, hogy a szomszédos élek kiillonbozdszintiek legyenek. A Vizing tétel
alapjédn x'(G) < A(G) + 1, a listaszinezési sejtés alapjdn pedig ch(L(G) = x'(G), tehét a A(G) 41 hosszu listdkrol
ki tudjuk szinezni az éleket.

G egy sikgraf, amelynek legaldbb 4 csicsa van. Van 7-féle sziniink, {1,2,...,7}, ezekkel ki akarjuk szinezni a
csucsokat. De valaki megel6zott minket, és kiszinezett 4 csucsot, amelyek egy teljes 4-est feszitenek, az 1, 2, 3,
illetve 4 szinekkel. Bizonyitsuk be, hogy be tudjuk fejezni a szinezést, vagyis ki tudjuk szinezni a tobbi csicsot az
{1,2,...,7} szinekkel gy, hogy a szomszédos cstcsok kiilonboz6 szintiek legyenek.

Megoldds: 1. megoldéas: Legyen vy, vs,v3,v4 a négy kiszinezett csics, v; szine i. Rajzoljuk le G-t a sikra. A
v1, Vo, U3, Uy KOzOtt futd élek a sikot 4 tartomdanyra bontjak, legyenek ezek T4,T5,T3,Ty, gy, hogy T; hatardn



V1, Vg, U3, Uy KOzl a v;-t6l kiilonb6z6 harom csics van. A G graf kiillénbozé T; tartomanyokban levé csticsai ninc-
senek Osszekotve, igy a kiillonbozo tartomanyokban levé csticsokat szinezhetjilk egymaéastol fiiggetlentil. Tekinsiik
a T; tartomanyban levd csicsokat. Ezek egy sikgrafot feszitenek G-ben, szinezziik ki 6ket az ¢,5,6,7 szinekkel.
A négyszintétel szerint ez megtehets. Ezt elvegezve i = 1,2,3,4-re, G egy szinezését kapjuk, amely kielégiti a
feltételeket.

2. megoldas:

Legyen vy, va, v3, v4 a négy kiszinezett cstcs, v; szine i. Egy pillanatra felejtsiik el vy, va, v3, v4 szinét. Szinezziik ki G-
t az a, b, ¢, d szinekkel. A négyszintétel szerint ez menni fog. Mivel vy, va, v3, v4 egy teljes 4-est feszitenek, kiillonb6z6
szintiek, vagyis éppen az a, b, ¢, d szinekkel vannak szinezve. Az dltaldnossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy v
szine a, v szine b, vz szine ¢, v4 szine d. Szinezzilk 4t az a szinli pontokat 1 szintire, a b szin{i pontokat 2 szinfire,
a ¢ szinl pontokat 3 sziniire, a d szinli pontokat 4 szinlire. Ez a szinezés kielégiti a feltételeket, rdadasul az 5, 6, 7
szineket nem is hasznaltuk!

14. A G gréfbdl barhogy elhagyunk 4 élt, a kapott graf sikgraf. Bizonyitsuk be, hogy G listaszinezési szdma, ch(G) < 6.

Megolddas:

Tegyiik fel, hogy G-ben minden pont foka legfeljebb 3. Ekkor kénnyen ldthatd, hogy ch(G) < 4, tetszéleges 4
hosszu szinlistdkrdl sorban ki tudjuk szinezni a csticsokat.

Tehat feltehetjiik, hogy van olyan v cstics, amelynek a foka, d(v) > 4. Hagyjunk el 4 v-re illeszked6 élt, legyen
G’ a kapott graf, amely a feltétel szerint sikgraf. Most hagyjuk el v-t G’-b6l, az igy kapott G” graf is sikgraf.
Tekintstink tetszoleges 6 hosszu szinlistdkat G csticsain. Meg kell mutatnunk, hogy ezekrol a listakrol kiszinezheto
G. Szinezziik ki el6szor v-t egy tetszoleges ¢ szinnel a listdjarol. Most hizzuk ki a ¢ szint minden tovébbi csics
listajérdl. Tehat a G” grafot kell kiszinezniink és minden csicsnak 5 vagy 6 hosszi a szinlistdja. Mivel G sikgraf,
Thomassen tétele szerint ez megtehetd. Ez pedig, a ¢ szinil v-t visszatéve, G megfeleld szinezését adja a 6 hosszi
listakrol.

15. A G sikgraf minden csicsahoz tartozik egy 5 hosszu szinlista, kivéve egy csicsot, amelyhez 1 hosszu lista tartozik.
Bizonyitsuk be, hogy G kiszinezhetd az adott listakrol.

Megoldds: Thomassen

Hazi feladat

1. Bizonyitsuk be, hogy ch(K,, ,») = n + 1 minden pozitiv egész n-re. (K, ,» a két szinosztalydban n és n” pontot
tartalmazo teljes paros grafot jeloli.)

2. Bizonyitsuk be, hogy ha C péros hosszu kor, akkor ch(C) = 2.



