Kombinatorika és grafelmélet 2.
3+4. gyakorlat, 2020. szeptember 25.
Dualitds, Whitney

Tudnivalék: G sikbarajzolt graf dualisa, G*: Minden tartoményba egy csicsot, barmely két, szomszédos
tartomanynak megfelel6 csticsot 6sszekotiink minden kozos hatart képezo élen keresztiil.

H a G absztrakt dudlisa: van az élek kozott bijekcid, ami kérbol vagast, vagasbdl kort csinal.
H és G gyengén izomorfak: van az élek kozott bijekeid, ami korbol kort, vagasbdl vagast csindl.
Whitney 1: G-nek van absztrakt dudlisa akkor és csak akkor, ha G sikgraf.

Whitney 2: Legyen G sikgraf, G és H gyengén izomorfak. Ekkor

1. H is sikgraf, 2. G* és H* gyengén izomorfak, 3. G és G*™* is gyengén izomorfak.

Whitney 3: Tegyiik fel, hogy G és H gyengén izomorfak. Ekkor meg lehet kapni G-bdél H-t a kovetkezo
hdromféle operacié ismételt alkalmazéaséval: (a) Ha a gréfnak van elvdgd pontja, akkor a pontndl kettévigjuk a
grafot (az elvagd pont mindkét részben benne lesz). (b) Két diszjunkt grafot dsszeragasztunk egy-egy csticsukndl.
Vagyis azonositjuk a két csticsot. (c¢) Ha a grafnak van két pontja, amik egyiitt elvdgdk, akkor itt kettévagjuk a
grafot és megint Osszeragasztjuk Oket, a két pontot megcserélve az egyik komponensben.

1. Gyengén izomorfak-e az itt lathatoé grafok?
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Megoldds: Igen, a dudlisaik izomorfak. Masképp: a Whitney tételben szereplé 3 operacioval konnyedén
eljuthatunk az egyikbol a mésikba.

2. Bizonyitsuk be, két fa pontosan akkor gyengén izomorf, ha ugyanannyi pontjuk van.

Megoldds: Ha a két fa gyengén izomorf, akkor ugyanannyi éliik van, tehat ugyanannyi pontjuk is. Viszont
ha ugyanannyi pontjuk van, akkor minden, élek kozti bijekcié megfelel6, mert minden él vagas és nincs kor.

3. Mutassuk meg, hogy tetszéleges egyszerii, sikgraf élhalmaza el6dll, mint 2 paros graf élhalmazénak unidja.

Megoldas: A Négyszinetétel alapjan szinezzik ki az 1, 2, 3, 4. szinekkel. Az egyik péaros grafba tartozzanak
az 12, 23, 34 tipusu élek, a masikba a 24, 41, 13 tipusu élek. Mas él nincs.

4. A G és a G* véges egyszerl grafok egymds dudlisai. Bizonyitsuk be, hogy min{é(G),5(G*)} = 3. 6 a
legkisebb fokszam.

Megoldds: Ha van haromszog tartomény G-ben, akkor G*-ben van 3-fokd pont. Ha nincs, akkor viszont
legfeljebb 2n —4 éle van. De ekkor nem lehet minden fokszama legaldbb 4, mert akkor legalabb 2n éle lenne.

5. Legyen G olyan n > 3 csucsu, egyszerd, sikbarajzolhaté graf, melyben az élek szama 3n — 6. Mennyi G
dudlisdnak maximaélis fokszama?

Megoldds: Ebben az esetben G egy hdromszogelés, minden tartomany haromszog, tehdt G* minden csicsanak
3 a foka.

6. Jelolje F,, = K, , —nKy azt a paros grafot, melyet ugy kapunk a K, ,, teljes paros grafbdl, hogy elhagyjuk
beldle egy teljes parositas éleit. Milyen n-ek esetén lesz F,, sikbarajzolhaté?

Megoldds: n < 4-re kénny( sikbarajzolni. n > 5-re meg van benne topologikus K3 3.
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Tegyiik fel, hogy G sikbarajzolt graf, G minden lapja hdromszog és G* minden lapja négyszog. Hany pontja
és hany éle van G-nek?

Megoldds: A feltételek miatt G-ben minden fokszam 4, tehat e = 2n. Ugyanakkor 3t = 2e. Ezeket beirva az
Euler formuldba: n — 2n 4 4n/3 = 2, n = 6, e = 12. Ez az oktaéder graf.

. Legfeljebb mennyi a perfekt sikgrafok kromatikus szama?

4-et konnyt elérni, K. Tébb meg nem lehet a Négyszintétel miatt.

Bizonyitsuk be, hogy minden (legaldbb hérom csticsi) sikgrafnak van legaldbb hérom olyan csticsa, ame-
lyeknek a foka kevesebb mint hat.

Megoldds: Feltehetjiik, hogy a graf osszefiiggd, kiilonben komponensenként érveliink. > ) d; < 6n — 12, de
egy d;-n csak 5-0t veszthetiink a 6-hoz képest, és Gsszesen legaldbb 12 a veszteség. Tehat legaldbb 3 cstcs
foka kisebb, mint 6.

A G Osszefiiggd, sikbarajzolt grafnak 200 éle van, dudlisa egyszerti, paros graf. Bizonyitsuk be, hogy G-nek
legfeljebb 100 cstcsa van.

Megoldds: G-ben minden cstcs foka legalabb 4. Miért? 0 nem lehet, mert G 6sszefiiggé. 1 se, mert az G*-ban
hurokélet jelentene, de G* egyszeri. 2 se, mert az G*-ban parhuzamos éleket jelentene, de G* egyszeri. 3
se, mert az G*-ban 3 oldali tartoményt jelentene, de G* péros.

De ha minden fok legaldbb 4, akkor 200 = e > 2n, tehat n < 100.

A G egyszerli, Osszefliggd, sikbarajzolt grafnak n > 3 csiicsa van, és nem tartalmaz 3, 4 és 5 hosszi kort.
Bizonyitsuk be, hogy G dudlisa, G*, nem egyszeru graf.

Megoldas: A feltételek miatt G*-ban nincs 3, 4, és 5 fokd cstcs. Hasonléan elézéhoz, 0, 1 és 2 foku cstcs
sem lehet G*-ban, mert G egyszerii és G* Osszefiiggé. Tehat minden fokszdm legaldbb 6. Vagyis legaldbb
3n éle van, mikozben sikgraf. Ez csak gy lehetséges, hogy nem egyszer graf.

Tetsz6leges Osszefiiggdf sikbarajzolhaté G gréathoz mutassunk olyan, 6nmagédval dudlis G’ sikbarajzolt grifot,
aminek G feszitett részgréfja.

Megoldds: Lerajzoljuk G-t, vessziikk a dudlisat, G*-ot. Mindkettének van egy olyan cstcsa, ami a masi
végtelen tartomanyanak felel meg. Na ennél a két pontndl ragasszuk Ossze G-t és G*-ot, ez jé lesz.

Tetsz6leges G sikbarajzolt gréifra legyen ¢ = ¢(G) a tartomdnyok szdma, és legyenek Fy, Fy, ..., F} a
tartomanyok (beleértve a végtelen tartomdnyt is). |F;| jelentse az F; tartomdny hatdran 1év6 élek szdmét
(ha egy él mindkét oldaldrdl hatdrolja a tartomanyt, akkor kétszer szdmoljuk). Hatdrozzuk meg a

s(G)=)_(IF|-1)

i=1
mennyiség maximumat ha G tetszoleges 10 csicsu sikbarajzolt graf lehet.
Megoldds: Ha behtizunk egy plusz élt G-be, az noveli a kifejezés értékét. (Lesz egy F taromdny, amibdl

ikapjuk az Fy és Fy tartomdnyokat. |Fy| + |Fa| = |F| 4+ 2, tehédt |F| — 1= |Fy| — 1+ |F3] — 1 —1.) Tehét a
kifejezés haromszogelésekre maximalis, ekkor s(G) = 22:1 (|Fi]—1)=2-(2n—4) =4n — 8 = 32.

Miésképp: Tudjuk, hogy 10 —e+t > 2, tehdt ¢t > e — 8. Tehdt s(G) = Zzzl (|IFi] —1)=2e—t<2e—e+8=
e + 8. Ez akkor maximalis, ha e maximélis, vagyis 3 - 10 — 6 = 24, igy a vélasz 32.

Egy 0Osszefligg6 G sikbarajzolt grafnak 200 csucsa és 300 éle van. Tudjuk, hogy a dudlisa egyszerti. Bi-
zonyitsuk be, hogy G-ben a maximalis fokszam 3.

Megoldds: Ahogy korabban mar volt, abbdl, hogy G Osszefiiggd, kovetkezik, hogy nincs 0 foki pont. Abbol,
hogy G* egyszeri, az kovetkezik, hogy G-ben nincs 1 és 2 foku pont. Tehat d; > 3, vagyis 600 > Zfoo d; =
2e = 600. Ez viszont csak igy lehet, ha minden d; éppen 3.



15. Tetsz6leges G sikbarajzolt grafra legyen n(G) a csticsok, e(G) az élek, ¢(G) a tartoményok szdma. Hatdrozzuk
meg az e(G) — n(G) — 3t(G) mennyiség maximumat. (Ha G tetsz6leges sikbarajzolt graf lehet.)

Megoldds: Euler: n —e+t>2tehate—n <t —2. Tehdate —nm -3t <t—-2-3t=-2-2t < -2—-2=—4
mivel ¢ > 1. Ez a —4 el is érhetd, paldaul ha G egy fa.

16. Bizonyitsuk be, hogy egy sikbarajzolhaté graf tartomanyai akkor és csak akkor szinezhetok ki két szinnel,
ha minden pont foka péaros.

Megoldds: Ha ki lehet szinezni a tartoményokat, akkor egy csticsbél korbenézve valtakozni kellene a szineknek,
tehdt minden fok paros.

Most tegyiik fel, hogy minden fok paros. Azt is feltehetjiik, hogy G Gsszefiiggd, kiilonben komponensenként
érveliink. Ekkor G-nek van Euler kore. Ez egy ¢ zart gorbe. A sik egy tetszOleges pontjanak a szine legyen
fehér, ha ¢ paros sokszor keriili meg, és fekete ha paratlan sokszor.

Hazi feladat

1. Legyen G egy péros, sikbarajzolt graf. Képezzitkk a G’ grafot a kovetkezd médon. Vegyiink fel egy-egy
csicsot G minden tartomédnyaban, és kossiik 6ssze a kiillonboz6 szomszédos tartoméanyoknak megfelel$ csiicsokat.
Ezenkiviil kossiink 0ssze minden tartomanynak megfelel¢ csicsot G azon csucsaival, amelyek a megfelel6 tar-
tomény hatdrén vannak. Bizonyitsuk be, hogy x(G’) < 6.

Mutassunk olyan G péros, nem feltétleniil egyszerti, sikbarajzolt grafot, amelyre a fenti médon képezett G’
graf kromatikus szama 5.

2. Tetsz6leges n csticst G sikbarajzolt grafra legyenek dy,ds,...,d, a csiucsok fokszdmai, t = t(G) a tar-
toményok szédma, és legyenek Fy, Fy, ..., F; a tartomdnyok (beleértve a végtelen tartomdanyt is). |F;| jelentse
az F; tartomdny hatdrdn 1évé élek szdmét (ha egy él mindkét oldalardl hatdrolja a tartoményt, akkor kétszer

szdmoljuk). Legyen

s(G) =) _(FEl+a)+) (di+a).

i=1 i=1
Hatarozzuk meg a értékét dgy, hogy s(G) értéke ugyanannyi legyen minden, legaldbb 3 csicsd, egyszertl,
Osszefiiggd, sikbarajzolt G grafra.



