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Osszehasonlitds grdfok, Dilworth tétel

Tudnivaldk.

Legyen H egy halmaz, es = egy relacié H elemein. A < reldcié
reflexiv, ha minden a € H esetén a =< q;

antiszimmetrikus, ha a < b,b <a — a = b;

tranzitiv, ha a <b,b<c—a <c.

Egy reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv reldciét részbenrendezésnek hivunk, a (H, <) part pedig részben
rendezett halmaznak. Ha a < b és a # b, azt ugy jeldljik, hogy a < b.

Mostantdl legyen (H, <) egy részben rendezett halmaz. Az {ay,as, ..., a;} C H részhalmazt lancnak hivjuk,
ha a1 < as < --- < ag, és antilancnak, ha ay,as, ..., a; kozil semelyik ketté sem Gsszehasonlithato.

Dilworth tétel. Legyen a a (H, <) részben rendezett halmazban taldlhaté legnagyobb antildnc mérete. Ekkor
H felbonthaté a darab lanc uniéjara, kevesebbre viszont nem.

dualis Dilworth tétel. Legyen [ a (H, <) részben rendezett halmazban taldlhat6 legnagyobb ldnc mérete. Ekkor
H felbonthaté [ darab antilanc uniéjara, kevesebbre viszont nem.

A (H, <) részben rendezett halmazhoz tartozé G(H) Osszehasonlitds graf csicsai H elemei, két elem akkor
és csak akkor van 6sszekotve éllel, ha Osszehasonlithatdak.

Lemma. Az 6sszehasonlitas grafok perfektek.

1. G egy n csticsti perfekt graf. Bizonyitsuk be, hogy w(G)w(G) > n.

Megoldds: Mivel G perfekt, w(G) = x(G) w(G) pedig éppen o(G), G fiiggetlenségi szdma (max fliggetlen
mérete). Viszont minden n csicsi G grafra igaz, hogy a(G)x(G) > n, hiszen ha kiszinezziik x szinnel,
akkor minden szinosztélyban legfeljebb a cstcs van.

2. Legyen ay,as,...,a, egy szamsorozat. Ebbdl képezziik a G grafot a vy, vs,...,v, csicsokon a kovetkezd
moédon: minden ¢ > j szdmpdarra a v; és v; cslcsok Ossze vannak kotve G-ben akkor és csak akkor, ha
a; > aj.

Bizonyitsuk be, hogy G minden aq, as, ..., a, sorozat esetén perfekt!

Megoldds: Ez egy Osszehasonlitds graf, tehat perfekt! A részbenrendezés: v; >~ v; akkor és csak akkor, ha
i>7ésa; > aj.

3. (Erd8s-Szekeres tétel) Legyen A = ay, as, . .., an, egy csupa kiilonb6z szambdl 8116 szdmsorozat, m = kl+1,
k,l>0.
a. Bizonyitsuk be, hogy A tartalmaz egy k+1 hosszi névekedé vagy egy [+ 1 hosszi csdkkend részsorozatot.
b. Bizonyitsuk be, hogy az allitds m = kl esetén méar nem feltétleniil igaz.
Megoldds: a. Minden i-re legyen nov(i) az a;-ban végz6d6 leghosszabb névekvé részsorozat hossza, és
legyen csokk(i) az a;-ban végz6dd leghosszabb csokkend részsorozat hossza. Megfigyelés: ha i # j, akkor

(nov(i), csokk(i)) # (nov(j), csokk(j)). Mivel kl41 szdm van, lesz olyan 4, amire nov(i) > k vagy csokk(i) >
l.

4. a. Van egy csomo kartondobozunk, melyek a G graf csiicsainak felelnek meg. Két csics akkor van 6sszekotve,
ha a megfelel6 dobozok koziil egyik sem rakhaté a masikba. Igazoljuk, hogy G perfekt.

b. Mi a helyzet hajlékony dobozokkal?

Megoldas: a. Ez egy Osszehasonlitasi graf komplementere. b. Attol fiigg, pontosan mennyire hajlékonyak,
lehet csinalni 5 hosszu feszitett kort.



10.

11.

Adott a sikon néhany korvonal, ezekhez rendeljiik a kovetkezé G grafot. G csicsai feleljenek meg egy-egy
megadott korvonalnak, és ketté akkor legyen Gsszekotve, ha a két megfelel6 korvonal egyike teljesen a masik
belsejében halad. Bizonyitsuk be, hogy az igy megadott G graf perfekt.

Megoldds: a. Ez egy tsszehasonlitdsi graf (reldcié: ,,benne van”).

Legyen a G graf csticshalmaza egy véges halmaz néhany tetszéleges részhalmaza. Két kiilonboz6 csics
akkor legyen szomszédos G-ben, ha a megfeleld részhalmazok koziil valamelyik tartalmazza a maésikat.
Bizonyitsuk be, hogy G perfekt.

Megoldds: a. Ez is egy Osszehasonlitédsi graf (reldcié: tartalmazés).

Adott egy ABC héromszog, és benne n pont. Bizonyitsuk be, hogy kivdlaszthaté ¢/n pont tgy, hogy
barmely ketto altal meghatdrozott egyenes a haromszognek ugyanazt a két oldalat metszi.

Megoldds: Két Dilworth tétel. 1. részbenrendezés: z = y ha az 77 félegyenes metszi AB-t. Ha van In
méretli antilanc, akkor a megfelel6 pontok egyenesei a masik két oldalt metszik. Ha nincs, akkor van \3/52
méreti lanc, ezekre Gjabb részbenrendezés, a BC' oldallal.

Adott n pont a sikon. Bizonyitsuk be, hogy kivdlaszthaté koziiliikk v/n pont tgy, hogy barmely kettd 4ltal
meghatédrozott egyenes az z-tengellyel legaldbb 30 fokos szoget zar be, vagy /n pont dgy, hogy barmely
kett6 dltal meghatarozott egyenes az x-tengellyel legfeljebb 30 fokos szbget zar be.

Megoldds: Dilworth tétel, hasonléan, mint az el6bb.

Legyen (H, <) egy részbenrendezett halmaz. Egy x elem mazimdlis (minimdlis), ha nem létezik olyan
y € H, amelyre z <y (y < z).

a. Bizonyitsuk be, hogy H-ban a maximélis (illetve a minimadlis) elemek halmaza egy antildnc.
b. Tegytik fel, hogy a maximalis és minimaélis elemek egyitt egy antildncot alkotnak. Bizonyitsuk be, hogy

H 06sszes eleme is egy antilancot alkot.

Megoldds: a. Ha két max elem 6sszehasonlithaté lenne, akkor a kisebb nem lenne max. Minimalissal ugyanez.
b. Tegyiik fel, hogy x >~ y. Bévitsiik ki zy-t egy maximalis lanccéd, ebben max elem a, min elem b. Ekkor
a > b, a maximalis elem, b minimalis, ami ellentomond a feltételnek.

Legyen (H, <) egy részbenrendezett halmaz, L egy maximélis lanc, amelynek maximélis eleme x, minimdlis
eleme y. Legyen A = {z1,...,2,} egy maximélis antildnc H-ban.

Végiil legyen

Ht={heH|3z€A:z=h},
és

H ={heH|3z€A:h=z}
a. Bizonyitsuk be, hogy HT N H~ = A.
b. Bizonyitsuk be, hogy H* UH™ = H.
c. Bizonyitsuk be, hogy v € H+, y € H™.

Megoldds: Ezt elmondtam az eladdson (video).

Legyen G(V, E) egy graf, amelyre £ = Ey U Ey, G1(V, Ey) és Ga(V, E) perfektek, |V| = 65. Bizonyitsuk
be, hogy G tartalmaz egy teljes Otost vagy egy tires 6tost. (Ot pontot, amelyek vagy mind Gssze vannak
kotve, vagy semelyik kettd sincs.)

Megoldds: Mivel Gy perfekt, x(G1) = w(G1). Ha x(G1) > 5, akkor tehat G; tartalmaz egy teljes 5 csicsi
részgrafot, ez G-ben is egy teljes 6t0s, igy készen vagyunk. Feltehetjiik tehat, hogy x(G1) < 4. Tekintsiik
egy szinezését legfeljebb 4 szinnel. Minden szinosztély egy fiiggetlen halmaz, egyiittvéve lefedik a 65 cstcsot,
tehat valamelyik koziilitk legaldbb 17 csticsi. Legyen G Gao-nek ezen 17 csics altal feszitett részgrafja. Gf



perfekt, ezért, hasonléan az el6z6 esethez, ha x(G%) > 5, akkor G, tartalmaz egy teljes 5 csticsu részgrafot, és
készen vagyunk. Végiil ha x(G}) < 4, akkor tekintsiik egy 4-szinezését, valamelyik szinosztélynak legaldbb
5 csticsa van, ez pedig egy fiiggetlen ponthalmaz Gi-ben is, Go-ben is, igy G-ben is.

12. Adott 50 egyforma hosszi, kiillonb6z6 intervallum egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy (a) vagy van olyan
pont amelyet legaldbb 8 intervallum tartalmaz, vagy pedig van 8 péaronként diszjunkt intervallum. (b)
Ugyanez, csak 7-tel és 9-cel.

Megoldds: a: 1. megoldés: Legyenek az intervallumok Iy, Io, ..., I5g, a bal végpontjuk szerint rendezve balrél
jobbra. Ha Iy, Ig, I15 és I5y paronként diszjunktak, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor valamelyik kett6
metszi egymadst, de akkor a rendezés miatt két szomszédos (amelyeknek az indexe héttel kiillonbozik) is
metszi egymdst. Legyenek ezek I; és I; 7. Ekkor viszont ezek metszetét tartalmazza I;y1,..., ;46 is, és
mar meg is van a pont amelyet legalabb 8 intervallum tartalmaz.

2. megoldds: Legyen G az Iy, I, ..., Iy intervallumok &dltal feszitett intervallum metszés graf (interval-
lumgraf). Tudjuk, hogy G perfekt, tehat a(G)w(G) > 50. Tehdt vagy a(G) > 8, ekkor van 8 paronként
diszjunkt intervallum, vagy w(G) > 8, ekkor van 8 paronként metsz6 intervallum. Ezeknek viszont van
kozos pontjuk, tehat van olyan pont amelyet legaldbb 8 intervallum tartalmaz.

b: ugyanigy megy.

13. Legyen G(V, E) egy graf, amelyre F = E; U Ey, G1(V, Ey) perfekt, Go(V, Ey) péros graf, és |V| = 163.
Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz egy teljes tizest, vagy egy iires tizest. (T{z pontot, amelyek vagy mind
Ossze vannak kotve, vagy semelyik kettd.)

Megoldds:

Mivel G, perfekt, x(G1) = w(G1). Ha x(G1) > 10, akkor tehdt G; tartalmaz egy teljes 5 csticst részgréifot,
ez G-ben is egy teljes 6t0s, {gy készen vagyunk. Feltehetjiik tehdt, hogy x(G1) < 9. Tekintsiik egy szinezését
legfeljebb 9 szinnel. Minden szinosztaly egy fiiggetlen halmaz, egyiittvéve lefedik a 163 cstcsot, tehat
valamelyik koziiliik legaldbb 19 csicsi. Legyen G Ga-nek ezen 19 cstcs dltal feszitett részgrafja. G4 paros,
tehat valamelyik osztalya legaldbb 10 csésu. Ezek a pontok fliggetlenek G-ben is.

Hazi feladat

1. Mutassunk egy részben rendezett halmazt és benne egy maximalis lancot és maximélis antilancot, amelyek
diszjunktak.

2. Legyen ay,. .., ay tetszbleges szdmsorozat. G cstcsal v1,...,Un, v; és vj (i # j) Ossze van kotve akkor és
csak akkor, ha |a; — a;| > 100. Bizonyitsuk be, hogy G perfekt.



