Kombinatorika és grafelmélet 2.
12. és 13. gyakorlat, 2020. december 4 és 11.

Homogén linedris rekurziok, Catalan szdamok, generdtorfiigguények, véges projektiv sikok

Tudnivalék, megoldasok.

Fibonacci szamok: Fy = 0, F; = 1 és minden n > 1-re F, 11 = F}, + F,,—1. Ekkor
1 ((1+v5\" [1-v5\"
F, = — - .
V5 2 2

Catalan szamok: Co = 1, Cpy1 = 31— CiCpy. Ekkor C, = 725 (37,

Néhany definicié a Catalan szamra:

1. Az n nyité és n zar6 zardjelbdl all6 érvényes zérdjelezések szama. Ervényes: az elejété akarmeddig
legfeljebb annyi ) van, mint (.

2. Egy n+1 tagu szorzat kiilonbozo, teljes zardjelezéseinek a szama. Teljes zardjelezés: nem maradhat
egymés mellett harom tényezd.

3. Az n+1 leveli, lerajzolt, gytkeres teljes binaris fak szama. Lerajzolt: megkiilonboztetjiik egy cstcs
jobb és bal gyerekét.

4. Az n + 1 csucsu, lerajzolt, gyokeres fak szama, ahol egy csicsnak sincs pontosan egy gyereke.

5. A (0,0)-bdl az (n,n)-be vezeté monoton utak szdma, amely soha nem megy az x = y egyenes folé.
Monoton 1it: minden lépésben eggyel fel, vagy eggyel jobbra lépiink.

6. Egy n 4 2 cstcsu konvex sokszog kiilonbozé haromszogeléseinek a szama. A csicsok meg vannak
szamozva, és csak atlékat haszndlunk a haromszogeléshez.

7. Egy (szdmozott csticsi) konvex 2n-sz0g cstucsai k6zotti metszés nélkili teljes parositdsok szdma.

8. Az 1,2,...,nelemek olyan permutéciéinak a szdma, amelyek elkeriilnek egy adott, 3 hosszi mintéat.
Minta: az 1,2,3 szdmok egy permutdciéja. Egy permutdciéban pl egy (2,1,3)-minta: ...a...b...c...,
b<a<ec.

1. Oldjuk meg az ag =1,a1 =0 a, = 5a,—1 — 6a,_o rekurzidt.
Megoldds: a, =3-2" —2-3"
2. Oldjuk meg az a9 = 3,a; = —3 a, = —6a,—1 — 9a,_2 rekurziot.
Megoldds: a, =3 - (—=3)" —2n - (—=3)"
3. Oldjuk meg az ag = 3,a1 = 6,a2 =0 a, = 2ap—1 + apn—2 — 2a,_3 rekurzidt.
Megoldds: a, = —2™ —2(=1)" +6-1"
4. Hanyféleképpen mehetiink fel egy n fokbdl all6 1épcsén egyes és kettes 1épésekkel?
Megoldds: a,, = ap—1 + an—2, az utolsé 1épés szerint csoportositva. ag = a3 = 1, széval a,, = F,41.
5. Hanyféleképp lehet lefedni egy 2 X n-es tablat 1 x 2-es és 2 x 2-es domindk felhasznaldsaval?
Megoldds: an, = an_1 + 2a,_2, a bal alsé sarokbeli dominé alapjan. a; = 1, as = 3, ebbdl s,, =
L1y + 220
6. Oldjuk meg az ag =0, a1 =0, ap, = ap_1 + an—_2 + 1 nem homogén linearis rekurziot.

Megoldds: A b, = a, + 1 sorozatra by = 1, by = 1, b, = by—1 + by_2, tehdt b, = F,,;11m
ap = Fpp — 1
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Tegyiik fel, hogy valamilyen K szédmra a, = 2Ka,_1 — K2a,_».

a. ag = 1, a; = K. Bizonyitsuk be, hogy a, = K™.

b. ap = 0, a; = K. Bizonyitsuk be, hogy a,, = nK™.

Megoldds: A kezdeti értékek és a rekurzié egyértelmiien meghatarozzak a sorozatot, és ezek tel-

jesiilnek az (a) a, = K™ illetve (b) a,, = nK™ sorozatra. (b: K kétszeres gyok, ezért a derivaltnak
is gyoke.)

Adjuk meg allandé egytitthatés linearis rekurzidval c,-t, ha ¢, = % (@) + % (@) .

Megoldas: A karakterisztikus egyenletnek gyokei a hatvanyalapok, ezért biztos teljesiil minden
olyan rekurzié c,-re, ami a két mértani sorra is. Tekintsiik azt a polinomot, aminek a két a alap a
megoldasa: (x — ‘/i_s)(x - _‘/37_3) =22 + 32 — 2, vagyis ¢,q0 = —3Cny1 + 2¢,.

Legyen a; = 0ésn > 1 esetén an1 = ”TﬂanJrnQ —1. Adjuk meg a,, értékét zart alakban. Ugyanez

a feladat a; = —1 és a1 = 2a, +n + 1 esetén.

Megoldds: b, :== ap/n-re byy1 =b, +n—1,ésinnen b, =a1 +1+2+...+n—-2= (";1), vagyis
a, = n(”gl) A mésik: b, = a, +n + 2 esetén b, 1 = 2a, + n+ 1+ n+ 3 = 2b,, és by = 2 miatt
b, = 2", szoval a, = 2" —n — 2.

Oldjuk meg az ap = 1, a, = 8an_1 + 107! rekurziét.

Megoldds: Legyen b, = a,, —5-10""!. Ekkor b,, = 8a,,_1 +10""1 —5.10" ! = 8a,_; —40-10" 2 =
8b,, = 8"by = —23"12. Tehdt a, = —23"T2 +5.10"1.

Lehet 4llandé egyiitthatés rekurzidéra is visszavezetni: a,, = 8a,—1 + 107! és 10a,,—1 = 80a,,—2 +
107!, amiket egyméasbdl kivonva az jon ki, hogy a,, = 18a,_1 — 80a,_», és a karakterisztikus
egyenlet gyokei a 8 és 10 lesznek.

Legyen go = 168 gn = gn-1 + 2gn—2 + ...+ (n — 1)g1 + ngo. Adjuk meg g,-t zdrt alakban.
Megoldds: gni1 — gn = D g is Ul g — gn—1 = Z?:_Ol g;, amiket egymasbdl kivonva kapjuk, hogy
Int+1 — Gn = Gn — Gn-1 + Gn, 8232 gnt1 = 3gn — gn—1- Mivel go = g1 = 1, innen rutin.

Mi a generatorfiggvénye az 1,1,1,...,az 1,2,4,8,..., az 1,2,3,4,... és az 1,0,1,0,1, ... soroza-
toknak?

Megoldds: 1%147 1%21,, (1/(1—2)) =1/1—xz)2, =

Hogyan irhaték fel a ¢, sorozat elemei az a,, és b, sorozat elemeivel, ha generatorfliiggvényeikre
teljesiil, hogy C(z) = A(x)B(x).

Megoldds: ¢, = >, a;b,—; a definicid alapjén.

Jelentse g(n) az orig6bdl indulé olyan 6nmagat nem metsz8 n hosszd sétak szdmat, melyekben
minden 1épés egy egységnyi északi, keleti vagy nyugati irdnyban. Fejezziik ki g(n) értékét!

Megoldds: gn+2 = 2gn+1 + gn, mert az utolsé 1épés legalabb 2-féle mindig lehet, és akkor lehet
3-féle, ha utolsénak fiiggéleges volt. go = 1, g1 = 3.

gn = CF+ 5 +V2" +(F - )1 - Vo).

Legyen az ag, a1, ... sorozatra a, = 4a,,_1 — 4a,_2, ag = 1, a1 = x. Hatarozzuk meg, hogy milyen
z—re lesz lim,, o G = —00.

Megoldds: Az jon ki, hogy a, = 2™ + xT_2n2”. Tehat lim,, o, a, = —oo akkor és csak akkor, ha

%72 < 0 vagyis = < 2.

Egy mozi pénztaranal 2n gyerek &all sorba 1000Ft-os jegyekért. Koziilik n fizet ezressel, n pedig
kétezressel. Kezdetben a pénztarban nincs pénz. Hanyféleképp allhatnak sorba a gyerekek gy, hogy
a pénztaros mindig tudjon visszaadni?

Megoldds: Minden gyerek egy zardjelnek felel meg, akinek 1000-ese van az nyitd, akinek 2000-ese
van, az zardé. n par van, széval a vélasz C, - n!2.
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Hatdrozzuk meg hogy hényféleképpen lehet egy konvex n—szoget (a csticsok meg vannak szdmozva)
atlokkal haromszogekre bontani.

Megoldds: Catalan: nézzilkk meg, hogy az 1-es csticsbdl melyik a legkisebb sorszamu csics, amivel
Ossze van kotve. Pont a Catalan rekurziét kapjuk.

Hatarozzuk meg hogy hény olyan permutécidja van az 1,2, ..., n szdmoknak, ami elkeriili az (132)
mintat. Mas széval, nem taldlhaté a permutaciéban olyan hirom elem, a;, a;, ar, @ < j < k,
amelyekre a; > ap > a;.

Megoldds: Ez is Catalan: nézziikk meg, hogy hol van az n. Az elétte levé elemek mind nagyobbak
az utana levéknél, szoval egyértelmii, kik lesznek elGtte illetve utdna. A két részre rekurzid, pont a
Catalan rekurziot kapjuk megint.

n hangya van egy szlik jarat végében, amibdl kozépen egy ,zsdkutca” dgazik ki. Sem a jaratban,
sem a mellékdgban nem fér el egymas mellett két hangya. Ha a féagban nem fordulhatnak vissza
a hangyak, akkor hanyféle sorrendben johetnek ki abbdl a masik végén?

Megoldds: Jeldlje h,, a vélaszt. Ekkor hg = 1, és hyp1 = Yo hihn—i, az Osszegzesiink aszerint
torténik, hogy az els6 hangya hany hangyéat enged maga elé. Tehat h, = C,. Mas bogarral is
ugyanigy megy.

Hényféle sorrendben mehet be egy termebe 15 fiti és 12 lany gy, hogy kézben a termben soha se
legyen tobb lany, mint fiu?

Megoldas: Tiikrozési elv. Megszamoljuk hany megfelelé f — [ sorrend van, amiben 15 f és 12 [ sz-
erepel, és ezt megszorozzuk 15!-12!-sal. Az 6sszes f — [ sorrend szdma (f;), de ebben benne vannak
a rosszak, amikor egy pillanatban t&bb lesz a ldny. Az ilyen rossz sorrendeket szamoljuk meg. Tek-
intsiik a rossz f —1I sorrendben az elsd lany-tobbségi pillanatot. A sorrend tovabbi részében cseréljiik
fel az f és [ jeleket. fgy a sorrend 11 db f-t és 16 [-t fog tartalmazni és minden ilyet pontosan
egyszer kapunk meg. Ezért (%) a rossz sorrendek szama, vagyis a valasz 15! - 12! (@g) — @Z))

Egy urnaban 25 piros, 25 fehér és 50 zold golyé van. Hanyféle sorrendben vehetjiik ki az urnabdl
a benne 1év6 100 goly6t, ha mindig legalabb annyi piros golyonak kell az urnaban lennie, mint
fehérnek, és a zold golydk sosem keriilhetnek tobbségbe?

Megoldds: A piros-fehér sorrendek szama (a zoldeket figyelmen kiviil hagyva) Cas. Most vonjuk
Ossze a pirosakat és fehéreket. Igy a pirosfehér-zold sorrendek szama Cig, és ez a kettd egyértelmiien
meghatarozza a sorozatot, széval a vélasz Cos - Csg.

egy ([n], F), F C 2I"l halmazrendszert véges projektiv siknak hivunk, ha

a. Barmely két ponthoz (elemhez) pontosan egy egyenes (halmaz) van, ami tartalmazza 6ket.

b. Bérmely két egyeneshez (halmazhoz) pontosan egy pont (elem) van, ami mindkettdben benne
van.

c. Létezik négy pont (elem) dgy, hogy semelyik hirom sincs egy egyenesen (halmazban).

Bizonyitsuk be, hogy barmely két egyenesnek ugyanannyi pontja van.
Bizonyitsuk be, hogy barmely két ponton 4t ugyanannyi egyenes van.

Mutassunk olyan halmazrendszert, ami kielégiti az a. és b. feltételeket, és van két egyenes, ame-
lyeknek nem ugyanannyi pontjuk van.

Megoldas: 1. Vegyiink két egyenest. El6szor is keresiink egy pontot, ami egyiken sincs rajta. Vegyiink
négy pontot, amibdl semelyik 3 sincs egy egyenesen, a, b, ¢, d. Ha ezek kozil valamelyik nincs ra-
jta egyik egyenesen sem, akkor megtalaltuk a keresett pontot. Ha nem, akkor kett6, mondjuk
a,b az egyik egyenesen van, c¢,d a masikon. Most vegyiik az ac és bd egyeneseket, ezeknek az m
metszéspontjardl konnyen latszik, hogy egyik egyenesen sincs rajta.

Most pedig parba allitjuk a két egyenes pontjait tigy hogy m-bdl vetitiink.
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2. Legyen A egy pont. Elészor keresiink egy egyenest, amin A nincs rajta. Legyen a egy egyenes. Ha
nincs rajta A, akkor megvan. Tegyiik fel, hogy rajta van. Legyen B egy masik pont a-n. Vegyiink
egy a-n kiviili pontot, C-t. Ilyen van, a [c] miatt. Végiil legyen e a BC egyenes. Ez nem illeszkedhet
A-ra, mert akkor a-nak és e-nek két metszéspontja lenne, B és A. Most pedig az e pontjai és az
A-na dtmend egyenesek kozott természetes bijekeid van: minden A-n dtmend egyenes pontosan egy
pontban metszi e-t és minden pont e-n A-val egyiitt meghataroz egy A-n dtmené egyenest. Tehat
ugyanannyi egyenes megy at A-n ahdny pont van e-n. Az eléz6bdl tudjuk, hogy minden egyenesen
ugyanannyi pont van, ezért tehat minden ponton at is ugyanannyi egyenes van.

3. Pelda: ,near-pencil”, n — 1 pont egy egyenesen, egy rajta kivil. fgy van egy n — 1 ponti egyenes,
es n — 1 2 pontu.

EGY PROJEKTIV SfK RENDJE ¢, HA MINDEN EGYENESEN ¢ + 1 PONT VAN.

Egy véges projektiv sik pontjainak H részhalmaza dltaldnos helyzeti, ha nincs hdrom olyan H-beli
pont, amik egy egyenesre esnek. Mutassuk meg, hogy egy ¢ rendd projektiv sik legfeljebb ¢ + 2
altalanos helyzetii pontot tartalmazhat. Igazoljuk, hogy ha ¢ paratlan, akkor még ennyi sem 1étezik.

Megoldas: H egy pontjabdl indulé ¢ + 1 egyenes mindegyikén legfeljebb tovabbi egy H-beli pont
van, ez Osszesen ¢ + 2 pont. Tegyiik fel, hogy ¢ paratlan és H ¢ + 2 ponti. Ha egy nem H-beli
pontbdl néziink kortil, akkor lesz olyan egyenes, amin csak egy H-beli pont lesz, mondjuk h. Ekkor
a h-bdl indulé ¢+ 1 egyenesbodl csak g egyenesen lehet egy-egy tovabbi pontja H-nak, ellentmondas.

Tegyiik fel, hogy a projektiv sikok mindegyikére igaz egy allitas. Mutassuk meg, hogy az az allitas is
igaz lesz minden projektiv sikra, amit az emlitettbdl a pontok és egyenesek szerepének értelemszert
felcserélésével kapunk. Pl az el6z6 feladat allitasanak dualisa az alabbi. Egy linedris tér egyeneseinek
FE halmaza dltaldnos helyzeti, ha nincs hdrom olyan FE-beli egyenes, amik ugyanazon a ponton
mennek at. Mutassuk meg, hogy egy ¢ rendli projektiv sik legfeljebb ¢ + 2 altalanos helyzetii
egyenest tartalmazhat. Igazoljuk, hogy ha ¢ paratlan, akkor még ennyi sem létezik. Dualizaljuk a
lefogd ponthalmazokrdl szolé feladat allitasat.

Megoldds: A projektiv sik axioméiban a pont és egyenes szerepe felcserélhetd.

Egy véges projektiv sik pontjainak H részhalmaza lefogd ponthalmaz, ha a siknak nincs H-t6l
diszjunkt egyenese. Mutassuk meg, hogy egy ¢ rendli projektiv sik lefogé ponthalmaza legaldbb
q+1 pontot tartalmaz. Igazoljuk, hogy minden g+ 1 pontu lefogd ponthalmaz egyenes. Bizonyitsuk
be, hogy ¢ rendi projektiv sikon nem létezik altaldnos helyzetli lefogé ponthalmaz.

Megoldds: Egy H-n kiviili pontbdl indulé g + 1 egyenes mindegyikét le kell fogni. Ha |H| = ¢ + 1,

és H nem egy egyenes, akkor egy H pontjai altal meghatirozott | egyenesen van H-n kiviili pont,

és nem lesz minden innen indulé egyenes lefogva. Ha egy ponthalmaz &altalanos helyzetii, akkor
2

legfeljebb ¢ + 2 pontja van, tehat legfeljebb (93%) = @ +1+4 1 <¢*+q+ 1 egyenest fog le,

ami kevesebb, mint az Osszes.

Bizonyitsuk be, hogy az egyszer(i moho eljarassal legaldbb /2q méretli altalanos helyzetli ponthal-
mazt kaphatunk.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy van t < ./2¢q darab &ltaldnos helyzetii pontunk. Ezek Gsszesen (;)

egyenest hatdroznak meg, mindegyiken van tovabbi ¢—1 pont. Ez 0sszesen t+ (;) (g—1) < ¢*+q+1
tehét taldlhatunk még egy pontot, amivel bovithetjik a halmazunkat.



