Kombinatorika és grafelmélet 2.
1. gyakorlat, 2020. szeptember 11.
Perfekt grdfok

Tudnivalok

w(G): klikkszam, legnagyobb teljes részgraf mérete.

X(@): kromatikus szdm, G (jé) szinezéséhez sziikséges szinek szédma.

G gréf perfekt, ha minden feszitett G’ részgrafjara (magét G-t is bleértve) x(G’') = w(G).

Intervallumgraf: csicsok megfelelnek intervallumoknak egy egyenesen, két csics Ossze van kotve akkor és csak
akkor, ha a megfelel6 intervallumok metszik egymaést.

Péros grafok, intervallumgrafok, ezek komplementerei, paros grafok élgrafjai perfektek.
Gyenge Perfekt Graf Tétel (Lovasz 72): G perfekt akkor és csak akkor, ha G perfekt.

Erés Perfekt Graf Tétel (Chudnovsky, Roberts, Seymour, Thomas, 2002): G perfekt akkor és csak akkor, ha
nem tartalmaz feszitett részgrafként egy legaldbb 5 hosszu paratlan kort illetve komplementerét.

1. (Shift graf) Legyen m > 1. Az S,, shift graf cstcsai legyenek az (i,7) szdmpérok, ahol 1 < i < j < m.
(Elképzelhetjik (i,j)-t egy intervallumnak is.) Két cstcs, mondjuk (i,7) és (¢/,5') akkor és csak akkor
vannak Osszekotve, ha ¢« = j' vagy j = 4/. Vagyis ha az egyik intervallum ott végz6dik, ahol a masik
kezdodik.

a. Bizonyitsuk be, hogy S,, nem tartalmaz hdromszoget. b. Bizonyitsuk be, hogy x(Sp) > logy m.

Megoldds: Kombi oldalon fent van.

2. Bizonyitsuk be, hogy a paros grafok komplementerei perfektek.

Megoldds: Elég: ha G péaros graf, akkor x(G) = w(G).

Legyen G péros graf, A, B osztélyokkal. G a komplementere. Max klikk G-ben: X UY, X C A, Y C B.
Ekkor X UY max fiiggetlen G-ben. All: Van A\ X-et fed8 parositas A\ X és Y kozott. Biz: Hall tétel. Nézziik
az A\ X UY A&ltal feszitett részgrafot. Ha lenne Z C A\ X amire |[N(X)| < |Z], akkor Y\ N(Z)UX U Z
nagyobb fiiggetlen halmaz lenne, mint X UY . Vagyis mindig |N(X)| > |Z], tehdt van A\ X-et fedd parositas
A\ X ésY kozott. Ugyanigy: van B\ Y-t fedd parositds B\ Y és X kozott.

Na, akkor G-ben szinezziik X UY pontjait mind kiilénb6z6 szintire. Tekintsiik a fenti parositdsokat G-ben.
Ha v € A\ X, akkor szinezziik az Y-beli parjdnak a szinére. Hasonléan, ha v € B\ 'Y, akkor szinezziik az
X-beli parjanak a szinére. Sikeriilt w szinnel kiszinezni, x = w, kész!

3. Bizonyitsuk be, hogy az intervallumgrafok komplementerei perfektek.

Megoldds: Legyen w(G) = k. Mohé szinezés bal végpont szerint jobbrdl balra. Ha I-re nem talalndnk
szint: k se jo, van elétte egy k-szinil intervallum. Az meg azert k-szinii, mert van el6tte egy k& — 1-szinl
intervallum.....

Végiil taldlunk k + 1 diszjunk intervallumot, ami ellentmondds, mert w(G) = k. Kész.

4. a. Mutassunk olyan perfekt grafot, ami nem intervallumgraf. b. Mutassunk olyan perfekt grafot, ami nem
intervallumgraf komplementere.
Megoldds: a. Cy4, 4 hosszi kor, vagy K 3, 3 4gu csillag. b. Ezek komplementere.

5. A G gréfot fwgrdfnak hivjuk, ha a csicsai megfelelnek intervallumoknak (iveknek) egy koron, két csics
Ossze van kotve, ha a megfelel6 ivek metszik egymast.

a. Mutassunk olyan {vgrafot, amely nem perfekt.
b. Bizonyitsuk be, hogy ha G egy ivgréf, akkor x(G) < 2w(G).
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Megoldds: a. Cs 5 hosszt kor. b. Vegytink a koron egy tetszoleges pontot, ezt max omega v tartalmazza,
ezeket szinezziik csupa kiilonbozé szinnel. Ha ezeket elhagyjuk, akkor viszont egy intervallum gréfot kapunk,
tehdt a tobbire is elég w(G) szin.

Legyenek a G,, graf csucsai az 1,2,3,...,n szamok, és legyen ij él, ha i és j relativ primek. Hatarozzuk
meg a x(G) és w(G) paramétereket. Perfekt-e a Gy, graf? (Tegyiik fel, hogy n elég nagy.)

Megoldds: Ha vessziik n-ig az Osszes primeg és az 1-et, 6k egy klikket alkotnak. Ennyi szinnel ki is lehet
szinezni: mindenki kapja a legkisebb primosztdja szinét. Tehat y = w = primek szdma +1. De nem perfekt,
ha n elég nagy: 2+ 3,57, 11 %2, 3% 5, 7+ 11 egy 5 hosszu kort feszitenek.

Képezzik a G’ grafot a G perfekt grafbdl tgy, hogy egy G-t8l diszjunkt v csticsot Osszekotiink G egy
klikkjének minden csticsdval. Mutassuk meg, hogy G’ is perfekt graf.

Megoldds: Legyen K a klikk, amivel 6sszekotjiik v-t. Ha K maximalis klikk volt, akkor w és y is n6 eggyel.
Ha nem volt maximalis, akkor meg egyik se n6. Tehat egyenl6ek maradnak.

Ugyanigy lehet érvelni a feszitett részgrafokra is.

A G graf csucsai legyenek a 8 x 8-as sakktdbla mez6i, és két mez6 akkor legyen szomszédos G-ben, ha
l6ugrasnyira vannak egymadstél. (A huszar mindig egy 3 X 2-es téglalap egyik csticsabdl az dtellenes cstcsaba
1ép.) Mutassuk meg, hogy G perfekt. Mi a helyzet mds figurakkal?

Megoldds: Lé: paros grafot kapunk, a két osztdly a fehér illetve fekete mezék. Béstya: A mez6k megfelelnek
a Ky g teljes paros graf éleinek, a bastyalépes-graf: Kgg élgrafja, ami perfekt. Futd: hasonléan. Kiraly: van
feszitett Cr.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges G graf pontosan akkor perfekt, ha G minden G’ feszitett részgrafjdnak
van olyan fiiggetlen ponthalmaza, ami G’ minden maximalis méretii klikkjét metszi.

Megoldds: Egyrészt ha van olyan fiiggetlen halmaz, ami minden maximalis klikket metsz, akkor ezt kiszinezhetjiik

egy szinnel, a maradék klikkszdma eggyel kisebb, ezt folytatva a graf w szinnel szinezhetd, és minden feszitett
részgrafjara is ugyanigy érvelhetiink. Mdésrészt ha perfekt, akkor egy omega szinnel valé szinezésének
valamely szinosztélya ilyen fiiggetlen halmazt ad.

a) Van olyan graf, ami intervallumgraf, de nem egy intervallumgraf komplementere?
b) Van olyan graf, ami egy intervallumgraf komplementere, de nem intervallumgraf?

Megoldds: a. Négy csics, két diszjunkt él. b. A komplementere, ami éppen egy 4 hosszu kor, Cy.

Irjuk le azokat a G grafokat, amelyeknek minden H részgrafjra w(H) = x(H).

Megoldas: Péaros grafok, haromszogek, négyszogek atldval, teljes négyesek illetve haromszogek Osszeillesztve
egy-egy pontjukndl fa-szerlien. (Biz konnyfi de vacakolds.)

A G graf splitgrdf, ha cstcshalmaza el6all egy klikk és egy fliggetlen ponthalmaz uniéjaként. Mutassuk
meg, hogy minden splitgraf perfekt.

Megoldds: Induljunk ki egy ilyen klikk+fiiggetlen felosztasbdl. Két eset van: vagy ez a klikk egy maximélis
klikk, vagy még egy csiicsot hozzavehetiink a fliggetlenek koziil. Mindkét esetben a kimarad6 pontok minde-
gyikéhez lesz olyan klikkbeli pont, amellyel nincs 6sszekotve, azaz kaphatja a szinét. Tehat x = w. Ugyanigy
érvelhetiink a feszitett részgrafokra is.

Perfektek-e az aldbbi dbran lathaté grafok?
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Megoldds: Els6 igen, mert paros, masodik nem, mert van benne feszitett Cs.

14. Legyen adott egy T fa és ennek Fy,..., F, részfai. Megadunk egy G grafot az {F1,..., F,} halmazon: F;
és F; (i # j) akkor legyen szomszédos, ha van kozos cstucsuk. Bizonyitsd be, hogy G perfekt!

Megoldds: Hasonl6an mint az intervallumgréfokndl, mohdn szineziink, a rendezés alapja a fa (egy szabadon
vélasztott) gyokerének és a részfa legkozelebbi csicsdnak a tavolsiga.

Hazi feladat
Egy G gréf élgrafjat L(G)-vel jeloljiik.

1. Perfekt az L(K,,) graf?

2. Perfekt az L(K,, ) graf? Bs az L(L(K,.,)) graf?

3. (*)(Mddositott shift graf) Legyen m > 1. Az T,, médositott shift graf csicsai legyenek az (i, j, k) szédm-
hdrmasok, ahol 1 < i < j < k < m. Két cstcs, mondjuk (7,4, k) és (¢, 5, k") akkor és csak akkor vannak
Osszekotve, ha i = j' és j = K/, illetve ha i’ = j és j/ = k. Vagyis ha az egyik hdrmas els6 két eleme ugyanaz,
mint a masik hdrmas méasodik két eleme.

a. Bizonyitsuk be, hogy T}, nem tartalmaz hdromszoget. b. Bizonyitsuk be, hogy x(T,,) — oo ha m — co.

Segitség b-hez: A megfeleld allitds bizonyitdsa sima shift gréfokra alapjan. (Kombi2 oldalon fent van). Tegyiik fel,
hogy ! szinnel kiszineztiik a médositott shift grafot (n jé nagy). Legyen C; ; azon szinek halmaza, ami eléfordul, mint
(4,7, k) szine, valamilyen k-ra. Jelentsen most minden részhalmaz egy szint. Ekkor az (i,j5) — Cj,; éppen a sima shift
grafnak egy megfelel6 szinezése! Emiatt | nem lehet tul kicsi n-hez képest...



