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Aki szeretne potzh-t irni barmelyik zh-bdl, az irjon nekem egy e-mailt
december 11-e estig!
Javitékules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. KEgy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldishoz vezeté gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltérd
de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az dtmutatdobeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.
1. Bizonyitsuk be, hogy R(4,3,3,2) < R(6,4).

El6szor beldtjuk, hogy R(4,3,3,2) < R(4,3,3). Ha egy R(4,3,3) csticsu teljes graf éleit kiszinezziik pirossal,
kékkel zolddel és sargaval, akkor vagy hasznaltuk a sarga szint, és akkor taldltunk egy sarga teljes 2 cstcsu gréfot,
vagy nem hasznaltuk, de akkor csak pirosat, kéket és zoldet hasznéltunk, ezért R(4,3,3) definicidja alapjdn van
egy piros teljes 4-es, vagy kék illetve zold teljes 3-as. (Valdjaban egyenldek, de ez itt nem kell.) 4 pont

Most pedig beldtjuk, hogy R(4,3,3) < R(4,6). Szinezzik ki az R(4,6) csicsi teljes graf éleit pirossal,
kékkel és zolddel. Be kell latnunk, hogy mindenképpen lesz piros teljes 4-es, vagy kék illetve zold teljes 3-as.
Konstrualjunk egy 1j szinezést, ahol a piros élek maradnak pirosak, a kék és zold éleket hupikékre szinezziik.
R(4,6) definicidja alapjén az 4] szinezésben van egy piros teljes 4-es, vagy hupikék teljes 6-os. 3 pont

Az els6 esetben készen is vagyunk, a masodik esetben ezek szerint az eredeti szinezésben van egy teljes 6-os,
aminek minden éle kék vagy zold. De tanultuk, hogy R(3,3) = 6, ezért mindenképpen lesz az eredeti szinezésben
egy kék vagy zold teljes 3-as. 3 pont

Osszefoglalva: R(4,3,3,2) < R(4,3,3) < R(4,6) = R(6,4) tehit készen vagyunk! 1 pont

2. Legyen H egy 5 csucsu graf, egy él és egy haromszog diszjunkt uniéja. Hatérozzuk meg ex(n, H)
értékét. (Legyen n > 100.)

A 2 osztalyt Turdn grafnak |n/2][n/2] éle van, és nem tartalmaz haromszoget (hdrom csticst teljes grafot).
Tehét nyilvan H-t sem tartalmazza részgrafként. Ezért ex(n, H) > |n/2][n/2]. 4 pont
Vegytlink most egy [n/2][n/2] + 1 éli, n csicsi G grafot. A Turdn (Mantel) tétel alapjan, ex(n,A) =
[n/2][n/2] ahol A a hdrom csicsu teljes gréfot jelenti. Tehdt G tartalmaz egy wvw héromszoget. Tegyilik
fel, hogy H-val izomorf részgrafot viszont nem tartalmaz. Ekkor minden éle az u, v w cstucsok valamelyikére

illeszkedik. 3 pont
Vagyis G-nek legfeljebb 3 + 3(n — 3) éle lehet. De ez ellentmondds, mert 3 + 3(n — 3) < |n/2][n/2]! Ezzel
belattuk, hogy G tartalmaz H-val izomorf részgrafot. 2 pont
Tehét ex(n, H) = ex(n,A) = |n/2][n/2]. 1 pont

3. Bizonyitsuk be, hogy létezik egy M szam a kovetkez6 tulajdonsaggal. Akarhogy szinezziik ki
az 1,2,..., M szamokat 2 szinnel, 1éteznek egyszini a, b, ¢ szamok, amelyekre a + b = ¢ + 100 és
a,b,c > 100.

A Schur tétel szerint minden k > 0-ra létezik egy N (k) szam a kovetkezd tulajdonsiggal. Akdrhogy szinezziik
kiaz 1,2,..., N(k) szdmokat k szinnel, 1éteznek egyszinii a, b, ¢ szdmok, amelyekre a + b = c. 1 pont
Legyen M = N(2)+100. Szinezziik ki az 1,2, ..., M szdmokat 2 szinnel. Legyen ez az A szinezés. Készitstink
ebbél egy 1j, B szinezést az 1,2,..., N(2) szdmokon, a kovetkez§ médon. A B szinezésben z-et szinezziik olyan
szinfire, amilyen x 4+ 100 volt az A szinezésben. 4 pont



A Schur tétel alapjan a B szinezésben van olyan z, y, z, amelyek egyszintiek és = 4+ y = z. 2 pont
Legyen a = z + 100, b = y + 100, ¢ = z + 100. Ekkor az A szinezésben a, b, ¢ egysziniiek és a + b =
x+y+ 200 = z + 200 = ¢+ 100. Es persze a, b, c > 100. 3 pont

4. Legyen F C 20190 metszé halmazrendszer és tegyiik fel, hogy F minden halmaza 49, 50, vagy 51
elemi. Hatarozzuk meg |F| lehetséges legnagyobb értékét.

Allitsuk pérba a 49 és 51 elemii részhalmazokat tigy, hogy a parok éppen egymds komplementerei. Osszesen

(') = () pér van, és minden parbdl csak egy halmazt vehetiink be F-be. 3 pont
Hasonldan, éllitsuk parba egymassal az 50 elemi részhalmazokat ugy, hogy a parok éppen egymés komple-
menterei. Osszesen (15000) /2 par van, és minden parbdl csak egy halmazt vehetiink be F-be. 3
pont
Tehat | F| < ("y) + (ay)/2- Ennyit viszont el is érhetiink: vegyiik az dsszes 51 elemi részhalmazt, és minden
50 elemi részhalmaz-parbdl egyet. Nem lesz koztiik kéd diszjunkt: az 51 elemiiek metszenek minden 51 és 50
elemiit, az 50 elemiiek kézott meg nem maradt komplementer par. 4 pont

5. G(A, B, E) egy paros graf, |B| = 20. Tudjuk, hogy tetsz6leges b1, ba € B-hez létezik aj,as € A
ugy, hogy a; és b; akkor és csak akkor szomszédosak, ha ¢ = j. (Vagyis a1b1 és asby szomszédosak, a1bs
és azb; nem.) Hatdrozzuk meg |A| minimélis értékét.

Legyenek B elemei by, ..., by. Legyen A; C A b; szomszédainak a halmaza. Legyen |A| = n. 2 pont
A feltételek szerint ha ¢ # j akkor A; nem részhalmaza A;-nek. Vagyis az A; részhalmazok Sperner rendszert
alkotnak. 5 pont
A Sperner tétel alapjan tehat legfeljebb (Ln% J) halmazunk lehet de mivel Gsszesen 20 halmazunk van,
(Ln%]) > 20. 2 pont
Ebbdl azt kapjuk, hogy |A| = n minimalis értéke 6. 1 pont

6. Legyen F C 2" 3-uniform halmazrendszer, n > 3. Tudjuk, hogy barmely 4 darab kiilonb6zd,
F-hez tartoz6 halmaz metszete iires. Bizonyitsuk be, hogy |F| < n.

1. megoldas:

Legyen |F| = m. Az F-hez tartoz6 halmazoknak dsszesen 3m eleme van. 4 pont
Ugyanakkor az alaphalmaznak semelyik eleme sem lehet benne 4 vagy tobb halmazban. Tehat minden elemet
legfeljebb 3-szor szamoltunk. 5 pont
Vagyis 3m < 3n, igy m < n. 1 pont

2. megoldas:

Tekintsiik az F halmazrendszerhez tartozé G(A, B, E) péros grafot. A pontjai felelnek meg az alaphalmaz

elemeinek, B pontjai a halmazoknak, az élek a tartalmazdst jelentik. Nyilvan |A| = n, |B| = m. 2 pont
Mivel minden halmaz 3 elemfi, B-ben minden fok 3, tehét |E| = 3m. 2 pont
Ugyanakkor a feltétel szerint minden A-beli cstcs foka legfeljebb 3. Tehdt |E| < 3n. 5 pont

Ebbdl 3m < 3n, igy m < n. 1 pont



