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Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. KEgy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondolasa vildgosan kidertiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kidertil, 4&m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltérd
de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az dtmutatobeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. G és H egyszerli, sikbarajzolt, péaros, Osszefiiggd grafok. G-nek legalabb 4 csiicsa van. Bi-
zonyitsuk be, hogy nem lehetnek egymdés dudlisai.

Tegyiik fel, hogy G és H egymas dudlisa. Legyen G csicsainak a szdma n, a csucsok fokai di,ds,...,d,, az
élek szama e. Mivel G Gsszefiiggd, nincs izoldlt pontja tehat d; > 1. 1 pont
Mivel a dudlisa, H, egyszer(i, nincs hurokéle és parhuzamos élei, ezért G-ben nincs 1-foku illetve 2-foki csics
tehét d; > 3. 2 pont
Mivel H péros graf, nincs benne 3 hosszi kor (hdromszog), ezért G-ben nincs 3-foki cstics sem, tehat d; > 4.

2 pont

Ezért 2e = Y"1 | d; > 4n vagyis e > 2n. 2 pont
Viszont ez lehetetlen, mert G egy egyszer(i, paros, legalabb 4 csiicsu sikgraf, ezért e < 2n — 4. 3 pont

2. Egy sikbarajzolt G gréafra, n, e, t, k a csicsok, élek, tartomanyok és Osszefligg6 komponensek
szama. Bizonyitsuk be, hogy n —e+1 < k +t.

Az Euler formula alapjan n —e+t =1+ k. 3 pont
Nyilvan 1 < ¢, tehéat 2 < 2t. 4 pont
Ezt az egyenldséget adjuk hozza az Euler formuldhoz: n—e+t+2 < 1+k+2t, egyszerlisitve: n—e+1 < k+t,
és mar kész is vagyunk! 3 pont

3. Adott n pont a sikon. Tekintsiik ezeket egy graf csucsainak. Ket pontot (csticsot) Osszekotiink
éllel, ha a két pont tavolsaga legalabb 1. Igaz, hogy az igy kapott graf mindig perfekt?

NEM! 0 pont
Tekintstink egy szabdlyos 6tszoget, amelynek az oldala eppen csak kisebb, mint 1. 4 pont
Az 4t16k igy hosszabbak lesznek, mint 1. Tehat az oldalak nem lesznek behizva a G grafban, az atlok igen.

3 pont
Ez viszont eppen egy C5, ami nem perfekt. 3 pont

4. Tetszoleges G gréfra legyen 2G a kovetkezo graf. FEgymas mellé tessziik G két példanyat, és a
két példdnyban egymasnak megfeleld pontokat Osszekotjiik egy-egy éllel. Legyen G + G a kovetkezd
graf. Egymas mellé tessziik G-t és G komplementerét, G-t, és a két példdnyban egymasnak megfeleld
pontokat Gsszekotjlik egy-egy éllel. Legyen G az n pontd ut. Milyen n-re lesz

a. 2G perfekt?

b. G + G perfekt?

a. Legyenek G egyik példanyanak a csdcsai vy, vs, . .., vy,, az Ut mentén vett sorrendben, a masik példanyban
a megfelelécsiucsok uy, ug, ..., Uy.

Legyen 2G-ben A = {v; | ipdros}U = {u; | iparatlan} és B = {u; | ipdros}U = {v; | ipdratlan}.

Konnyel lathaté, hogy minden él A és B kozott fut, tehdt 2G paros graf, ezért perfekt, minden n-re. 5 pont



b. Ha n = 1, akkor 2G két cstics és egy él, ha n = 2, akkor 2G egy 3 hosszi (4 csicsd) ut, mindkettd

perfekt. Legyen n > 3 és legyenek G egyik példanyanak a cstcsai vy, va, ..., vy, az Ut mentén vett sorrendben, a
mdsik példanyban a megfelelcsticsok uy, ug, ..., un. Ekkor a v1, ve, vs, us, u1 csicsok éppen egy 5 hosszu kort
feszitenek! Tehat n > 3 esetén G + G nem perfekt. 5 pont

5. G fokszamsorozata 3,3,3,3,4,4,4,4, H és G absztrakt dualisok és mindketten Osszefiiggék. H
fokszamsorozata x,y,3,3,4,4,4,4. G egyszerl graf. Hatdrozzuk meg x-et és y-t.

Tudjuk, hogy G-nek és H-nak ugyanannyi éle van. Mivel minden grafra > d; = 2e, azt kapjuk, hogy

x4+ y+ 22 =28, vagyis ¢ + y = 6. 3 pont
A Gsszefiiggbség miatt H-nak nincs izolalt pontja, tehat, z,y > 1. Mivel G egyszerii graf, nincs benne hurokél
és parhuzamos él, tehat x és y nem lehet 1 illetve 2, x,y > 3. 4 pont
De mivel 2 +y =6, x =y = 3. 3 pont
6. A G, 29 csésti graf csicsai megfelelnek az H = {1,2,...,100} halmaz részhalmazainak.

Tetsz6leges A, B C H, A # B részhalmazokra, a v(A) és v(B) csucsok akkor és csak akkor vannak
Osszekotve a G grafban, ha vagy A € B és B ¢ A. Bizonyitsuk be, hogy G perfekt.

Legyenek az F halmaz elemei a H = {1,2,...,100} halmaz részhalmazai. Tetsz8leges A, B C H esettén

legyen A < B akkor és csak akkor, ha a C B. 3 pont
Ez egy részbenrendezés: reflexiv, aniszimmetrikus és tranzitiv. 2 pont
Tehat az osszehasonlitas grafja perfekt. 2 pont

Csakhogy akkor az Osszehasonlitds grafjanak a komplementere is perfekt. Ez pedig éppen a feladatban
szereplo G. 3 pont



