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Tetszéleges H grafra ex(n, H) jeloli az n csicsd, H-t részgrafként nem tartalmazé gréfok maximélis élszamat,
Ex(n, H) pedig az n csicsd, H-t részgrafként nem tartalmazo, ex(n, H) éli grafok halmazét (izomorfia erejéig).

Legyen n,r > 1. Az n cstcst, r osztalyd T(n,r) Turdn grafnak n csicsa van, r osztélyba osztva a lehetd
legegyenletesebben: ha n = ar +b, r > b > 0, akkor b osztélyban [n/r] csics van, r — b osztalyban pedig |n/r] darab.
Barmely két, kiilonbozé osztalyhoz tartozd csics Ossze van kotve, az azonos osztalyban levék nem.

TetszOleges G grafra legyen |E(G)| G éleinek a szdma.

Turdn tétel (1941). ex(n,K,11) = |E(T(n,r))|. Ha pedig G egy n cstcsi graf ami nem tartalmaz K,ii-et
részgrafként és |E(G)| = |[E(T(n,r))|, akkor G izomorf a T'(n,r) Turan graffal, azaz Ex(n, Ky+1) = T(n,r).

Erddés, Stone, Simonovits tétel (1946...).
lim ex(n, H) _1 1

noeo (D) - x(H) -1

Erdés, Kévari, Sés, Turan tétel (1954). Legyen r > s > 2. Egy n csicst grafnak, amely nem tartalmaz
K, s—t részgrafként legfeljebb cr,snzfl/  éle van, valamilyen ¢, s konstansra.

Erdés-Ko-Rado tétel (1961). Ha F C 2 £ —uniform halmazrendszer (k < n/2) azzal a tulajdonsggal, hogy
minden A, B € F-re AN B # (), akkor |F| < (Zj) és ennyi el is érheté.

Fisher egyenl6tlenség (1940). F = {A1, As,..., A} C 2[" olyan halmazrendszer, hogy minden i # j esetén
|A; N Aj| = A > 0. Ekkor m < n.

Ray-Chaudhuri-Wilson (Frankl-Wilson) tétel (1975). Legyen L = {l1,l2,...1
2["] olyan halmazrendszer, hogy minden i # j esetén |A; N Aj| € L. Ekkor m < 377 (

s}
).
1. Legfeljebb hany éle lehet egy n pontd grafnak, ha nincsen benne

e kor?

e pdratlan kor? (péros lehet)

e péros kor? (paratlan lehet)

e 2 élbdl alls ut?

e sem 3 élbol 4ll6 ut, sem kor?

o feszit6fa?

2. Egy 90 f0s tarsasdgbdl bizonyos péarok leveleznek egymédssal. Akarhogyan vélasztunk ki koziilik tiz embert,
ezek kozott mindig van legalabb ketts, akik leveleznek egymassal. Bizonyitsuk be, hogy a levelez6 parok szama
legaldbb 405.

3. Igazoljuk, hogy az n-csticsd, m-osztalyd Th ., Turdn-graf pontosan akkor nem tartalmaz Hamilton-kort, ha m = 2
és n paratlan.

4. Legyenek v1,va, ..., v, sikbeli vektorok, |v;| > 1. Legaldbb hdny parra lesz |v; + v;| > 17
5. Legkevesebb hény csticsa lehet egy haromszogmentes, egyszerli G grafnak, ha |E(G)| > 2|E(Ky)|?

6. Adott a sikon n, nem feltétleniil kiillonb6z6 pont. Legfeljebb mennyi lehet az ezek koziil kivélaszthaté egységnyi
tavolsdgra levé pontparok szama?

7. Mutassuk meg, hogy sik n kiilénb6z6 pontja és n kiilonboz6 egyenese kozott legfeljebb c - ns illeszkedés lehet,
ahol c¢ alkalmas konstans. (Illeszkedés: egy (pont, egyenes) par, ahol a pont illeszkedik az egyenesre.)

8. Mutassuk meg, hogy sik n kiilonb6zé pontja legfeljebb c - n egységtavolsagot hatdarozhat meg, ahol c alkalmas
konstans.

9. Legfeljebb hany éle lehet egy n csucsu grafnak, ha élei kiszinezhetSk tigy két szinnel, hogy ne keletkezzen egyszinii
héromszog.

éslegyen F = {A1, Ag, ..., An} C
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Egy n tagi tarsasdgban eredetileg senki nem ismer senkit. Minimdlisan hdny bemutatdssal (egy bemutatds
mindig pontosan két ember egymdsnak valé bemutatdsat jelenti) érhetjiik el, hogy teljesiiljenek a kovetkezd
feltételek: 1. Birmely hdrom ember kozott van kettd, akik ismerik egymdst (tehdt be lettek mutatva); 2. Barki
barkinek (olyannak is, akit nem ismer) kiildhet tizenetet gy, hogy az iizenetet egymédst ismerd (tehdt egymésnak
bemutatott) emberek adjak tovdbb egymdsnak, s az végil célba jut.

Egy 49 csicst grafnak 1030 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor a kromatikus szama legaldbb 8, és hogy pontosan
8 is lehet.

Egy n tagui tarsasagbdl barmely k ember k6zott van 2 aki kezet fogott. Legaldbb hany kézfogds tortént?

Legyen n = pipa - - - pk, ahol minden p; > 1 és p; primszam. Hany osztdjat valaszthatjuk ki n-nek ugy, hogy
semelyik két kivdlasztott oszté se legyen relativ prim?

Artar kirdly n lovagjat felderitd utakra kiildi. Minden nap k lovag megy portydzni. Ugyanaz a csapat nem mehet
kétszer és — hogy az informéacidkat mindig mindenki megtudja — nem lehet két csapat, aminek nincs k6zos tagja.
Héany napig lehet igy csapatokat Gsszedllitani?

Adott sikon m egyenes. Tegyiik fel, hogy az egyenesek nem illeszkednek ugyanarra a pontra, es hogy az egyenesek
koziil semelyik kett6 sem parhuzamos. Bizonyitsuk be, hogy ezen egyenesek legalabb m metszéspontot hataroznak
meg]!

Novényvédo szerekkel vald kisérletezéshez a kovetkezdkre van sziikség. Legyen m féle névény és n kiillonbozé
foldteriilet. Minden teriileten pont k féle névényt iiltetiink, minden névényt pont r teriiletre iiltetiink, és minden
nyovényparra pont [ olyan teriilet van, ahol mindenkettd szerepel, » > [. Léssuk be, hogy n > m.

Van néhany k elemii halmazunk, barmely ketté6 pontosan [ pontban metszi egymaést. Bizonyitsuk be, hogy
valamelyik elemet legfeljebb csak k£ halmaz tartalmazza.

Egy 100 elemi halmaznak 20 és 80 elemii részhalmazait valasztjuk ki ugy, hogy barmely kett0 metszi egymast.
Legfeljebb hany részhalmazt lehet igy kivalasztani?

Mutassuk meg, hogy ha az F C 2" halmazrendszernek 2"~ tagja van és ezek koziil semelyik kettd sem diszjunkt,
akkor léteznek I, F» € F olyan tagjai a rendszernek, amiknek pontosan egy kozos elemiik van.

Egy péaros graf két osztilya A és B. Barmely két A—beli pontnak pontosan 97 kézos szomszédja van, és barmely
két B-beli pontnak pontosan 111. a. Mutassunk ilyen grafot. b. Bizonyitsuk be hogy nincs ilyen graf, amelyre
|A| = |B| = 1000.

n—1

Tegytik fel, hogy k < n/2 és F C ([Z]) olyan metszé halmazrendszer, amire |F| = (}~]). Mutassuk meg, hogy
[n)-nek van olyan ¢ eleme, amit F minden tagja tartalmaz. (Az Erdés-Ko-Rado tétel egyenl8ség esete.)

Mutassunk olyan F C 2" halmazrendszert, hogy F barmely két tagjanak metszete legalabb két elemet tartalmaz
és | F| = 2" 727 Létezhet-¢ ennél nagyobb halmazrendszer a fenti tulajdonséggal?

Hasznos igazsag: (2}5) < 2%h=1 (S8t, < 228 /\/k ha k elég nagy.)

Hazi feladat

1.

2.

a. Egy G gréfnak n csicsa van, és minden cstics fokszdma legaldbb 100. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 100
hossza (100 csicst) utat!

b. Egy G gréfnak n csicsa és e éle van, e > 100n. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 100 hosszi (100 csicsid)
utat!

Mutassunk minden n-re olyan n csicsu és e > 40n — 5000 élii grafot, amelyben nincs 100 hosszi (100 csticst) dt!



