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Kombinatorika és grafelmélet 2.
3. gyakorlat, 2019. szeptember 27.

Osszehasonlitds grdfok, Dilworth tétel, sikgrdfok

. Legyen aq,as,...,a, egy szamsorozat. Ebbdl képezziik a G grafot a vy, v, ..., v, csicsokon a kévetkezd

moédon: minden ¢ > j szdmpdarra a v; és v; cstcsok Ossze vannak kotve G-ben akkor és csak akkor, ha
a; > aj.

Bizonyitsuk be, hogy G minden aq, as, ..., a, sorozat esetén perfekt!
(Erdés-Szekeres tétel) Legyen A = aq, aq, . . ., ay, egy csupa kiillonbozd szdmbol a1l szdmsorozat, m = kl+1,
k,l > 0.

a. Bizonyitsuk be, hogy A tartalmaz egy [+ 1 hosszi névekedd vagy egy [+ 1 hosszi cs6kkend részsorozatot.

b. Bizonyitsuk be, hogy az allitds m = kl esetén mar nem feltétleniil igaz.

Van egy csomé kartondobozunk, melyek a G gréaf cstucsainak felelnek meg. Két csiucs akkor van Osszekotve,
ha a megfelel6 dobozok koziil egyik sem rakhaté a masikba. Igazoljuk, hogy G perfekt.

. Adott a sikon néhany korvonal, ezekhez rendeljiik a kovetkezé G grafot. G csicsai feleljenek meg egy-egy

megadott korvonalnak, és kettd akkor legyen 6sszekotve, ha a két megfelel6 korvonal egyike teljesen a masik
belsejében halad. Bizonyitsuk be, hogy az igy megadott G graf perfekt.

Legyen a G graf csticshalmaza egy véges halmaz néhany tetszéleges részhalmaza. Két kiilonb6z6 csics
akkor legyen szomszédos G-ben, ha a megfelel§ részhalmazok koziil valamelyik tartalmazza a masikat.
Bizonyitsuk be, hogy G perfekt.

Legyen (H, <) egy részbenrendezett halmaz. Egy x elem mazimdlis (minimdlis), ha nem létezik olyan
y € H, amelyre v <y (y < z).
a. Bizonyitsuk be, hogy H-ban a maximalis (illetve a minimdlis) elemek halmaza egy antilanc.
b. Tegytk fel, hogy a maximalis és minimalis elemek egyiitt egy antilancot alkotnak. Bizonyitsuk be, hogy
H 0Gsszes eleme is egy antilancot alkot.
Legyen (H, <) egy részbenrendezett halmaz, L egy maximélis ldnc, amelynek maximélis eleme x, minimdlis
eleme y. Legyen A = {21, ..., 2,} egy maximélis antildnc H-ban.
Végiil legyen
H"={heH|3z€A:2=h}
és
H ={heH|3z€A:h=z}.
a. Bizonyitsuk be, hogy HT N H~ = A.
b. Bizonyitsuk be, hogy HT UH~ = H.
c. Bizonyitsuk be, hogy v € H, y € H™.

Adott egy ABC héromszog, és benne n pont. Bizonyitsuk be, hogy kivdlaszthaté </n pont gy, hogy
barmely ketto altal meghatdrozott egyenes a haromszognek ugyanazt a két oldalat metszi.

Legyen G(V, E) egy graf, amelyre E' = Ey U Ey, G1(V, E1) és Ga(V, Ey) perfektek, [V| = 65. Bizonyitsuk
be, hogy G tartalmaz egy teljes 6tost vagy egy iires 6tost. (Ot pontot, amelyek vagy mind 6ssze vannak
kotve, vagy semelyik kettd sincs.)

Adott 50 egyforma hosszi, kiilonbozd intervallum egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy (a) vagy van olyan
pont amelyet legaldbb 8 intervallum tartalmaz, vagy pedig van 8 péaronként diszjunkt intervallum. (b)
Ugyanez, csak 7-tel és 9-cel.



11. Tetszbleges G sikbarajzolt grafra legyen t = ¢(G) a tartomdnyok szdma, és legyenek Fy, Fy, ..., F} a
tartomanyok (beleértve a végtelen tartomdanyt is). |F;| jelentse az F; tartomdny hatdran 1évé élek szamat
(ha egy él mindkét oldalardl hatdrolja a tartomdnyt, akkor kétszer szamoljuk). Hatarozzuk meg a

t
=> (Fl-1)
i=1

mennyiség maximumat ha G tetszoleges 10 csicsu sikbarajzolt graf lehet.

12. Egy osszefiiggd G sikbarajzolt grafnak 200 csicsa és 300 éle van. Tudjuk, hogy a dudlisa egyszerii. Bi-
zonyitsuk be, hogy G-ben a maximalis fokszam 3.

13. Tetszoleges G sikbarajzolt grafra legyen n(G) a csticsok, e(G) az élek, ¢(G) a tartoményok szdma. Hatdrozzuk
meg az e(G) — n(G) — 3t(G) mennyiség maximumat. (Ha G tetsz6leges sikbarajzolt graf lehet.)

14. Legyen G(V, E) egy graf, amelyre E = E; U Ey, G1(V, Ey) perfekt, Go(V, E5) péaros gréf, és |[V| = 163.
Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz egy teljes tizest, vagy egy iires tizest. (Tiz pontot, amelyek vagy mind
Ossze vannak kotve, vagy semelyik kettd.)

Hazi feladat

1. Legyen G egy péros, sikbarajzolt graf. Képezziikk a G’ grafot a kovetkezd mdédon. Vegylnk fel egy-egy
csicsot G minden tartomanyédban, és kossiik Ossze a kiilonb6z6 szomszédos tartoméanyoknak megfelel6 csticsokat.
Ezenkivil kosstink 0ssze minden tartomanynak megfelel§ csticsot G azon csucsaival, amelyek a megfelel6 tar-
tomdny hatdrdn vannak. Bizonyitsuk be, hogy x(G’) < 6.

Mutassunk olyan G péros, nem feltétleniil egyszer(i, sikbarajzolt gréfot, amelyre a fenti médon képezett G’
graf kromatikus szdma 5.

2. Tetszbleges n csicsi G sikbarajzolt gréfra legyenek di,ds, ..., d, a csicsok fokszdmai, ¢t = ¢(G) a tar-
toményok szdma, és legyenek Fy, Fs, ..., F; a tartoményok (beleértve a végtelen tartomanyt is). |F;| jelentse
az F; tartomdny hatdrdn 1évd élek szdmét (ha egy él mindkét oldaldrdl hatdrolja a tartomdnyt, akkor kétszer

szdmoljuk). Legyen
t
=Y (IF| +a) +Z
=1

Hatarozzuk meg a értékét gy, hogy s(G) értéke ugyanannyi legyen minden, legaldbb 3 csiicsi, egyszert,
Osszefiiggd, sikbarajzolt G grafra.



