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Javitokules

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztaté jelleggel llapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 dllitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszdm megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondolatmenet megfeleld részének vgiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kidertil, &m a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
megfelelé részpontszdam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az ttmutatoban szereplé pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak.

Szémol4si hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. G egy sikgraf, amelynek legaldbb 4 csicsa van. Van 7-féle sziniink, {1, 2, ..., 7}, ezekkel ki akarjuk szinezni
a csucsokat. De valaki megel6z6tt minket, és kiszinezett 4 csicsot, amelyek egy teljes 4-est feszitenek, az 1, 2, 3,
illetve 4 szinekkel. Bizonyitsuk be, hogy be tudjuk fejezni a szinezést, vagyis ki tudjuk szinezni a tébbi csticsot
az {1,2,...,7} szinekkel tgy, hogy a szomszédos csticsok kiilonb6z6 szintiek legyenek.

1. megoldas:

Legyen v1,v2, v3, va a négy kiszinezett cstcs, v; szine i. Rajzoljuk le G-t a sikra. A v1,v2, vs, va kdz6tt futd élek a sikot
4 tartomdnyra bontjak, legyenek ezek Ti,Ts,Ts, Ty, Ugy, hogy T; hatdrdn vi,vs2,vs,vs kozil a v;-tél kiillénb6z6 harom

csucs van. 3 pont
A G graf kilonboz6 T; tartoményokban levé csticsai nincsenek 6sszekotve, igy a kiilonb6zé tartomanyokban levd
cstcsokat szinezhetjiik egyméstdl fiiggetleniil. 3 pont

Tekinsiik a T; tartomanyban levé cstiicsokat. Ezek egy sikgrafot feszitenek G-ben, szinezziik ki 6ket az i, 5, 6, 7 szinekkel.
A négyszintétel szerint ez megtehets. Ezt elvegezve ¢ = 1,2, 3, 4-re, G egy szinezését kapjuk, amely kielégiti a feltételeket.
4 pont

2. megoldas:

Legyen v1,v2,v3,v4 a négy kiszinezett csics, v; szine i. Egy pillanatra felejtsiik el v1,v2,vs, va szinét. Szinezziik ki

G-t az a, b, ¢, d szinekkel. A négyszintétel szerint ez menni fog. 4 pont
Mivel v1,v2,vs, va egy teljes 4-est feszitenek, kiillonb6zé szintliek, vagyis éppen az a, b, ¢, d szinekkel vannak szinezve.
Az altaldnossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy vy szine a, v szine b, v3 szine ¢, v4 szine d. 3 pont
Szinezziik 4t az a szinli pontokat 1 sziniire, a b szini pontokat 2 szintire, a ¢ szinli pontokat 3 sziniire, a d szini
pontokat 4 sziniire. Ez a szinezés kielégiti a feltételeket, rdadasul az 5, 6, 7 szineket nem is hasznéltuk! 3 pont

2. Bizonyitsuk be, hogy minden k > 2-re

R(k,3,3,3) < R(k, 17).

Legyen G egy R(k,17) cstcsu teljes graf és szinezziik ki az éleit az 1,2, 3,4 szinekkel. Be kell ldtnunk, hogy van egy

k cstcsu teljes részgraf, amelynek az Osszes éle 1-szinfi, vagy egy haromszog, amelynek minden éle 2, vagy minden éle 3,
vagy minden éle 4-szinii. 2 pont
Vegyiink egy 1j szinezést, ahol az 1-szin{i élek 1-szinlieck maradnak, a tobbi élt meg kiszinezziik a 5-6s szinnel. 3 pont
R(k,17) definicidja alapjan vagy van egy k csucsu teljes részgraf, amelynek az Osszes éle 1-szinfl, vagy egy 17 csicsu
teljes részgraf, amelynek az Osszes éle 5-szini. 2 pont
Az els6 esetben készen vagyunk. A masodik esetben tekintsiik ezt a 17 csicsu teljes H részgrafot. Eredetileg ennek az
élei a 2, 3,4 szinekkel voltak kiszinezve. Mivel R(3,3,3) < 17 (volt 6rdn, gyakorlaton, de konnyen be is lehet bizonyitani)
ezért az eredeti szinezésben taldlhaté egy hdromszog, amelynek minden éle 2, vagy minden éle 3, vagy minden éle 4-szinfi.
3 pont

3. G egy 20 cstcsu graf, amelyhez akarhogyan vesziink hozza 3 élt, a kapott grafban nincs teljes 4 cstcsi
graf. Bizonyitsuk be, hogy G-nek nem lehet t6bb, mint 100 éle.

Vegyiik észre, hogy a G grafban nincs haromszég. Ha lenne, ehhez hozzavéve egy negyedik csiicsbél a hdrom cstcsba
mutato élt, éppen egy teljes 4 csicsi grafot kapnank. 5 pont



Ekkor viszont a Mantel (vagy Turdn) tétel szerint G-nek legfeljebb 10 - 10 = 100 éle lehet. 5 pont

(Egyébként az is igaz, hogy G-nek legfeljebb 13 éle van: G-ben minden cstics foka legfeljebb 2, G-ben nincs hdromszog,
és G-ben nincs 3 hosszi (3 éli) ut. Ebbél kovetkezik, hogy akkor van a legtobb éle, ha 6 db 2 hosszu (2 él{i) utbdl és egy
élbal 4ll.)

4. Bizonyitsuk be, hogy minden k > 2-re létezik egy M (k) a kovetkezd tulajdonsdggal. Akdrhogy szinezzik
kiaz 1,2,..., M (k) szdmokat k szinnel, léteznek olyan a, b, ¢ egyforma szinii szamok, (a,b,c < M(k)) amelyekre
a+b=c és c paros.

A Schur tétel szerint minden k& > 2-re létezik egy N(k) a kovetkez6 tulajdonsdggal. Akdrhogy szinezziik ki az
1,2,...,N(k) szdmokat k szinnel, léteznek olyan a, b, ¢ egyforma szinli szdmok, (a,b,c < N(k)) amelyekre a + b = c.

2 pont

Ezt fogjuk alkalmazni a paros szdmokra. Legyen M (k) = 2N (k). Szinezziik ki az 1,2, ..., M (k) szdmokat k szinnel.
Ebbél képezziik az 1,2, ..., N(k) szdmok szinezését, minden [ szdmot, 1 <[ < N(k) szinezziink 2! szinével az els6 szinezés
szerint. 3 pont
A Schur tétel szerint tehédt 1éteznek a mésodik szinezésben olyan a’, b, ¢’ egyforma szinfi szdmok, (a’,b’, ¢’ < N(k))
amelyekre a’ +b = c. 2 pont
Az ezeknek megfelels a = 2a’, b = 2b’, ¢ = 2¢’ szdmok egyszinliek az elsd szinezésben, a + b = ¢ és c paros. (Mellesleg

a és b is pédros.) 3 pont

5. A G egyszerii paros graf osztalyai A és B, |A| = 25, |B| = 20. Bérmely két A-beli csticsnak pontosan két
kozos szomszédja van (B-ben).

a. Bizonyitsuk be, hogy van két A-beli cstics, amelyeknek pontosan ugyanazok a szomszédai (B-ben).

b. Bizonyitsuk be, hogy van hdrom A-beli cstics, amelyeknek pontosan ugyanazok a szomszédai (B-ben).

a. Legyen F C 25 a kovetkez8 halmazrendszer. Minden a € A-ra vegyiik be F-be a szomszédait a G grafban. 1 pont

Ekkor a feltétel szerint barmely A;, A; € F esetén |A; N Aj| = 2. 1 pont
Ha a halmazok mind kiilénbozéek lennenének, akkor viszont a Fisher egyenlStlenség alapjan |F| < |B| = 20, ami
ellentmondds, mert tudjuk, hogy |F| = |A| = 25. 2 pont
Tehat van olyan két halmaz, amelyek egyenléek, mondjuk A; = As. Ekkor viszont a megfelels két csiicsnak, ai1-nek
és az-nek pontosan ugyanazok a szomszédai B-ben. 2 pont

b. Tehéat ai-nek és az-nek pontosan ugyanazok a szomszédai B-ben. De mivel barmely két A-beli csticsnak pontosan
két kozos szomszédja van, ai-nek (és az-nek is) pontosan két szomszédja van, mondjuk b1 és be. Ekkor viszont, a feltétel
szerint, MINDEN A-beli csticsnak szomszédja b1 és be. Hagyjuk el az a1 csticsot. Az (a) rész érvelése alapjdn (ami
|A| = 25 helyett 24-re is miikodik) tovabbra is van olyan két cstcs, amelyeknek pontosan ugyanaz a két szomszédja van.
De akkor ez a két szomszéd nem lehet més, mint by és b2. Tehdt taldltunk egy harmadik, as csicsot, amelynek csak b és
b2 a szomszédja. 4 pont

(Igazdbdl 7 olyan cstcs is van, amelyeknek csak by és be a szomszédja.)

6. Az F C 2119 halmazrendszerrél tudjuk, hogy ha A, B € F és A C B, akkor |A| < 3. Hatérozzuk meg |F]|
maximumaét!

Legyenfl—{Aef||A|<3}es]:2—{A€}"|\A|>3} 2 pont
Vildgos, hogy |F1| <1+ 100+ (100) + ( 3 ) 2 pont
Ugyanakkor F» Sperner rendszert alkot (nincs A, B € F», amelyre A C B) tehédt a Sperner tétel alapjan |F2| < (100)

2 pont
Ezért | F| < 1+100+ ('9°) + ('3°) + (57)- 2 pont
Ennyi viszont el is érhet6: vegylik az 6sszes 0,1, 2,3 és 50 elemii részhalmazt, ezek kielégitik a feltételeket. 2 pont



