Kombinatorika és grafelmélet I1

1. ZH, 2018 oktsber 8. 7.30-9.00, 1B 134
Javitokulces

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztaté jelleggel llapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 dllitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszdm megszerzését.
Az adott részpontszdm megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondolatmenet megfelelé részének vgiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
megfelel§ részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megolddsokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az utmutatdban szereplé pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott ardanyos részpontszamok jarnak.

Szémol4si hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. G egy 100 cstcsu, Osszefiiggd, sikbarajzolt graf. A dudlisa, G*, egyszerl paros graf. Bizonyitsuk be, hogy
G-nek legalabb 200 éle van.

A G gréf osszefiiggd, ezért nincs izolalt pontja. 2 pont
Mivel G* egyszerii graf, nincs hurokéle. Ezért G-ben nem lehet 1-foku cstcs. 2 pont
Szintén mivel G* egyszer(i graf, nincs benne t6bbszoros él sem. Ezért G-ben nem lehet 2-foku cstcs. 2 pont
Ha G-ben lenne egy 3-foki csiics, ennek G*-ban egy 3 hosszi kor felelne meg, ami nem lehetséges, mert G* paros graf.

2 pont
Tehdt G-ben minden fokszdm legaldbb 4, ezért 2e = Zzlgi d; > 211201 4 = 400 vagyis e > 200. 2 pont

2. Legyen G egy sikgraf, cstiicsainak, éleinek és Osszefliggé komponenseinek szama n, e és k, n > 3. Bizonyitsuk
be, hogy n — e — 2k < 0.

1. megoldds: Rajzoljuk le G-t a sikra (metszés nélkiil). Az Euler formula alapjdn n—e+t = 1+k, tehdt n—e—k = 1—t.
4 pont
Felhasznélva, hogy k,t > 1,n—e—2k<n—e—k=1—-t<0. 6 pont

2. megoldas: Az egyenl6tlenség valdjaban minden grafra igaz! Vegylink G-ben egy feszité erddt, vagyis minden
Osszefiiggd komponensben egy feszité fat. Legyen a kapott graf G’. G’-nek minden komponensében eggyel kevesebb éle
van, mint cstcsa, tehat G’ éleinek a szdma ¢’ = n — k. Viszont G’ G részgrafja, tehit e > ¢’ 6 pont

Ennek alapjdn n —e—2k<n—¢ —2k=n—(n—k) — 2k = -k < 0. 4 pont

3. Adott n pont a sikon, mindegyik megfelel a G graf egy-egy csicsdnak. Két csics akkor és csak akkor
van Osszekotve G-ben, ha a megfelelé két pont altal meghatarozott szakasz vizszintes és legalabb 1 cm hosszu.

Bizonyitsuk be, hogy G perfekt.

Definidlunk egy < részbenrendezést az n ponton a kdvetkezé médon. Legyen p; < p; akkor és csak akkor, ha a p;p;

szakasz vizszintes, legalabb 1 cm hosszi, és jobb végpontja p;. 4 pont
Koénnyen lathaté, hogy < valéban részbenrendezés, irreflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv. 2 pont
Ugyanakkor a < részbenrendezés Gsszehasonlitds grafja éppen G. Két pont akkor és csak akkor Gsszehasonithatd, ha
az altaluk meghatdrozott szakasz vizszintes és legaldbb 1 cm hosszu. 2 pont
Tudjuk, hogy az Gsszehasonlitas grafok perfektek, tehét igazoltuk, hogy G perfekt. 2 pont
4. A G graf csicsai vy, v, ..., 0100, minden 1 <4 < 99-re v; és v;11 Ossze vannak kdtve, ezenkiviil vgg Ossze
van kotve v1gg-zal.
A Hyp (3 < k < 100) graf csucsai ug,us,...,u100, minden 1 < i < 99-re u; és u;11 Ossze vannak kotve,

ezenkivil u; 0ssze van kotve ug-val.
Hatérozzuk meg, hogy milyen k-ra lesz Hj, gyengén izomorf G-vel.

A G graf egy hiaromszog és az egyik csticsédrol lelég egy 98 hosszu tt. 2 pont
A Hj graf pontosan ugyanilyen graf, tehat Hs izomorf G-vel, ezért gyengén izomorf is. 3 pont
Tegytik fel, hogy k > 3. Ekkor Hj tartalmaz egy k hosszu kort, G viszont csak egy 3 hosszu kort tartalmaz. Mivel
k > 3, nem létezik G és Hy, élei kozott kortarté bijekcid, tehdt Hy és G nem gyengén izomorfak. 4 pont
Vagyis Hj csak k = 3 esetén gyengén izomorf G-vel. 1 pont



5. A G, (m > 0) 2™ csticst graf minden cstcsa megfelel az {1,2,...,m} halmaz egy részhalmazanak. A v;
és v; csticsok akkor és csak akkor vannak sszekotve, ha a megfelelé A; és A; halmazokra A; C A; és |A; \ A
pératlan, vagy ha pont forditva, A; C A; és |A4; \ A;| paratlan.

Milyen m-re lesz G,,, perfekt?

Vegylik észre, hogy ha a v; és v; csiicsok szomszédosak, akkor a megfelel§ A; és A; halmazok koziil az egyik péros, a

masik paratlan elemszama. 4 pont
Ezért G, egy péros graf. Az egyik osztdlyba a paros, a mésikba a paratlan méretii részhalmazoknak megfelel$ csicsok
tartoznak. 3 pont
Viszont minden péros graf perfekt, tehat G,, minden m-re perfekt. 3 pont

6. A G egyszerii graf fokszamsorozata 3,3,3,3,5,5, a H egyszer( grafé 4,4, 4,4, 5, 5. Bizonyitsuk be, hogy G
nem lehet H absztrakt dudlisa.

1. megoldds: Mivel Y d; = 2e, ezért G-nek (3+3+3+3+5+5)/2 = 11 éle van, H-nak pedig (44+4+4+445+5)/2 = 13.

5 pont

Tehat nem gyengén izomorfak, mert nem létezik semmilyen bijekcié sem az élek kozott. 5 pont

2. megoldéds: H-nak 6 csticsa van és (4+4+4+4+5+5)/2 =13 éle. 3 pont
Viszont egy n csucsu sikgrafnak csak 3n — 6 éle lehet, 6 csiics esetén tehat legfeljebb 12. 3 pont
Ezért H nem sikgraf. De Whitney tétele alapjan csak a sikgrafoknak van absztrakt dudlisa, vagyis H-nak nincs. Ezért

G nem lehet H absztrakt duélisa. 4 pont



