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Kombinatorika és grafelmélet 2.
4. gyakorlat, 2018. szeptember 28.

Osszehasonlitds grdfok, Dilworth tétel, dualitds

Adott egy ABC hdromszog, és benne n pont. Bizonyitsuk be, hogy kivélaszthaté ¢/n pont ugy, hogy
barmely kett6 altal meghatdrozott egyenes a haromszognek ugyanazt a két oldalat metszi.

Legyen G(V, E) egy graf, amelyre E = E1 U Ea, G1(V, E1) és Go(V, Es) perfektek, V| = 65. Bizonyitsuk
be, hogy G tartalmaz egy teljes 6t0st vagy egy iires 6tost. (Ot pontot, amelyek vagy mind 6ssze vannak
kotve, vagy semelyik kettd sincs.)

Adott 50 egyforma hosszi, kiilonb6z6 intervallum egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy (a) vagy van olyan
pont amelyet legaldbb 8 intervallum tartalmaz, vagy pedig van 8 pdronként diszjunkt intervallum. (b)
Ugyanez, csak 7-tel és 9-cel.

Tetszbleges G sikbarajzolt gréifra legyen ¢ = ¢(G) a tartomdnyok szdma, és legyenek Fy, Fy, ..., F} a
tartomanyok (beleértve a végtelen tartomdnyt is). |F;| jelentse az F; tartomdny hatdrdn 1évé élek szdmat
(ha egy él mindkét oldaldrdl hatdrolja a tartomanyt, akkor kétszer szdmoljuk). Hatdrozzuk meg a

t
=Y (F|-1)
=1

mennyiség maximumat ha G tetszoleges 10 csicsu sikbarajzolt graf lehet.

Egy Osszefiiggo G sikbarajzolt grafnak 200 csticsa és 300 éle van. Tudjuk, hogy a dudlisa egyszerti. Bizonyitsuk
be, hogy G-ben a maximalis fokszam 3.

Tetsz6leges G sikbarajzolt grafra legyen n(G) a csticsok, e(G) az élek, ¢(G) a tartoményok szdma. Hatarozzuk
meg az e(G) — n(G) — 3t(G) mennyiség maximumat. (Ha G tetsz6leges sikbarajzolt graf lehet.)

Legyen G(V, E) egy graf, amelyre E = Ey U Ea, G1(V, Eq) perfekt, Go(V, Es) péaros gréf, és |V| = 163.
Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz egy teljes tizest, vagy egy iires tizest. (Tiz pontot, amelyek vagy mind
Ossze vannak kotve, vagy semelyik kettd.)

(mlt heti hf) Legyen G egy péros, sfkbarajzolt graf. Képezziik a G’ gréfot a kovetkez6 médon. Vegyiink
fel egy-egy csticsot G minden tartoméanyaban, és kossiik Gssze a kiillonb6z6 szomszédos tartomanyoknak
megfelel6 csicsokat. Ezenkiviil kossiink 0ssze minden tartomanynak megfelelé csicsot G azon csucsaival,
amelyek a megfelel§ tartomdny hatdran vannak. Bizonyitsuk be, hogy x(G’) < 6.

Mutassunk olyan G péros, nem feltétlentil egyszerti, sikbarajzolt grafot, amelyre a fenti médon képezett G’
graf kromatikus szama 5.

(mult heti hf) Tetsz6leges n cstcstt G sikbarajzolt grafra legyenek dy,ds, ..., d, a csticsok fokszamai, t =
t(G) a tartomdnyok szdma, és legyenek Fy, Fy, ..., F} a tartoményok (beleértve a végtelen tartoményt is).
|F;| jelentse az F; tartomdny hatdrdn 16v6 élek szdmat (ha egy él mindkét oldalardl hatérolja a tartoményt,
akkor kétszer szdmoljuk). Legyen

n

t
=Y (IF|+a)+> (di+a).
=1 =1

Hatdrozzuk meg a értékét gy, hogy s(G) értéke ugyanannyi legyen minden, legaldbb 3 csticsu, egyszerti,
osszefiiggd, sikbarajzolt G grafra.

Bizonyitsuk be, hogy egy sikbarajzolhaté graf tartomanyai akkor és csak akkor szinezhetok ki két szinnel,
ha minden pont foka paros.
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A G és a G* véges egyszerli grafok egymds dudlisai. Bizonyitsuk be, hogy min{§(G),s(G*)} = 3. J a
legkisebb fokszam.

Legyen G olyan n > 3 cstcsi, egyszer(i, sikbarajzolhaté graf, melyben az élek szama 3n — 6. Mennyi G
dudlisdnak maximalis fokszdma?

Tegylik fel, hogy G sikbarajzolt graf, G minden lapja haromszog és G* minden lapja négyszog. Hany pontja
és hany éle van G-nek?

Egy grafot kilsikgrdfnak neveziink, ha lerajzolhat6 a sikba az élek keresztezddése nélkiil ugy, hogy minden
cstcs rajta van az egyik (példdul a kiilsd) tartomény hatérén. (a) Legfeljebb hany éle lehet egy kiilsikgrafnak?
(b) Adjunk a Kuratowski-tételhez hasonlé karakterizdciot a kilsikgrafokra, azaz adjunk meg egy olyan
(véges) F grathalmazt, hogy igaz legyen a kovetkezd: egy graf pontosan akkor kiilsikgraf, ha nem tartalmaz
F-beli graffal topologikusan izomorf részgrafot! (c) Legfeljebb mennyi a kromatikus szdma egy kiilsikgrafnak?

Legfeljebb mennyi a perfekt sikgrafok kromatikus szama?

Bizonyitsuk be, hogy minden (legaldbb hérom csiicsi) sikgrafnak van legalabb hdrom olyan csicsa, amelyek-
nek a foka kevesebb, mint hat.

Legyenek G csicsai v1,vg,...,Vn, v; és v; kozott akkor és csak akkor van él, ha ¢ + j nem oszthaté 3-mal.
Milyen n-re lesz G perfekt?

10000 ember sorban all a Kombi 2 vizsgan. Bizonyitsuk be, hogy vagy taldlhaté 100 ember a sorban ugy,
hogy e 100 ember kozott aki hatrabb all, az mindig alacsonyabb az elébbre allénal, vagy pedig taldlhato
100 ember a sorban ugy, hogy e 100 ember kozott aki hatrabb all, az mindig magasabb az elébbre allénal.

Tetszbleges osszefliggdf sikbarajzolhaté G grafhoz mutassunk olyan, 6nmagédval dudlis G’ sikbarajzolt gréfot,
aminek G feszitett részgrafja.

Jelolje Iy, = Ky, , —nKjy azt a paros grafot, melyet tgy kapunk a K, ,, teljes paros grafbdl, hogy elhagyjuk
belGle egy teljes parositds éleit. Milyen n-ek esetén lesz F,, sikbarajzolhaté?

Hazi feladat.

1. Tetsz6leges G sikbarajzolt gréafra legyen n(G) a csicsok, e(G) az élek, t(G) a tartomanyok szama. Hatdrozzuk
meg az e(G) — n(G) — 3t(G) mennyiség maximumat. (Ha G tetszOleges sikbarajzolt graf lehet.)
2. Mutassuk meg, hogy tetszOleges egyszerti, sikgraf élhalmaza el6all, mint 2 paros graf élhalmazanak unidja.



