Kombinatorika és grafelmélet 2.

11. és 12. gyakorlat, 2018. november 23 és december 7.

Homogén linedris rekurziok, Catalan szdmok, generdtorfiigguények, véges projektiv sikok

Fibonacci szamok: Fy = 0, F} = 1 és minden n > 1-re F, 11 = F,, + F,,_;. Ekkor
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Oldjuk meg az a9 = 1,a1 =0 a, = d5a,_1 — 6a,_o rekurziét.

Oldjuk meg az ag = 3,a1 = —3 a, = —6a,_1 — 9a,_o rekurziét.
Oldjuk meg az ag = 3,a1 = 6,a2 =0 a, = 2a5,_1 + @n_o — 2a,_3 rekurziét.
Hényféleképpen mehetiink fel egy n fokbdl all6 1épcson egyes és kettes 1épésekkel?

Hényféleképp lehet lefedni egy 2 x n-es tablat 1 x 2-es és 2 x 2-es domindk felhasznaldsaval?
Oldjuk meg az ag =0, a1 =0, anp =an_1 + an_2 + 1 nem homogén linedris rekurziét.

Tegyiik fel, hogy valamilyen K szémra a, = 2Ka,_1 — K2a,_o.
a. ap = 1, a; = K. Bizonyitsuk be, hogy a,, = K™.
b. ag =0, a; = K. Bizonyitsuk be, hogy a,, = nK".
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Adjuk meg allandé egyiitthatés linedris rekurziéval c,-t, ha ¢, = 3 5 +3 5 .

Legyen a; = 0ésn > 1 esetén apq1 = "Tﬂan +n?—1. Adjuk meg a,, értékét zart alakban. Ugyanez
a feladat a1 = —1 és apy1 = 2a, +n + 1 esetén.

Oldjuk meg az ap = 1, a, = 8a,_1 + 10"~ ! rekurziot.
Legyen go = 168 gn = gn—1 + 2gn—2+ ...+ (n — 1)g1 + ngo. Adjuk meg g,-t zdrt alakban.
Mi a generatorfiiggvénye az 1,1,1,...,az1,2,4,8,...,az1,2,3,4,...ésaz 1,0,1,0,1, ... sorozatoknak?

Hogyan irhaték fel a ¢, sorozat elemei az a.,, és b, sorozat elemeivel, ha generatorfiiggvényeikre
teljesiil, hogy C(z) = A(z)B(x).

Jelentse g(n) az orig6bdl indulé olyan 6nmagdt nem metsz6 n hosszd sétdk szdmdat, melyekben
minden 1épés egy egységnyi északi, keleti vagy nyugati irdnyban. Fejezziik ki g(n) értékét!

Legyen az ag, aq, ... sorozatra a, = 4a,_1 — 4a,_2, ag = 1, a; = x. Hatdrozzuk meg, hogy milyen
r-re lesz lim,, o a,, = —00.

Egy mozi pénztaranal 2n gyerek &all sorba 1000Ft-os jegyekért. Kozilik n fizet ezressel, n pedig
kétezressel. Kezdetben a pénztarban nincs pénz. Hanyféleképp allhatnak sorba a gyerekek tgy, hogy
a pénztaros mindig tudjon visszaadni?

Hatdrozzuk meg hogy hényféleképpen lehet egy konvex n—szoget (a csiicsok meg vannak szdmozva)
atlokkal haromszogekre bontani.

Hatarozzuk meg hogy hény olyan permutécidja van az 1,2, ..., n szdmoknak, ami elkeriili az (132)
mintat. Mas széval, nem taldlhaté a permutaciéban olyan harom elem, a;, a;, ax, ¢ < j < k,
amelyekre a; > ap > a;.

n hangya van egy sziik jarat végében, amibdl kézépen egy ,zsdkutca” agazik ki. Sem a jaratban,
sem a mellékadgban nem fér el egymas mellett két hangya. Ha a fédgban nem fordulhatnak vissza
a hangyak, akkor héanyféle sorrendben johetnek ki abbdl a mésik végén?
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Hényféle sorrendben mehet be egy termebe 15 fit és 12 lany gy, hogy koézben a termben soha se
legyen tobb lany, mint fiu?

Egy urndban 25 piros, 25 fehér és 50 zold golyé van. Hanyféle sorrendben vehetjiik ki az urndbdél
a benne 1év6 100 goly6t, ha mindig legalabb annyi piros golydénak kell az urndban lennie, mint
fehérnek, és a zold golydk sosem keriilhetnek tobbséghbe?

egy ([n], F), F c 2[" halmazrendszert véges projektiv siknak hivunk, ha

a. Barmely két ponthoz (elemhez) pontosan egy egyenes (halmaz) van, ami tartalmazza 6ket.

b. Barmely két egyeneshez (halmazhoz) pontosan egy pont (elem) van, ami mindkettében benne
van.

c. Létezik négy pont (elem) tgy, hogy semelyik hdrom sincs egy egyenesen (halmazban).

Bizonyitsuk be, hogy barmely két egyenesnek ugyanannyi pontja van.

Mutassunk olyan halmazrendszert, ami kielégiti az a. és b. feltételeket, és van két egyenes, amelyeknek
nem ugyanannyi pontjuk van.

EGY PROJEKTIV SIK RENDJE ¢, HA MINDEN EGYENESEN ¢ + 1 PONT VAN.

Egy véges projektiv sik pontjainak H részhalmaza dltaldnos helyzetd, ha nincs hdrom olyan H-beli
pont, amik egy egyenesre esnek. Mutassuk meg, hogy egy ¢ rendii projektiv sik legfeljebb g + 2
altalanos helyzeti pontot tartalmazhat. Igazoljuk, hogy ha ¢ paratlan, akkor még ennyi sem 1étezik.

Egy véges projektiv sik pontjainak H részhalmaza lefogd ponthalmaz, ha a siknak nincs H-t6l
diszjunkt egyenese. Mutassuk meg, hogy egy ¢ rendli projektiv sik lefogé ponthalmaza legaldbb
q+1 pontot tartalmaz. Igazoljuk, hogy minden g+ 1 pontu lefogd ponthalmaz egyenes. Bizonyitsuk
be, hogy ¢ rendi projektiv sikon nem létezik altaldnos helyzetli lefogé ponthalmaz.



