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Javitokules

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszdmokat tdjékoztatéd jelleggel llapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld llitds kimonddésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszdm megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondolatmenet megfelelé részének vgiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kidertll, &m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
megfelel$ részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az utmutatéban szereplé pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak.

Szédmolési hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. A G grafbdl bérhogy elhagyunk 4 élt, a kapott graf sikgraf. Bizonyitsuk be, hogy G listaszinezési szdma,
ch(G) <6.

Tegyiik fel, hogy G-ben minden pont foka legfeljebb 3. Ekkor konnyen lathat6, hogy ch(G) < 4, tetszdleges 4 hosszi

szinlistakrdl sorban ki tudjuk szinezni a csicsokat. 2 pont
Tehat feltehetjiik, hogy van olyan v cstics, amelynek a foka, d(v) > 4. Hagyjunk el 4 v-re illeszkedd élt, legyen G’ a
kapott graf, amely a feltétel szerint sikgraf. Most hagyjuk el v-t G’-bél, az igy kapott G graf is sikgraf. 3 pont
Tekintsiink tetszOleges 6 hosszu szinlistakat G csiicsain. Meg kell mutatnunk, hogy ezekrél a listakrol kiszinezhetd G.
Szinezziik ki el6szor v-t egy tetszéleges ¢ szinnel a listajardl. 1 pont
Most hiizzuk ki a ¢ szint minden tovébbi cstcs listdjarél. Tehdt a G” gréfot kell kiszinezniink és minden cstcsnak 5
vagy 6 hosszti a szinlistdja. Mivel G” sikgraf, Thomassen tétele szerint ez megtehetd. 3 pont
Ez pedig, a ¢ szinl v-t visszatéve, G megfeleld szinezését adja a 6 hosszu listdkrol. 1 pont

2. Bizonyitsuk be, hogy minden k > 2-re

R(3,3,...,3) < 3k!
——
k

(R(3,3,...,3) az a legkisebb R szdm, amelyre igaz, hogy az R csticsu teljes graf éleit akdrhogy szinezziik k
——
k

szinnel, lesz egy egyszin(i hdromszog.)

Az §llitast k-ra vonatkoz6 indukcidval latjuk be. Ha k = 1, akkor az &llités igaz (és semmitmondé), mivel R(3) = 3.

1 pont

Legyen most k > 1, és tegyiik fel, hogy k — 1-re mar beldttuk az allitast. Tekintsiink egy 3k! csiicsu teljes grafot és
szinezziik ki az éleit k szinnel. Legyen v egy tetszéleges cstics. A v-re illeszkedd 3k! — 1 él koziil 3(k — 1)! egyforma szind,
mondjuk 1-es szini, legyen V ezen élek mdsik végpontjainak a halmaza. 3 pont
Ha V pontjai kézott van 1-es szinti él, akkor mar kész is vagyunk, v-vel egylitt megvan az 1 szini haromszog. 3 pont

Ha nem, akkor viszont a V' pontjai kozotti élek k — 1 szinnel vannak szinezve, és mivel |V| = 3(k — 1)!, az indukcids
feltevés szerint van koztiik egyszinti hdromszog. Ezzel belattuk az allitést. 3 pont

3. Legyen H egy 4 csuicsu és 5 éli egyszer® graf. A 100 csicst G gréfnak 3333 éle van. Bizonyitsuk be, hogy
tartalmaz H-val izomorf (nem feltétleniil feszitett) részgréfot.

A H gréf egy teljes 4 csicsu graf, minusz egy él. Ha G tartalmaz egy teljes 4 csésu grafot, akkor természetesen készen

vagyunk, mert H-val izomorf részgrafot is tartalmaz. 1 pont
Tehat tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz teljes 4 cstcsu grafot. Ekkor a Turan tétel alapjan legfeljebb annyi éle van,
mint a 3 osztalyud Turan grafnak. 3 pont
A 3 osztalyd Turdn grafnak viszont éppen 3333 éle van, vagyis G egy maximadls élszami K4-mentes graf. Ekkor
viszont, ugyancsak a Turan tétel alapjdn, G maga is éppen a 3 osztdlyt Turdn graf. 3 pont
Ebben viszont koénnyedén talalhatunk H-val izomorf részgrafot. Vegyiink két csicsot az egyik osztdlybdl, és még
kettét a masik két osztalybdl. 3 pont



4. Bizonyitsuk be, hogy minden k > 2-re 1étezik egy M (k) a kovetkezd tulajdonsdggal. Akdrhogy szinezziik ki
az 1,2,..., M(k) szdmokat k szinnel, 1éteznek olyan a, b, ¢ egyforma szinti, de kiilonb6z4 szdmok, (a, b, c < M (k))
amelyekre a + b = ¢ és a, b, c > 1000.

A Schur tétel szerint minden k-ra létezik olyan N(k), hogy akdrhogy szinezziik ki az 1, 2, ... , N(k) szdmokat k
szinnel, lesznek z, y, z egyforma szint, de kiilonb6z8 szdmok, (1 < z,y,z < N(k)) amelyekre z + y = z. 1 pont
Legyen M (k) = 1000N (k) és szinezziik ki az 1,2,..., M (k) szdmokat k szinnel. Legyen ¢ szine (1 < i < M(k)) C(i).
Ennek alapjdn készitsiik el az 1, 2, ... , N(k) szdmok C’ szinezesét a kovetkez8 médon. Minden j-re (1 < j < N(k))
legyen C’(j) = C(10007). 4 pont
A Schur tétel szerint tehét lesznek x, y, z egyforma szintl, (C'(z) = C'(y) = C'(z)) de kiilénb6z6 szdmok, (1 <
z,y,z < N(k)) amelyekre ¢ +y = z. 2 pont

Ekkor viszont az eredeti C szinezésben a = 1000x, b = 1000y, ¢ = 1000z kielégiti a feltételeket. Egyrészt C(a) = C'(x),
C(b) = C'(y), C(c) = C'(2), tehdt a, b, c egyforma szintiek. Mdsrészt a + b = 1000(x + y) = 1000z = c. Végiil pedig
nyilvén a,b,c > 1000 és a,b,c < M(k). 3 pont

5. A G egyszerli paros graf osztdlyai A és B. A kdvetkezd két dolgot tudjuk:
(1) minden a € A cstcs foka legaldbb 3,

(2) barmely két A-beli csticsnak pontosan két kozos szomszédja van (B-ben).
a. Bizonyitsuk be, hogy |A| < |B|.

b. Mutassuk meg, hogy csak a (2) feltételbél nem kovetkezik, hogy |A| < |B].

a. Legyen A = {ai1,aq,...,am}, B = {b1,bs,...,b,}. Konstrudljunk egy hipergrafot a B pontjain a kovetkez8 médon.

Minden i-re legyen A; a; szomszédainak a halmaza. 1 pont
Azt §llitjuk, hogy semelyik két halmaz sem egyenlé, vagyis ¢ # j-re A; # A;. Tegyiik fel, hogy A; = A;. A (2) feltétel
alapjén |A; N A;| = 2. Az (1) feltétel alapjdn |A;| > 3, tehdt itt |A; N A;| = |A;] > 3, ami ellentmondés. 3 pont
Vagyis semelyik két halmaz sem egyenlé. Ekkor viszont a alkalmazhatjuk a Fisher egyenl6tlenséget, mivel minden
1 # j-re |A; N Aj| = 2. Ennek alapjén pedig m < n, vagyis |A| < |B|. 3 pont

b. Legyen A egy tetszblegesen nagy halmaz, B pedig két ponti és hiizzuk be az Gsszes élt A és B kozé. Vagyis G a
K, 2 teljes paros graf. Ekkor (2) teljestil, de |A| > |B|. 3 pont

6. Az F C 2! halmazrendszerrél tudjuk, hogy minden A € F-hoz legfeljebb egy B € F létezik amelyre
B C A. Bizonyitsuk be, hogy

712(( )

Legyen F1 azon F-beli halmazok csaladja, amelyek tartalmaznak egy mésik F-beli halmazt, és legyen F2 azon F-beli
halmazok csaladja, amelyek nem tartalmaznak egy masik F-beli halmazt. Vilagos, hogy F1 és F» diszjunktak és az uniéjuk

éppen F. 4 pont
Azt allitjuk, hogy F1 és F» is Sperner rendszert alkot. Az F> csalddra ez nyilvdnvald, hiszen ezek a halmazok semmilyen
mas halmazt nem tartalmaznak. 1 pont
Legyen A, B € F; és tegyiik fel, hogy B C A. Ekkor Fi definicidja miatt van olyan C' € F; amelyre C C B. Ekkor
viszont C' C B C A, tehat A legaldbb két halmazt tartalmaz, ami ellentmond a feltételeknek. 3 pont
Mivel Fi és F» is Sperner rendszert alkot, a Sperner tétel alapjin |F| = |F1| + |F2| < 2(@72))' 2 pont



