Kombinatorika és grafelmélet I1
1. ZH, 2017. oktéber 9. 8.15-9.45, 1B 134.
Javitokules

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszdmokat tdjékoztaté jelleggel llapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld éllitds kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszdm megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondolatmenet megfeleld részének vgiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kidertll, &m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
megfelel$ részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az ttmutatoban szereplé pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak.

Szédmolési hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. A 100 éli G sikbarajzolt graf izomorf a dudlisaval, hdny csicsa van?

Legyen G* G dudlisa, n(G) (n(G*)) G illetve G* cstcsainak a szdma, t(G) (t(G*)) a tartomédnyoké. Ekkor ¢(G) =

n(G"). 3 pont
De mivel G és G* izomorfak, n(G) = n(G"), tehit n(G) = t(G). 3 pont
Mivel minden graf dudlisa osszefiiggd, G* is Osszefiiggs, tehdt G is. 2 pont
[rjuk fel az Euler formulét: n(G) — e(G) + t(G) = 2, vagyis n(G) — 100 + n(G) = 2, tehat n(G) = 51. 2 pont

2. Tetszbleges G sikbarajzolt gréifra legyen e(G) az élek, t(G) a tartomanyok szdma. Hatdrozzuk meg az
e(G) — 2t(G) mennyiség maximélis értékét, ha G tetszbleges n = 100 csicsi, egyszer(i sikbarajzolt graf lehet.

1. megoldds: Vegyiink hozza G-hez egy élt, legyen a kapott graf G’'. Nézziik meg, hogy véltozik az e — 2t mennyiség.

Természetesen e(G') = e(G) + 1. 1 pont
Ha az 14j él G két kiilonbozé komponensét koti dssze, akkor ¢(G') = t(G). Ekkor e(G') — 2t(G') = e(G) — 2t(G) + 1.
Tehat egy ilyen élt érdemes behtiznunk. Vagyis az a graf, amelyre e(G) — 2t(G) maximalis, osszefliggd. 4 pont

Ha az 4j él két vége G-nek ugyanabban a komponensében van, akkor t(G') = ¢(G) + 1. Ekkor e(G') — 2¢(G') =
e(G) — 2t(G) — 1. Tehdt egy ilyen élt nem szabad behdznunk, illetve ha van ilyen él, azt érdemes elvenni. Vagyis abban

a grafban, amelyre e(G) — 2¢(G) maximalis, nincs kor. 4 pont
Tehét a keresett graf egy fa. Ekkor e(G) = 99, t(G) =1, e(G) — 2t(G) = 97, ez a maximalis érték. 1 pont
2. megoldds: Legyen k(G) G komponenseinek a szdma. Az Euler formula alapjin n(G) — e(G) + t(G) = 1 + k(G).
Ebbdl e(G) — t(G) = n(G) — 1 — k(G) =99 — k(G). Vagyis e(G) — 2t(G) = 99 — t(G) — k(G). 4 pont
Minden G-re t(G) > 1 és k(G) > 1, tehdt e(G) — 2t(G) = 99 — t(G) — k(G) < 97. 4 pont

97 viszont el is érhetd, ha G egy fa, ekkor e(G) — 2t(G) = 99 — t(G) — k(G) = 97. Tehdt ennyi a maximum. 2 pont

3. A G gréf csicsal v1,v2,...,0,. A v; és v (i # j) csucsok pontosan akkor vannak sszekétve, ha i + j
oszthaté 4-gyel. Milyen n-re lesz G perfekt?

Legyen Vo ={ v; |[1=0mod4 }, Vi={vi|i=1mod4 }, Vo={ v |i=2mod4d }, Vs ={ v |i=3mod4 }.

2 pont
Ekkor G-ben Vj egy teljes grafot feszit, Vs is egy teljes grafot feszit, ezenkiviil Vi és V3 kéz6tt minden él be van huzva.
Maés €l nincs. 3 pont
Tehat G két teljes graf és egy teljes paros graf diszjunkt unidja. 2 pont
Viszont a teljes grafok és a péaros grafok (nem is kell, hogy teljes legyen) perfektek, ezért ezek unidja is az. Tehdt G
minden n-re perfekt. 3 pont
4. A G graf cstcsal v1,v9, ... ,v100. A v; ésv; (i > j) cstcsok pontosan akkor vannak &sszekétve, ha i = j+1,
illetve ha ¢ = 72 és j = 70. (Vagyis G-nek 100 éle van.)
Hasonldéan, a H graf cstcsai ui,us, ..., u100. Az u; és u; (i > j) csdesok pontosan akkor vannak Gsszekotve,

ha i = j+ 1, illetve ha i = 52 és j = 50. (Vagyis H-nak is 100 éle van.)
Bizonyitsuk be, hogy G és H gyengén izomorfak.

1. megoldas: A G graf egy haromszog, amelynek két csicsardl egy 69 és egy 28 hosszu tut 16g le. A H graf pedig egy
haromszog, amelynek két csicsardl egy 49 és egy 48 hosszu it 16g le. 3 pont



A Whitney tételbdl tudjuk, hogy van hdrom operdcid, amelyek ismétlésével (egy adott grafbol kiindulva) csupa
egymassal gyengén izomorf grafot kapunk. Ebbdl kettét fogunk hasznilni, az elvdgd csics mentén szétszedés és két

(kiilénb6z6 komponensben levd) cstcs Gsszeragasztisa. 3 pont
Vagjuk el G-t v21-nél és a levdgott 20 hosszu utat a V21-bol kapott végpontjandl ragasszuk ra vigo-ra. Igy éppen a
H-val izomorf grafot kaptunk,tehat a két graf gyengén izomorf. 4 pont

2. megoldas. A G graf egy haromszog, amelynek két csticsardl egy 69 és egy 28 hosszu it 16g le. A H graf pedig egy
haromszog, amelynek két csicsardl egy 49 és egy 48 hosszu it 16g le. 3 pont
Megadunk egy kor- és vagastarté bijekciot G és H élei kozott. G vagasai a haromszogon kiviili élek, illetve a haromszog
bérmely két éle. Egyetlen kore van, a hdromszog. Ugyanez igaz H-ra is. Tehdt feleltessuk meg egymadsnak tetszdlegesen
G és H haromszogon kiviili éleit, es feleltessiik meg G hdrom, haromszoget alkoté élét H harom, hiromszoget alkotd
élének. Ez a megfeleltetés kor- és vagastartd, tehat G és H gyengén izomorfak. 7 pont

3. megoldas. A G graf egy haromszog, amelynek két csiicsardl egy 69 és egy 28 hosszui ut 16g le. A H graf pedig egy

haromszog, amelynek két cstcsardl egy 49 és egy 48 hosszu it 16g le. 3 pont
A Whitney tételek alapjan elég beldtni, hogy van olyan dudlisa G-nek illetve H-nak, amelyek egymdssal izomorfak.
2 pont

Rajzoljuk le G-t gy, hogy a két lel6gé it a haromszogon kiviil van. Ekkor a dudlisdnak két csiicsa van, egy a végtelen
taroménynak felel meg, v, és egy a haromszog belsejének, b. Ekkor az utak miatt b 97-szer lesz 6nmagaval Gsszekove, a

héromszog miatt pedig v és b kozott lesz 3 parhuzamos él. 2 pont
Ha hasonléan lerajzoljuk H-t, akkor ugyanigy lithaté, hogy ugyanez a graf lesz a dudlisa. 2 pont
Tehat G és H gyengén izomorfak. 1 pont
5. G graf csicsai vy, va,...,Un. A v; és vj (i > j) cstcsok pontosan akkor vannak Gsszekétve, ha i nem

oszthaté j-vel. Milyen n-re lesz G perfekt?

Legyen v; = v; akkor és csak akkor, ha i oszthaté j-vel. Ez a reldcié reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, tehat ez

egy részbenrendezés. 3 pont
Legyenek a H graf csicsai vi,va,...,vn. A v; és v; (i > j) csicsok pontosan akkor vannak Gsszekotve, ha i oszthatd
j-vel. A H gréaf éppen a < részbenrendezés Gsszehasonitds grafja, tehdt perfekt. 4 pont
Csakhogy G éppen H komplementere, tehdt G is perfekt, minden n-re. 3 pont

6. A G 2017 csicsu Osszefliggd, sikbarajzolt graf dudlisa, G* egyszerii graf. Bizonyitsuk be, hogy G-nek van
egy legalabb 4-edfoku cstcsa.

Legyenek di, ..., d2017 a csucsok fokszdmai. Mivel G Osszefliggd, nincs izoldlt pontja, tehat d; > 0. 1 pont
Ha lenne 1-foki pont, annak az egyetlen élnek a dudlisban egy hurokél felelne meg, ami nem lehet, mert G* egyszerii
graf. Tehat d; > 1. 3 pont
Ha lenne 2-foki pont, annak a két élnek a dudlisban két parhuzamos él felelne meg, ami nem lehet, mert G* egyszerii
graf. Tehat d; > 2. 3 pont
Viszont nem lehet minden fokszam pontosan 3, mert akkor a fokszdmok Gsszege paratlan lenne, ami lehetetlen. Tehat
van legalabb 4-edfoku cstcs. 3 pont



