Kombinatorika és grafelmélet 2.

8. és 9. gyakorlat, 2017. oktéber 27 és november 3.
Ramsey, Turan

Ramsey tétel (grafokra, két szinnel): Minden k,! > 0 szdmokhoz van olyan (legkisebb) R = R(k, ) szdm, amelyre
igaz, hogy az R cstucsu teljes graf éleit tetszblegesen kiszinezve pirossal és kékkel, vagy van egy k csicsu teljes részgraf,

amelynek minden éle piros, vagy egy [ csticsti, amelynek minden éle kék. Erdds—Szekeres: R(k,1) < (¥/17?).

Ramsey tétel (grafokra, r szinnel): Minden r > 0, ki,k2,...,kr > 0 szdmokhoz van olyan (legkisebb) R =
R(ki,ka, ..., k) szdm, amelyre igaz, hogy az R csicsu teljes graf éleit tetsz8legesen kiszinezve az 1,2,...,r szinekkel,
valamilyen 1 < ¢ < r szamra vagy van egy k; cstcsu teljes részgraf, amelynek minden éle ¢ szint.

Ramsey tétel (k-uniform hipergrafokra, r szinnel): Minden r > 0, k > 2, k1, k2, ..., kr > 0 szdmokhoz van olyan
(legkisebb) R = Ry (k1, k2, ..., kr) szdm, amelyre igaz, hogy az R cstcsu teljes k-uniform hipergraf éleit tetszOlegesen
kiszinezve az 1,2,...,r szinekkel, valamilyen 1 < ¢ < r szamra vagy van egy k; csucsu teljes rész-hipergraf, amelynek

minden éle (k-asa) i szint.

Schur tétel: Minden ¢ > O-ra létezik olyan N = N(t¢) szdm, amelyre teljesiil, hogy akdrhogyan szinezzik ki az
1,2,..., N szamokat t szinnel, mindig lesznek olyan x,y, z egyszinli szamok, amelyekre x + y = z.

Van der Waerden tétel: Minden ¢,k > O-ra létezik olyan N = N(t,k) szdm, amelyre teljesiil, hogy akdrhogyan
szinezziik ki az 1,2, ..., N szdmokat ¢ szinnel, mindig lesz egy k tagi szamtani sorozat, amelynek a tagjai egysziniiek.

Tetszéleges H grafra ex(n, H) jeloli az n csicsd, H-t részgrafként nem tartalmazé gréfok maximélis élszamat,
Ex(n, H) pedig az n csicsd, H-t részgrafként nem tartalmazé, ex(n, H) éli grafok halmazat (izomorfia erejéig).

Legyen n,r > 1. Az n cstcst, r osztdlyd T(n,r) Turdn grafnak n csicsa van, r osztdlyba osztva a lehetd
legegyenletesebben: ha n = ar +b, r > b > 0, akkor b osztdlyban [n/r] csics van, r — b osztalyban pedig |n/r] darab.
Barmely két, kiillonb6zé osztalyhoz tartozd csics Ossze van kotve, az azonos osztdlyban levék nem.

Tetszbleges G gréfra legyen |E(G)| G éleinek a szama.

Turan tétel (1941). ex(n,K,1) = |E(T(n,r))|. Ha pedig G egy n cstcsi graf ami nem tartalmaz K,ii-et
részgraftként és |E(G)| = |E(T'(n,r))|, akkor G izomorf a T'(n,r) Turan graffal, azaz Ex(n, Ky+1) = T(n,r).

Erdés, K6vari, Sés, Turdn tétel (1954) Legyen r > s > 2. Egy n cstcsu grafnak, amely nem tartalmaz K, s—t
részgrafként legfeljebb cr,sn%l/ ? éle van, valamilyen ¢, s konstansra.

1. Mutassuk meg, hogy minden legaldbb 10 csiicsi G grafra w(G) > 4 vagy a(G) > 3.

2. Bizonyitsuk be, hogy R(3,3,3) < 17 és azt is, hogy R(3,4) = 9.

3. a. Egy teljes graf éleit kiszineztiik pirossal és kékkel. Bizonyitsuk be, hogy van egy feszit6fa, amelynek minden
éle ugyanolyan szini.
b. Igaz az allitas feszitofa helyett Hamilton uttal is?

4. (Mult heti hazi) Igazoljuk, hogy Rs(4,4) < 21.

5. Igazoljuk a kovetkezd egyenlétlenséget: Rs(k,l) < Rao(Rs(k—1,1), Rs(k,l—1)) + 1. Ez (nagysdgrendileg) milyen
felsé korldtot ad Rs(k, k)-ra?

6. Igazoljuk, hogy ¢ > 3 esetén Ri(ni,ne,...,nc) < Re(ni,n2,...,ne—2, Rt(ne—1,n.)) teljesil.

7. Tegyiik fel, hogy tudjuk, hogy a Van der Waerden tétel igaz 2 szin felhaszndlasdval, mutassuk meg ebbdl, hogy
igaz 3 szinnel is, s6t t&bb szinnel is.

8. Mutassuk meg, hogy minden k pozitiv egészhez létezik olyan N(k) kiiszob, hogy ha n > N(k) és az [n] :=
{1,2,...,n} halmaz részhalmazait k szinnel szinezziik, akkor léteznek az [n] halmaznak olyan diszjunkt X; és
X5 részhalmazai, hogy X1, X2 és X1 U X, szine megegyezik. Igaz-e az allitds, harom diszjunkt részhalmazra?
9. Legyen H(V, E) egy k—uniform hipergraf, amelynek kevesebb mint 2°~! éle van. Bizonyitsuk be, hogy H cstcsai
kiszinezhetOk pirossal és kékkel gy, hogy semelyik él sem egyszini.
10. (Végtelen Ramsey tétel) Egy végtelen sok csicsu teljes graf éleit kiszineztik két szinnel. Bizonyitsuk be, hogy
van egy végtelen sok csicsu teljes részgraf, amelynek minden éle ugyanolyan szint.

11. Mutassuk meg, hogy ha G n csicsi, egyszerti graf, akkor max(a(G),w(G)) > 1 +1log,n .
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Tegyiik fel, hogy a sik pontjait kiszinezte valaki pirosra és zoldre gy, hogy mindkét szint hasznélta. Mutassuk
meg, hogy mindenképpen keletkezett egymaéstdl egységnyi tdvolsdgban levé pontpér, melynek egyik tagja piros,
a masik zold! Igaz-e, hogy a sik ilyen kiszinezésekor biztosan taldlhaté olyan egységoldali szabdlyos hdromszog,
aminek cstcsai egyszintiek?

(Mult heti hézi feladat) Tegyiik fel, hogy a sik pontjait kiszinezte valaki pirosra és zoldre gy, hogy nincs két
z0ld pont egymastol egységtavolsagra. Legyen T egy tetszbleges haromszog. Bizonyitsuk be, hogy van egy T-vel
egybevagd haromszog, amelynek mind a hiarom csticsa piros.

Legyen a,, a természetes szamok tetszéleges szigorian nové végtelen sorozata. Mutassuk meg, hogy talalhaté
akarmilyen hosszi részsorozat, amelyben barmely két elem relativ prim, vagy semelyik két elem sem relativ prim.

KiszinezhetOk-e az egész szdmok két szinnel Ugy, hogy ne létezzen egyszinli végtelen szdmtani sorozat? H&t
mértani?

Mutassunk olyan (k — 1)? pontii grafot, amelyben nincs sem teljes k-as sem iires k-as!

(Mult heti hézi) P egy olyan sikbeli ponthalmaz, amelyben barmely két pont k6zotti tdvolsdg elgész és nincs az
Osszes pont egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy P véges sok pontbdl all.

Bizonyitsuk be, hogy minden n-hez létezik olyan K (n), hogy tetszéleges K (n) kiilonboz8 pont a sikon legaldbb
n kiilonb6z6 tavolsdgot hataroz meg.

Legfeljebb hany éle lehet egy n pontu grafnak, ha nincsen benne
e kor?
e pdratlan kor? (péros lehet)
e péros kor? (paratlan lehet)
e 2 élbél alls ut?
e sem 3 élbdl all6 ut, sem kor?
o feszitofa?
Egy 90 f6s tarsasdgbdl bizonyos parok leveleznek egymadssal. Akdrhogyan valasztunk ki koziiliik tiz embert,

ezek kozott mindig van legaldabb kettd, akik leveleznek egymaéssal. Bizonyitsuk be, hogy a levelezé parok szdma
legalabb 405.

Igazoljuk, hogy az n-cstcsi, m-osztalyd T, ,m Turan-graf pontosan akkor nem tartalmaz Hamilton-kort, ham = 2
és n paratlan.

Legyenek v1,v2,. .., v, sfkbeli vektorok, |v;| > 1. Legaldbb hény pérra lesz |v; 4+ v;| > 17
Legkevesebb hény cstcsa lehet egy haromszogmentes, egyszerli G grafnak, ha |E(G)| > 2|E(Ky)|?
Adott a stkon n, nem feltétlentil kiilonboz6 pont. Legfeljebb mennyi lehet az ezek koziil kivélaszthatd egységnyi

tavolsdgra levé pontpdrok szama?

Mutassuk meg, hogy sik n kiilonb6z6 pontja és n kiilonboz6 egyenese kozott legfeljebb c - n? illeszkedés lehet,
ahol ¢ alkalmas konstans. (Illeszkedés: egy (pont, egyenes) par, ahol a pont illeszkedik az egyenesre.)

Legfeljebb hény éle lehet egy n cstcsu grafnak, ha élei kiszinezhetdk dgy két szinnel, hogy ne keletkezzen egyszinii
haromszog.

Egy 49 csicsu grafnak 1030 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor a kromatikus szama legaldbb 8, és hogy pontosan
8 is lehet.

Egy n tagu tarsasagbdl barmely k ember kozott van 2 aki kezet fogott. Legaldbb hany kézfogds tortént?

Hazi feladat

1.

4.

Dontstiik el, hogy igaz-e a kovetkez6 allitdas. Minden n > 1-hez van olyan NN, hogy akdrhogyan szinezziik ki
az N elemii halmaz 6sszes részhalmazat két szinnel, talalhaté olyan n elemii részhalmaz, amelynek az Osszes
részhalmaza ugyanolyan szini.

Mutassuk meg, hogy minden k pozitiv egészhez létezik olyan N (k) kiiszob, hogy ha n > N(k) és az [n] :=
{1,2,...,n} halmaz részhalmazait k szinnel szinezziik, akkor léteznek az [n] halmaznak olyan diszjunkt X, és
X5 részhalmazai, hogy X1, X2 és X1 U X5 szine megegyezik. Igaz-e az allitds, hdrom diszjunkt részhalmazra?
a. Egy G gréfnak n csicsa van, és minden cstics fokszama legaldbb 100. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 100
hosszu (100 csicsi) utat!

b. Egy G grafnak n csicsa és e éle van, e > 100n. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 100 hosszd (100 cstcsi)
utat!

Mutassunk minden n-re olyan n csicst és e > 40n — 5000 éli grafot, amelyben nincs 100 hosszi (100 csiicsd) ut!



