Kombinatorika és grafelmélet 2.
11. gyakorlat, 2017 november 17.

Hipergrafok

Sperner tétel (1928) F C 2", minden A,B € Fre A ¢ B és B ¢ A. Ekkor |F| < (LnT/LQj)' Egyenl6ség
esetén F éppen [n]| Osszes |n/2], vagy az Osszes [n/2] elemfil részhalmazabdl &ll.

ErdSs — De Bruijn tétel (1948) F C 2" minden A € F-re |A| > 2, és tetszbleges 1 < i < j < n
szémokhoz pontosan egy A € F van, amelyre 4, j € A. Ekkor |F| =1 vagy |F| > n.

1.

a. Egy fanak legfeljebb hany dsszefiiggd részgrafjat valaszthatjuk ki ugy, hogy egyik kivalasztott részgraf
se legyen részgrafja egy masik kivalasztott részgrafnak? b. Egy fanak legfeljebb hany feszitett részgrafjat
valaszthatjuk ki ugy, hogy egyik kivalasztott részgraf se legyen részgrafja egy masik kivalasztott rész-
grafnak?

Legyen F Egy olyan halmazrendszer, ami nem tartalmaz s + 1 hosszi lancot (azaz Ay C Ay C -+ C
Ag+1 halmazokat). Bizonyitsuk be, hogy ZZ:O (J:—k) < s, ahol fi a k méretli halmazok szamat jeloli.
k

Legyen F C 22 olyan metsz6 halmazrendszer, amely minden tagjanak paros az elemszama. Mutassuk
meg, hogy F-nek legfeljebb 2272 tagija lehet.

Tegyiik fel, hogy a H = (V,&) hipergrafnak barmely két éle diszjunkt vagy az egyik tartalmazza a
masikat. Legfeljebb hany éle lehet H-nak?

Legfeljebb hany klubot alapithat MOD-3-FALVA n lakdja? Ha A; jeloli az i-dik klub tagsdgat, akkor
|A;| # 0 (mod 3) és minden ¢ # j-re |4; N A;| =0 (mod 3). (*)

Tegyiik fel, hogy a H = (V, &) hipergraf nem tartalmaz kort, azaz nincs olyan paronként kiilonboz6
csucsokbdl és hiperélekbol allé x1, Eq, 9, Eo, ... 2k, Bk, xp41 = 1 sorozat, ahol az E; él tartalmazza
az x; és ;11 csicsokat. Mutassuk meg, hogy ha (} nem éle H-nak és H Osszefiiggd is (azaz V nem
allithaté el6 két diszjunkt nemiires V; és Vo halmaz unidjaként dgy, hogy minden hiperél valamelyik
V; halmaz része), akkor igaz, hogy > {|F|—-1: E€&}=|V|-1.

Mutassunk olyan F C 2] halmazrendszert, hogy F barmely két tagjdnak metszete legaldbb két elemet
tartalmaz és | F| = 2"72. Létezhet ennél nagyobb halmazrendszer is a fenti tulajdonsdggal?

Hasznos igazsag: (Zkk) < 2%k=1 (S6t, < 2%%/\/k ha k elég nagy.)

Tegyiik fel, hogy k < n/3 és F C ([Z]) olyan k-uniform halmazrendszer, amelyben nincs hirom
paronként diszjunkt halmaz. Mutassuk meg, hogy |F| < 4(::})

Régi zarthelyi feladatok

1.

Tegyiik fel, hogy a gébmbon ugy adott 12, egyméstol nem feltétleniil kiillénboz6 pont, hogy azokbol
legalabb 49 kilonb6z6 egységtavolsiagra 1évé pontpar valaszthatd ki. Igazoljuk, hogy a gomb sugara
kisebb 1-nél.

Legfeljebb hany vektort tartalmazhat az X C {0, 1}™ halmaz, ha tetsz6leges u, v € X vektorokra létezik
olyan i € [n] koordinata, amire u; =1 és v, = 07
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2. Pét ZH, 2013. majus 14. 14.15-15.45, H 406

1. Az R(10,10) + 1 csticst graf éleit kiszineztiik hdrom szinnel, pirossal, kékkel és zolddel, de csak egy
él szine piros. Bizonyitsuk be, hogy taldlhaté egy 10 cstcsu teljes részgraf, amelynek minden éle ugyanolyan
szinfi.

2. Legyen k > 0 tetszéleges egész, és tegyiik fol, hogy ki van szinezve az Gsszes valds szam k szinnel.

Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan egyszinti, a, b, c > 0 szdmok, amelyekre a? + b? = 2.

3. F C 2R013] gy 10 és 20 elemti halmazokbdl 4116, metszé halmazrendszer. (A halmazrendszer semelyik
két halmaza sem diszjunkt.) Mennyi |F| lehetséges legnagyobb értéke?

4. G egy 100 csucsu és 3831 éli egyszerii graf. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 9, paronként éldiszjunkt
teljes 5 cstcsu részgrafot.

5. Az F C 2" halmazrendszerrdl tudjuk, hogy minden A € F-re |A| paratlan, de minden A, B € F-re
|A N B péros. Bizonyitsuk be, hogy
n
|F| < < )
[n/2]

6. Az {A}, Az, ..., Ay} C 2" halmazrendszerben minden i # j # k-ra |A;NA;| = |Ap N A;|. Bizonyitsuk
be, hogy m <n+ 1.



