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Halmazrendszerek, Erdds-Ko-Rado tétel, Fisher eqyenliotlenség

Erdds-Ko-Rado tétel. Ha F C 20" k -uniform halmazrendszer (k < n/2) azzal a tulajdonsdggal, hogy minden
A,B € F-re AN B # (), akkor |F| < (Z:i) és ennyi el is érhetd.

Fisher egyenlétlenség. F = {41, As,..., A, } C 2[" olyan halmazrendszer, hogy minden i # j esetén |A4; N
Ajl = A > 0. Ekkor m < n.

Frankl-Wilson tétel. Legyen L = {I,ls,...1,} és legyen F = {A1, Ay, ..., A} C 2" olyan halmazrendszer,
hogy minden i # j esetén |A; N A;| € L. Ekkor m < 37 (7).

Erd3s — De Bruijn tétel. F C 2"/ minden A € F-re |A] > 2, és tetszbleges 1 < i < j < n szdmokhoz pontosan
egy A € F van, amelyre i,j € A. Ekkor |F| = 1 vagy |F| > n.

1. Legyen n = pips - - - px, ahol minden p; > 1 és p; primszam. Hény osztéjat vélaszthatjuk ki n-nek ugy, hogy
semelyik két kivélasztott oszto se legyen relativ prim?

2. Artar kirdly n lovagjat felderité utakra kiildi. Minden nap k lovag megy portydzni. Ugyanaz a csapat nem
mehet kétszer és — hogy az informaciékat mindig mindenki megtudja — nem lehet két csapat, aminek nincs
kozos tagja. Hany napig lehet igy csapatokat Osszedllitani?

3. Adott sikon m egyenes. Tegyiik fel, hogy az egyenesek nem illeszkednek ugyanarra a pontra, es hogy az egye-
nesek koziil semelyik ketté sem parhuzamos. Bizonyitsuk be, hogy ezen egyenesek legalabb m metszéspontot
hatdroznak meg!

4. Novényvédo szerekkel valo kisérletezéshez a kovetkezOkre van sziikség. Legyen m féle novény és n kiillonb6z6
foldteriilet. Minden teriileten pont k féle névényt iiltetiink, minden névényt pont r teriiletre tiltetiink, és minden
nyovényparra pont [ olyan tertilet van, ahol mindenketto szerepel, r > [. Lassuk be, hogy n > m.

5. Van néhany k elemi halmazunk, barmely kett6 pontosan | pontban metszi egymast. Bizonyitsuk be, hogy
valamelyik elemet legfeljebb csak k halmaz tartalmazza.

6. Egy 100 elemt halmaznak 20 és 80 elemii részhalmazait valasztjuk ki tgy, hogy barmely ketté metszi egymast.
Legfeljebb hany részhalmazt lehet igy kivalasztani?

7. Mutassuk meg, hogy ha az F C 2" halmazrendszernek 2"~! tagja van és ezek koziil semelyik kettd sem
diszjunkt, akkor 1éteznek Fi, Fy € F olyan tagjai a rendszernek, amiknek pontosan egy ko6zos elemiik van.

8. Egy paros graf két osztilya A és B. Barmely két A-beli pontnak pontosan 97 kozos szomszédja van, és barmely
két B—beli pontnak pontosan 111. a. Mutassunk ilyen grafot. b. Bizonyitsuk be hogy nincs ilyen graf, amelyre
|A| = |B| = 1000.

9. Tegyiik fel, hogy k < n/2 és F C ([Z]) olyan metsz8é halmazrendszer, amire |F| = (Zj) Mutassuk meg, hogy
[n]-nek van olyan ¢ eleme, amit F minden tagja tartalmaz. (Az Erdés-Ko-Rado tétel egyenléség esete.)

10. Mutassunk olyan F C 2[" halmazrendszert, hogy F barmely két tagjdnak metszete legaldbb két elemet tartal-
maz és | F| = 27727 Létezhet-e ennél nagyobb halmazrendszer a fenti tulajdonsaggal?

Hasznos igazsdg: (Qkk) < 22k=1(S6t, < 22%//k ha k elég nagy.)

Hazi feladat

1. Tegyiik fel, hogy az F C 2[" halmazrendszernek nincs két diszjunkt tagja. Mutassuk meg, hogy van olyan F-t
tartalmazé F' C 2[" halmazrendszer, amire F’ metsz6 és | F/| = 2"~ 1.

2. Minden k > 1-re mutassunk olyan k-uniform hipergrafot, amely izomorf a dudlisaval.



