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Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztatd jelleggel llapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszdm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfeleld részének vgiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses 4llitds, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a megfeleld részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektol
eltérd de helyes megolddsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az ttmutatéban szerepldé pontozds intelligens

kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibaért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Adott a sikon 2'% gérbe. Bizonyitsuk be, hogy vagy van koztiik 50 olyan, amelyek paronként
diszjunktak, vagy 50 olyan, amelyek paronként metszik egymast.

Legyenek a gorbék g1, ga, ..., go100. Definidljunk egy G grafot a vy, vs,...,v9100 csicsokon. TetszOleges v; és
v; csics pontosan akkor legyen Osszekdtve éllel, ha g; és g; metszi egymaést. 3 pont
Az Erd8s-Szekeres tétel szerint R(k,[) < (kli_f), vagyis R(50,50) < (ig). 2 pont
Viszont (gg) < 298 hiszen (ZS) egy 98 elemii halmaz Gsszes 49 elemfi részhalmazainak a szama, 2% pedig
egy 98 elemi halmaz Gsszes, akarhany elemi részhalmazainak a szdma. Ebbé&l persze az is kovetkezik, hogy
(ZS) < 2100, 3 pont
Tehit a 219 csticsi G-ben mindenképpen van egy 50 csticst teljes, vagy egy 50 csticsu iires részgraf, ami 50
metsz6 vagy 50 diszjunkt gorbét jelent. 2 pont

2. Hatdrozzuk meg a 33 cstcsi, hiromszoget (teljes hdrmast) nem tartalmazéd, nem dsszefiiggd
grafok maximalis élszamat.

Tegylik fel, hogy a G graf 33 cstcsd, nem Gsszefiiggsd, nem tartalmaz héromszoget, és ezen feltételek mellett
a lehetd legtobb éle van. 1 pont
Ha a G grafnak hirom, vagy tébb komponense lenne, akkor behizhatnank egy élt két komponens kozé. A
kapott graf sem Osszefiiggd, nem tartalmaz haromszoget, és eggyel tobb éle van. Tehat a lehetd legtobb éli G
grafnak pontosan két Osszefiiggé komponense van. 2 pont
Legyen a két komponens G7 és Go, méretiik ny és no, ny + no = 33. A Turdn tétel alapjan G izomorf a
T, .2 Turan graffal, Go pedig a T, o Turdn graffal. Ezek teljes paros grafok, (majdnem) egyforma osztalyokkal,
legyenek ezek Aj, By, illetve As, Bs. 2 pont
Feltehetjiik, hogy n1 > ng, ekkor Gy valamelyik osztdlya nagyobb, mint G valamelyik osztalya, mondjuk
|A1| > |As|. Viszont ez azt jelenti, hogy ha dtrakunk egy csiicsot Bs-b6l Bi-be (tigy, hogy tovabbra is teljes
péros grafok legyenek), akkor t6bb éliink lesz, az 1j graf sem sszefiiggd és nem tartalmaz hdromszoget. 2 pont

Ezt egészen addig csindlhatjuk, amig az egyik komponens mar csak egy izolalt pontbdl all. 1 pont
Tehdt G méas nem lehet, csak egy Ts2 o Turdn graf, és egy izoldlt pont uniéja. Ennek pedig 162 = 256 éle
van. 2 pont

3. Bizonyitsuk be, hogy minden k-ra létezik egy M (k) a kovetkezd tulajdonsiggal. Akédrhogyan
szinezzik ki az 1,2,..., M (k) szdmokat k szinnel, 1éteznek olyan paronként kiilonbozé, egyszini, a, b, ¢
szamok, amelyekre a + 2b = 3c.

A Van der Waerden tétel szerint minden k-ra és n-re létezik egy (legkisebb) N = N(k,n) szdm azzal a

tulajdonsaggal, hogy akarhogyan szinezziik ki az 1,2,..., N szamokat k szinnel, lesz koztiikk egy egyszini n
hosszu szamtani sorozat. Pontosabban: 1éteznek olyan 1 < a7 < as < -+ < ap, < N szamok, amelyek szamtani
sorozatot alkotnak és egysziniek. 2 pont

Belatjuk, hogy M (k) < N(k,4). Szinezzik ki az 1,2,...,N(k,4) szdmokat k szinnel. Ekkor a Van der
Waerden tétel szerint 1éteznek olyan 1 < a1 < as < a3 < aq4 < N(k,4) szdmok, amelyek szdmtani sorozatot
alkotnak és egyszintiek. 4 pont



Legyen b = ay, ¢ = as, a = a4. Ekkor ¢ — b = a3z — a1, a — ¢ = a4 — as, tehdt a — ¢ = 2(c — b), dtrendezve
a+ 2b = 3c. 4 pont

4. F C 212015] egy 1000 és 1016 elemti halmazokbél 4116, metszé halmazrendszer. (A halmazrendszer
semelyik két halmaza sem diszjunkt.) Mennyi |F| lehetséges legnagyobb értéke?

Legyen
Fi1={A C[2015] |A € F,|A| = 1000},
és legyen
Fo={A C[2015] |A € F,|A| = 1016}.
1 pont
Mivel F; egy metsz6 halmazrendszer, az Erdés-Ko-Rado tétel alapjan |F;| < (2909194). 2 pont
Mivel F5 1016 elemii halmazokbdl &ll, ezért |Fa| < @312) 2 pont
Tehét [F| = |F1| + |2 < (pg) + Cora)- 1 pont
Ennyi el is érhetd, vegyiik az 1 elemet tartalmazé 100 elemii halmazokat és az Gsszes 1016 elemii halmazt.
Ez egy metsz6 halmazrendszer és éppen (2909194) + (fgig) halmazbdl all. 3 pont
Teh&t | F| lehetséges legnagyobb értéke (2909194) + (fgig) 1 pont

5. G egy paros graf A és B osztalyokkal. |A| = 19, |B| = 18. Tetsz6leges két A-beli csicsnak
pontosan egy kozos szomszédja van B-ben.
Bizonyitsuk be, hogy van harom olyan A-beli csics, amelyeknek van kozos szomszédja B-ben.

Legyenek A elemei aq,as,...,a19. Minden i-re (1 < i < 19) legyen B; C B a; szomszédainak a halmaza.
A feltétel szerint minden ¢ # j esetén |B; N B;j| = 1, mert a;-nek és a;-nek pontosan egy kozos szomszédja van
B-ben. 2 pont

Tegyiik fel, hogy a B; halmazok mind kiillonb6zoek. Ekkor a 18 elemii B halmaznak lenne 19 részhalmaza
azzal a tulajdonsaggal, hogy barmely ketté metszete pontosan 1 elemii. Csakhogy ez ellentmond a Fisher

egyenl6tlenségnek, amely szerint legfeljebb 18 ilyen részhalmaz lehet. 3 pont
Tehat van ket részhalmaz, mondjuk B; és Bo, amelyek egyenléek, vagyis By = By. De ekkor B; = By =
By N By és a feltétel szerint | By N Ba| = 1, ezért |By| = |Ba| = 1. 2 pont
Legyen By = By = {b}. Tudjuk, hogy |B; N Bs| is 1, ami itt azt jelenti, hogy b € Bs, vagyis a b elem a1, ag
és ag kozos szomszédja B-ben. 3 pont

6. Legyen n > 3. Az F C 2[ halmazrendszerré] tudjuk, hogy ha A, B € F, és A C B, akkor
|B| = n — 1. Bizonyitsuk be, hogy

|F| < (M/QD +n.

Mutassunk olyan halmazrendszert, amely kielégiti a fenti feltételt és éppen ennyi halmazbdl all.

Legyen
Fir={AcF||A=n-1}
és legyen
Fo={AcF||A #n—-1}
2 pont
Tegyiik fel, hogy A, A’ € F» és A C A’. Ekkor a feltétel szerint |A’| = n — 1, viszont az Fy-hoz tartozd
halmazok nem lehetnek n — 1 elemiiek. Ezért F5 Sperner rendszert alkot. 2 pont

Ezért a Sperner tétel szerint

71 ()



1 pont
Ugyanakkor, mivel F;-ben minden halmaz n — 1 elemfi,

\Fu| < (Ln”_ 1) =n.

|F| = |F| + | Pl < <Ln7/l2j> s

1 pont
Tehat

1 pont
Ennyi el is érhetd: Vegyiik az Osszes |n/2] elemil, és az Gsszes n — 1 elemi részhalmazt, ezekbél Gsszesen
éppen ennyi van, és kielégitik a feltételt. 3 pont



