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Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszdmokat tdjékoztatd jelleggel llapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam elott szerepld allitas kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeté gondolatmenet
megfeleld részének vgiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatb6l. Ha ez utébbi kideriil, 4&m a kérdéses &llitds, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a megfelel6 részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektol
eltérd de helyes megoldésokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az ttmutatéban szereplé pontozas intelligens

kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szémoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Bizonyitsuk be, hogy R(3,3,6) < R(3,3,5) + 2R(3,6).

(R(k1,ka,...,kny) a legkisebb R szdm azzal a tulajdonsdggal, hogy egy teljes R csicsu graf éleit
akarhogy szinezziik az 1,2, ..., m szinekkel, valamilyen i—re lesz egy k; csicsu teljes részgraf, amelynek
az Osszes éle i szinti.)

Azt kell bebizonyitani, hogy egy R = R(3,3,5) + 2R(3,6) cstcsu teljes graf éleit akdrhogyan szinezziik
pirossal, kékkel és zolddel, vagy lesz egy 3 csicsu teljes részgraf (hdromszog), amelynek az Osszes éle piros,
vagy egy haromszog, amelynek az Gsszes éle kék, vagy egy 6 csicsu teljes részgraf, amelynek az Osszes éle zold.
Vegytink tehdt egy R = R(3,3,5) +2R(3,6) csticsit Ky teljes grafot és szinezziik ki az éleit az pirossal, kékkel és
zolddel. 1 pont

Legyen v K tetszOleges csiicsa. Innen R —1 él indul ki. Tehdt ezek koziil vagy legaldbb R(3,6) darab piros,
vagy legaldbb R(3,6) darab kék, vagy pedig legaldbb R(3,3,5) darab zold. Hiszen ellenkezd esetben Osszesen is
csak R(3,3,5) — 1+ R(3,6) — 1+ R(3,6) — 1 = R — 3 él indulhatna ki v-bél. 2 pont

Tegyiik fel, hogy legaldbb R(3,6) darab piros él indul ki v-bél. Legyenek vy, vs, ..., vy a v-bol induld piros
élek végpontjai, m > R(3,6). Ha valamelyik v;v; él piros, akkor vv,v; egy piros haromszog, tehat készen

vagyunk. Ha viszont vy, va, ..., vy kozott az Osszes él kék vagy zold, akkor, mivel m > R(3,6), taldlhatunk egy
haromszoget, amelynek az Osszes éle kék, vagy egy 6 csucsu teljes részgrafot, amelynek az Osszes éle zold, tehat
megint készen vagyunk. 3 pont

Ha legaldbb R(3,6) darab kék él indul ki v-bél, akkor pontosan ugyantgy jarhatunk el, mint az e§bb. 1 pont

Végiil tegyiik fel, hogy legaldbb R(3, 3,5) darab zold él indul ki v-bol. Legyen vy, va, . . ., vy, a v-bél indulé zold
élek végpontjai, m > R(3,3,5). Mivel m > R(3,3,5), v1,va, ...,V kozott taldlhat6 egy hdromszog, amelynek
az Osszes éle piros, vagy egy haromszog, amelynek az Osszes éle kék, vagy pedig egy 5 csucsu teljes részgraf,
amelynek az 6sszes éle zold. Az elsd két esetben kész vagyunk, a harmadik esetben az 5 cstcsi teljes részgrafhoz
amelynek az Osszes éle zold, hozzavehetjik v-t, igy kapunk egy 6 cstcsu teljes részgrafot amelynek az Osszes éle
z0ld, kész. 3 pont

2. A G grafnak 60 csicsa és 1500 éle van. Bizonyitsuk be, hogy tartalmaz 3, 4, 5, 6 és 7 hosszu
kort.

Ha G tartalmaz egy teljes 7 csuicsu részgrafot, akkor ez a részgraf tartalmaz 3, 4, 5, 6 és 7 hosszu kort, tehat
kész vagyunk. 3 pont
Tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz teljes 7 csicsu részgréfot. A Turdn tetel alapjdn egy 60 csicsu, Kr-et
nem tartalmazé G grafnak legfeljebb annyi éle van, mint a 759 ¢ Turdn grafnak, és ha éppen ennyi éle van, akkor

izomorf T 6-tal. 2 pont
A Tgo,6 Turdn grafnak 100 (g) = 1500 éle van, éppen annyi, mint a mi G' grafunknak. Tehat G éppen a Tg 6
Turan graf. 3 pont
A Ty 6 grafban viszont nagyon konnyt taldlni 3, 4, 5, 6 és 7 hosszi kérdket. A 3, 4, 5, 6 hosszt korokhoz pl
egyszerlien veszunk egy-egy pontot kiillonboz6 osztalyokban. A 7 hosszu kérhoz vegyiik a vy, va, ..., vy pontokat
gy, hogy mind kiilénbozd osztalyban van, kivéve vy és v3, 6k ugyanabban az osztalyban. 2 pont



3. Bizonyitsuk be, hogy minden k-ra létezik egy M (k) a kovetkez6 tulajdonsdggal. Akarhogyan
szinezzik ki az 1,2,..., M (k) szdmokat k szinnel, 1éteznek olyan pdronként kiilonb6z6 egyszini, a, b, ¢
szadmok, amelyekre b —a = 10(c — a).

A Van der Waerden tétel szerint minden k-ra és n-re létezik egy (legkisebb) N = N(k,n) szdm azzal a

tulajdonsaggal, hogy akarhogyan szinezziik ki az 1,2,..., N szamokat k szinnel, lesz koztiikk egy egyszini n
hosszu szamtani sorozat. Pontosabban: 1éteznek olyan 1 < a7 < as < --- < a, < N szamok, amelyek szamtani
sorozatot alkotnak és egysziniek. 2 pont

Beldtjuk, hogy M (k) < N(k,11). Szinezziik ki az 1,2,...,N(k,11) szdmokat k szinnel. Ekkor a Van der
Waerden tétel szerint léteznek olyan 1 < a1 < as < -+ < a11 < N(k,11) szdmok, amelyek szdmtani sorozatot
alkotnak és egyszintiek. 4 pont

Legyen d a szamtani sorozatunk kiilonbsége. Ekkor as = a1 + d, a;1 = a1 + 10d. Legyen a1 = a, as = b és
a1 = ¢, ekkor tehdt b —a = 10(c — a) és a, b, ¢ egyszintiek. 4 pont

4. F C 212015] egy 1000 és 1015 elemti halmazokbél 4116, metsz8 halmazrendszer. (A halmazrendszer
semelyik két halmaza sem diszjunkt.) Mennyi |F| lehetséges legnagyobb értéke?

Egy 1000 elemi részhalmaznak a komplementere éppen egy 1015 elemii részhalmaz, ennek alapjan az 1000
és 1015 elemii részhalmazok parba allithaték. Mivel F egy metszé halmazrendszer, a komplementer parok koziil

legfeljebb egy lehet benne. 3 pont
[ 2015 2015

Tehdt || < (o13) = (Soo0)- 2 pont

Ennyi viszont el is érhet6, vegyik az 0sszes 1015 elemil részhalmazt, barmely ketto metszi egymést, mert

2015 < 2-1015. 4 pont

Tehét | F| lehetséges legnagyobb értéke (fgg) = @gég) 1 pont

5. G egy paros graf A és B osztalyokkal. |A| = 20, |B| = 18. Tetsz6leges két A-beli csticsnak
pontosan egy kozos szomszédja van B-ben.

Bizonyitsuk be, hogy van legalabb két olyan A-beli csics, amelyeknek pontosan egy-egy B-beli
szomszédja van.

Legyenek A elemei aq,as,...,as. Minden i-re (1 < i < 20) legyen B; C B a; szomszédainak a halmaza.
A feltétel szerint minden i # j esetén |B; N Bj| = 1, mert a,-nek és a;-nek pontosan egy kézos szomszédja van
B-ben. 3 pont

Tegyiik fel, hogy a B; halmazok mind kiilonbozoek. Ekkor a 18 elemii B halmaznak lenne 20 részhalmaza
azzal a tulajdonsaggal, hogy barmely ketté metszete pontosan 1 elemii. Csakhogy ez ellentmond a Fisher
egyenl6tlenségnek, amely szerint legfeljebb 18 ilyen részhalmaz lehet. 4 pont

Tehat van ket részhalmaz, mondjuk B; és Bs, amelyek egyenléek, vagyis By = By. De ekkor B; = By =
BN By és a feltétel szerint |By N Ba| = 1, ezért |By| = |Ba| = 1, vagyis a;-nek és as-nek pontosan egy-egy B-beli
szomszédja van. (Rdaddsul ugyanaz!) 3 pont

6. Az F C 2" halmazrendszerrél tudjuk, hogy ha A, B € F, és A C B, akkor |A| péros, |B| pedig
paratlan. Bizonyitsuk be, hogy
n
7| < 2( )
[n/2]

Fi1={Ae F||A| péros}

Legyen

és legyen
Fo={ Aec F||A| paratlan}.

4 pont



Tegyiik fel, hogy A, A’ € Fy és A C A’. Ekkor a feltétel szerint |A’| pédratlan, viszont az Fj-hez tartozé
halmazok mind péros méretiiek. Hasonléan, ha A, A’ € F» és A C A’. Ekkor a feltétel szerint |A| pdros, viszont
az Fi-hez tartozé halmazok mind paratlan méretiek. Ezért F; és Fy is Sperner rendszert alkot. 4 pont

Ezért a Sperner tétel szerint

Fl= A+ 17 <2y )

2 pont



