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Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszdmokat tajékoztaté jelleggel llapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszdm megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeté gondolatmenet megfelel részének vgiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kidertil, &m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
megfelel részpontszadm legaldbb részben jir. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az ttmutatdban szereplé pontozas intelligens kozelitésével meghatiarozott ardnyos részpontszamok jarnak.

Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

1. Egy 6sszefiiggd G sikbarajzolt grafnak 100 csticsa van. Dudlisa, G*, egyszer(i, paros graf. Bizonyitsuk be,
hogy G—nek legaldbb 200 éle van.

G-nek nem lehet izolalt pontja, mert Gsszefiiggo. 2 pont
1 fokid pontja sem lehet, mert annak G*-ban egy hurokél felelne meg, de G* egyszer(i graf. 2 pont
2 foki pontja sem lehet, mert annak G*-ban két parhuzamos él felelne meg, de G* egyszerii graf. 2 pont
3 fok pontja sem lehet, mert annak G*-ban egy hdromszog (hdrom hosszi kor) felelne meg, de G* paros graf. 2 pont
Tehat G-ben a minimadlis fokszdm 4. Ezért, ha e jeloli az élek szamat, d1, . .., dioo a fokszdmokat, akkor 2e = lei(i di >
S°1%% 4 = 400, tehdt e > 200. 2 pont

2. Tetszoleges G gréfra legyen 3G a kovetkezd graf. Vessziik G harom diszjunkt példanyat, és az egymésnak
megfelel6 cstcsokat a kiilonb6zé példanyokban Osszekotjiik.
Bizonyitsuk be, hogy ha G sikgraf, akkor a 3G gréf listaszinezési szdma legfeljebb 7. (Vagyis ch(3G) < 7.)

Legyen 3G-ben G hirom példénya G1, G2, Gs. Tegyiik fel, hogy 3G minden v csicsdhoz tartozik egy L(v) 7 elemi

szinlista. 1 pont
Thomassen tétele szerint minden sikgraf 5-listaszinezhetd. 1 pont
Tehat szinezzik ki el6szor G1-et az adott listakrol. 2 pont

Tekintsiik most G illetve G5 tetszdleges cstcsat, v-t. Az ennek megfelels csics Gi-ben u. Ha szerepel az L(v) listdn
u szine, akkor huzzuk ki! Végezziik ezt el G2 és G3 minden csicsara. Ekkor G2 és Gs minden v csiicsdhoz tartozik egy
L’ (v), legaldbb 6 hosszi szinlista. Thomassen tétele szerint ezekrdl a litakrdl ki tudjuk szinezni Ga-t. Ugyhogy szinezziik
is ki. 3 pont
Most legyen G3 tetszdleges csticsa v. Az ennek megfeleld cstics Ga-ben u. Ha szerepel az L'(v) listdn u szine, akkor
hizzuk kil Végezziik ezt el G5 minden csticsidra. Ekkor G minden v csticsdhoz tartozik egy L'(v), legaldbb 5 hosszii

szinlista. Thomassen tétele szerint ezekrél a litakrol ki tudjuk szinezni Gs-t. 2 pont
Ezzel kiszineztiik 3G-t az adott listakrdl. 1 pont
3. TetszOleges n csicst G sikbarajzolt grafra legyenek dy,ds,...,d, a cstcsok fokszdmai, t = ¢(G) a tar-
tomanyok szama, és legyenek Fy, Fy, ..., F; a tartoméanyok (beleértve a végtelen tartomdnyt is). |F;| jelentse

az F; tartomdny hatdrdn 1évé élek szamét (ha egy él mindkét oldalérdl F;—t hatarolja, akkor kétszer szdmoljuk).

Hatarozzuk meg az
n

S@) =S (R -5+ d;

i=1 i=1

mennyiség maximumat, ha G tetszoleges n = 100 cstcsu, egyszeri sikbarajzolt graf lehet.

Legyen e G éleinek a szdma. s(G) = 2221 (|Fi| —5) + >0 | di = 2e — 5t 4 2e = 4e — 5t. 2 pont
Ha G nem 6sszefiiggd és behuzunk egy élt G-be, amely két kiilonb6z6 komponenst kot 6ssze, akkor e 1-gyel nd, ¢ pedig
véltozatlan marad. Tehdt s(G) néggyel né. 2 pont
Ha elhagyjuk G-bél egy kor egyik élét, akkor akkor e is és t is 1-gyel csokken, tehédt s(G) 1-gyel nd. 2 pont
Tehat s(G) akkor maximadlis, ha G 6sszefiiggd, de nincs benne kér. Vagyis G egy 100 cstcst fa. 2 pont
Ekkor s(G) =4e —5t=4-99—5-1=391. 2 pont



4. A G és H Osszefiiggd grafok 100 cstcsiak, mindkettében pontosan egy kor van, és ez az egyetlen kor
mindkét grafban 4 hosszu. Bizonyitsuk be, hogy G és H gyengén izomorfak.

Hagyjuk el G egyik olyan élét, amely a 4 hosszd korében van. A kapott G’ graf 6sszefiiggd, de nincs benne kor, vagyis

fa. 3 pont
Ezért 99 éle van. Ebb6l kovetkezik, hogy G-nek pontosan 100 éle van. 2 pont
Pontosan ugyanigy bizonyithatjuk, hogy H-nak is pontosan 100 éle van. 1 pont

Legyenek eq,ea,...,e100 G élei, és tegyiik fel, hogy e, e2, e3, e4 alkotjdk a 4 hosszu kort. Ekkor a tobbi 96 él elvagd
él. Hasonldéan, legyenek f1, fa2,..., fioo H élei, és tegylik fel, hogy fi1, f2, f3, fa alkotjik a 4 hosszu kort. Ekkor a tobbi 96

él itt is elvago él. 2 pont
Tehat az e; «—— fi, ¢ = 1,2,...,100 egy bijekciét ad G és H élei kozott, amely kor- és végastartd. Ezért G és H
gyengén izomorfak. 2 pont

5. G olyan graf, hogy négy élét elvéve sikgrafot kapunk. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 8.

Legyen uiv1, usv2, usvs, usvs G négy éle. Hagyjuk el ezeket az éleket G-bél, legyen a kapott graf G'. 2 pont
A G’ graf sikgraf, tehat a Négyszintétel miatt G’ csticsai kiszinezheték négy szinnel. 3 pont
Szinezzik at a v1, v2, vs, va csucsokat négy 14j szinnel és tegylik vissza az uivi, uzve, usvs, usvs G éleket. 3 pont
Ezzel G érvényes szinezését kaptuk 8 szinnel. 2 pont

6. Legyen G(V, E) egy graf, amelyre E = Ey U Ey, G1(V, Ey) és Go(V, E3) perfektek, |V| = 251. Bizonyitsuk
be, hogy G tartalmaz egy teljes hatost, vagy egy tires tizenegyest. (Hat pontot, amelyek vagy mind dssze vannak
kotve, vagy tizenegyet, amelyek koziil semelyik kettd sincs Osszekotve.)

Ha x(G1) > 6, akkor, mivel G1 perfekt, x(G1) = w(G1), vagyis G1 tartalmaz egy teljes hatost, ezért G is tartalmaz

egy teljes hatost, tehat kész vagyunk. 2 pont
Tegyiik fel, hogy x(G1) < 5. Szinezziik ki G1-et 5 szinnel. Valamelyik szinosztaly legaldbb 51 csicsot fog tartalmazni,
legyen ezen csticsok halmaza V’. Természetesen V' egy fiiggetlen halmaz G;-ben. 3 pont
Legyen G5 = Ga(V'), G2 V' &ltal feszitett részgrafja. Nyilvan G% is perfekt, tehat x(G%) = w(GY). 2 pont
Ha x(G%) = w(G%) > 6, akkor G tartalmaz egy teljes hat csicsi részgrafot, ami nyilvan a G grafban is egy teljes
hatos tehat kész vagyunk. 2 pont

Ha pedig x(G%) = w(G5) < 5, akkor G% kiszinezhetd legfeljebb 6t szinnel, tehédt az egyik szinosztaly mérete legaldbb
[61/5] = 11, és ez egy fiiggetlen halmazt alkot G5-ben, {gy Go-ben is, viszont V' vélasztdsa miatt Gi-ben is. Tehét ez
egy lres tizenegyes G-ben. 3 pont



