Kombinatorika és grafelmélet I1
1. ZH, 2015. marcius 16. 10.15-11.45, E 505.
Javitokules

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztatd jelleggel llapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszadm megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeté gondolatmenet megfeleld részének vgiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kidertll, &m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
megfelel részpontszdm legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az ttmutatéban szereplé pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott ardanyos részpontszamok jarnak.

Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Egy Osszefiiggd G sikbarajzolt grafnak 200 cstucsa és 395 éle van. G-ben minden csics foka paros.
Bizonyitsuk be, hogy G dudlisa nem egyszerli graf.

Elég bebizonyitani, hogy G-nek van méasodfoku csiicsa, mert ennek G dudlisdban két parhuzamos él felel meg. Tegyiik

fel, hogy G-nek nincs méasodfoki csicsa. Legyenek a fokszdmok di,ds2, ..., d200, az élek szdma e = 395. 3 pont
Mivel G 6sszefiiggd, nincs 0-ad foku cstics (izoldlt pont) sem. 1 pont
Mivel minden cstics foka péaros, ebbdl az kdvetkezik, hogy minden cstcs foka d; > 4. 2 pont
Ekkor viszont 790 = 2e = Y -00 d; > >°2%0 4 = 800, ami ellentmondas. 3 pont
Tehéat G-nek van méasodfoku csicsa, ekkor viszont dudlisa nem egyszerti graf. 1 pont

2. Tegyiik fel, hogy G egy egyszerii, legaldbb 7 csiicsi graf és barmelyik két csicsit (és a rajuk illeszkedd
éleket) elhagyva sikgrafot kapunk. Bizonyitsuk be, hogy G kromatikus szédma x(G) < 5.

G biztos, hogy nem egy teljes graf. Ha az lenne, akkor tartalmazna egy teljes 7 csicsu grafot, ebbdl pedig két pontot
elhagyva még mindig marad egy Ks, ami nem sikgraf. Ez elentmondana a feltevésnek. Ezek szerint van G-nek két nem

szomszédos csicsa, u és v. 4 pont
Szinezziik ki u-t és v-t egyardnt az 1-es szinnel. 2 pont
G\ {u,v} a feltétel szerint sikgraf, tehdt a Négyszintétel szerint kiszinezhetd a 2, 3, 4, 5, szinekkel. 3 pont
Ezzel kiszineztiik G-t 5 szinnel. 1 pont
3. Tetszbleges n csicst G sfkbarajzolt grafra legyenek dy,ds, ..., d, a cstcsok fokszdmai, t = t(G) a tar-
tomdnyok szdma, és legyenek Fy, Fy, ..., F; a tartoményok (beleértve a végtelen tartomdnyt is). |F;| jelentse

az F; tartomény hatdrdn 16v6 élek szdmat (ha egy él mindkét oldalérdl F;—t hatdrolja, akkor kétszer szdmoljuk).
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t n
S@) =S (R -1+ > d,
i=1 i=1

mennyiség maximumat és minimumat, ha G tetszoleges n = 100 csticst, egyszeri sikbarajzolt graf lehet.

Legyen e G éleinek a szdma. s(G) = Z:Zl (|Fs| —1)+ 377" di =2e —t+2e = 4e — L. 2 pont
Ha behuzunk egy élt G-be, akkor 4e 4-gyel né, t pedig vagy 1l-gyel né, vagy véltozatlan marad. Tehat egy él
hozzdadésaval s(G) legaldbb harommal nd. 3 pont
Ezért s(G) akkor maximalis, ha G egy maximadlis sikgraf (hdromszogelés), ekkor e = 3-100—6 = 294, ¢t = 2-100—4 = 196
(ezt tanultuk, kénnyen kijon az Euler formuldbdl) ekkor s(G) = 4 - 294 — 196 = 980. 3 pont
Végiil s(G) akkor minimélis, ha G-nek egyéltaldn nincs éle, ekkor e =0,t =1, s(G) =4-0—1=—1. 2 pont

4. A G és H gréafok 100 csucsiak, mindkettének 100 éle van, mindkettd Gsszefliggd és mindkettd tartalmaz
haromszoget (harom hosszi kort). Bizonyitsuk be, hogy G és H gyengén izomorfak.

Legyenek e1,ea,...,e100 G élei, és tegylik fel, hogy e1, e2, e3 haromszdget alkotnak. Hagyjuk el G-bdl valamelyiket e
hérom él kéziil, vagyis tekintsiik a G’ = G \ e; gréfot, ahol i = 1,2, vagy 3. 2 pont
G’ tovabbra is 6sszefiiggd, 100 csticsa és 99 éle van. Tehat G’ egy fa. 2 pont
Vagyis G PONTOSAN egy hdromszoget tartalmaz, ennek barmelyik élét elhagyva egy fat kapunk. Ezek szerint
e1, ez, e3 alkotjak az egyetlen kort, a tobbi 97 él elvagd él. 2 pont



Hasonléan, ha fi, fo,..., fico H élei, ahol f1, f2, fs haromszoget alkotnak, akkor f1, f2, f3 alkotjdk az egyetlen kort

H-ban, a tobbi 97 él elvagd él. 2 pont
Tehét az e; <— fi, = 1,2,...,100 egy bijekciét ad G és H élei kozott, amely kor- és vigastartd. Ezért G és H
gyengén izomorfak. 2 pont

5. TetszOleges G grafra legyen 2G a kovetkezd graf. Vessziikk G két diszjunkt példanyét, és az egymésnak
megfelel6 csticsokat a két példanyban Gsszekotjiik.

Bizonyitsuk be, hogy ha G sikgraf, akkor a 2G graf listaszinezési szdma legfeljebb 7, vagyis ch(2G) < 7.
(Valéjaban ch(2G) < 6 is igaz.)

1. megoldds: Azt fogjuk beldtni, hogy ch(2G) < 6. Legyen 2G-ben G egyik példénya G1, masik példdnya G2. Tegylik

fel, hogy 2G minden v csicsdhoz tartozik egy L(v) 6 elemi szinlista. 1 pont
Thomassen tétele szerint minden sikgraf 5-listaszinezhetd. 2 pont
Tehat szinezzik ki el6szor G1-et az adott listakrol. 2 pont

Tekintsiik most G2 tetszdleges csicsét, v-t. Ennek megfelel6 csics Gi-ben u. Ha szerepel az L(v) listdn u szine, akkor
hizzuk kil Végezziik ezt el G2 minden cstcsdra. Ekkor G2 minden v csticsdhoz tartozik egy L'(v), legaldbb 5 hosszi
szinlista. Thomassen tétele szerint ezekrdl a litakrdl ki tudjuk szinezni Ga-t. Ezzel kiszineztiik 2G-t az adott listakrol.

5 pont

2. megoldés: Indukciéval bizonyitunk n-re, G csicsainak a szdméra. Ha n < 3 akkor az allitas trividlis. 2 pont
Legyen most G adott, n > 4 cstcsu és tegyiik fel, hogy kevesebb csicsu grafokra mar beldttuk az &allitdst. Legyen
2G-ben G egyik példdnya G1, méasik példénya G2. Tegylik fel, hogy 2G minden v csicsdhoz tartozik egy L(v) 7 elemil

szinlista. 1 pont
Tudjuk, hogy minden sikgrafnak van legfeljebb 6todfoku csicsa. Legyen tehdat G-ben v foka legfeljebb 5, a v-nek
megfelel6 csicsok Gi-ben illetve Ga-ben v illetve vs. 2 pont
Az indukciés feltevés szerint a 2G \ {vi,v2} = 2(G \ {v}) gréfot ki tudjuk szinezni az adott listakrdl, tehat szinezzik
is kil 2 pont

Vegyiik ehhez hozzd vi-et. Ennek legfeljebb csak 6t szomszédja van a 2G \ {v1,v2} grafban, tehédt ki tudjuk szinezni
mert 7 hosszi a listdja. Most vegyiik be vo-t, ennek is legfeljebb csak 6t szomszédja van a 2G \ {v1,v2} grafban, plusz
még v; is a szomszédja. De igy is ki tudjuk szinezni mert 7 hosszu a listdja. Ezzel bebizonyitottuk az allitédst. 3 pont

6. Legyen G(V, E) egy graf, amelyre E = E; U Ey, G1(V, Ey) perfekt, Go(V, E3) paros graf, és |V] = 193.
Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz egy teljes hetest, vagy egy iires tizenhetest. (Hét pontot, amelyek vagy mind
Ossze vannak kotve, vagy tizenhetet, amelyek koziil semelyik kettd sincs Osszekotve.)

Mivel G2 péros, az egyik osztalya legaldbb [193/2] = 97 csticst, legyen ez V', ez egy fiiggetlen halmaz G2-ben. 3 pont

Legyen G| = G1(V'), G1 V' &ltal feszitett részgrafja. Nyilvan G is perfekt, tehat x(G}) = w(G?Y). 2 pont
Ha x(G1) = w(G1) > 7, akkor G} tartalmaz egy teljes hét csiicsu részgrafot, ami nyilvan a G grafban is egy teljes
hetes, tehat kész vagyunk. 2 pont

Ha pedig x(G') = w(G") < 6, akkor G kiszinezhetd legfeljebb hat szinnel, tehat az egyik szinosztdly mérete legalabb
[97/6] = 17, és ez egy fliggetlen halmazt alkot G'-ban, igy Gi-ben is, viszont V' vélasztdsa miatt Go-ben is. Tehét ez
egy ires tizenhetes G-ben. 3 pont



