Kombinatorika és grafelmélet 1.

6. gyakorlat, 2015. marcius 17.

Ramsey elmélet bevezetés

Ramsey tétel (grafokra, két szinnel): Minden k,l > 0 szdmokhoz van olyan (legkisebb) R = R(k,l)
szam, amelyre igaz, hogy az R cstcsu teljes graf éleit tetszolegesen kiszinezve pirossal és kékkel, vagy
van egy k csucsu teljes részgraf, amelynek minden éle piros, vagy egy [ cstcsu, amelynek minden éle kék.

” . k412
Erd8s-Szekeres: R(k,1) < ("7'77).

Ramsey tétel (grafokra, r szinnel): Minden r > 0, k1, ko, ..., k. > 0 szdmokhoz van olyan (legkisebb)
R = R(ki,ka,..., k) szdm, amelyre igaz, hogy az R cstcsu teljes graf éleit tetszolegesen kiszinezve az
1,2,...,r szinekkel, valamilyen 1 < ¢ < r szdmra vagy van egy k; csucsu teljes részgraf, amelynek minden
éle i szint.

1. a. Mutassuk meg, hogy minden legaldbb 6 csiicsii G grafra w(G) > 3 vagy a(G) > 3.
b. Mutassuk meg, hogy minden legalabb 10 csticst G grifra w(G) > 4 vagy o(G) > 3.

2. Bizonyitsuk be, hogy R(3,3,3) < 17 és azt is, hogy R(3,4) = 9.

3. a. Egy teljes graf éleit kiszineztiik pirossal és kékkel. Bizonyitsuk be, hogy van egy feszitéfa, amely-
nek minden éle ugyanolyan szini.

b. Igaz az allitas feszit6fa helyett Hamilton uttal is?

4. A sik pontjait kiszinezte valaki pirosra, fehérre és zoldre. Igazoljuk, hogy mindenképpen keletkezett
egyszini, egymastdl egységnyi tavolsagban levé pontpar!

5. Igazoljuk, hogy a ki lehet szinezni a sik pontjait 9 szinnel ugy, hogy ne legyen egyszinii, egymastdl
egységnyi tavolsagban levé pontpar! Igazoljuk az allitast 7 szinnel is.

6. Tegyiik fel, hogy a sik pontjait kiszinezte valaki pirosra és zoldre gy, hogy mindkét szint hasznalta.
Mutassuk meg, hogy mindenképpen keletkezett egymastol egységnyi téavolsagban levé pontpar,
melynek egyik tagja piros, a masik zdld! Igaz-e, hogy a sik ilyen kiszinezésekor biztosan taldlhaté
olyan egységoldalu szabdalyos haromszog, aminek csicsai egysziniiek?

7. (Végtelen Ramsey tétel) Egy végtelen sok csticsu teljes graf éleit kiszineztiik két szinnel. Bizonyitsuk
be, hogy van egy végtelen sok csicsu teljes részgraf, amelynek minden éle ugyanolyan szinii.

8. Legyen a, a természetes szamok tetszoleges szigorian nové végtelen sorozata. Mutassuk meg, hogy
talalhat6 akdrmilyen hosszi részsorozat, amelyben barmely két elem relativ prim, vagy semelyik
két elem sem relativ prim.

9. Kiszinezheték-e az egész szamok két szinnel 1gy, hogy ne létezzen egyszinii végtelen szdmtani
sorozat? Hat mértani?

10. Mutassunk olyan (k — 1)? ponti grafot, amelyben nincs sem teljes k-as sem iires k-as!
Hazi feladat

1. A Facebook Kombi2 Royal Club s(s + 1)/2 tagjara az teljesiil, hogy barmely hérmat kivélasztva,
van ezek kozott legaldbb ketto, akik ismerik egymast. Mutassuk meg, hogy biztosan van s olyan
Kombi2 Royal Club tag, akik egymést mindannyian ismerik!

2. Tegyiik fel, hogy a sik pontjait kiszinezte valaki pirosra és zoldre gy, hogy nincs két zdld pont
egymastol egységtavolsagra. Legyen T egy tetszéleges hdromszog. Bizonyitsuk be, hogy van egy
T-vel egybevago haromszog, amelynek mind a harom cstcsa piros.



