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Jav́ıtókulcs

Az útmutató mintamegoldásokat tartalmaz. A pontszámokat tájékoztató jelleggel állaṕıtottuk meg, az értékelés

egységeśıtése céljából. Egy pontszám előtt szereplő álĺıtás kimondása, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott

pontszám megszerzését. Az adott részpontszám meǵıtélésenk az a feltétele, hogy a megoldáshoz vezető gondolatmenet

megfelelő részének végiggondolása világosan kiderüljön a dolgozatból. Ha ez utóbbi kiderül, ám a kérdéses álĺıtás, tétel,

defińıció nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszám legalább részben jár. Természetesen az ismertetettektől eltérő,

ám helyes megoldásokért teljes pontszámok, részmegoldásokért pedig az útmutatóbeli pontozás intelligens közeĺıtésével

meghatározott arányos részpontszámok járnak. Számolási hibáért általában (hibánként) 1 pontot vonunk le.

1. a. Bizonýıtsuk be, hogy R(3, 3, k) ≤ R(6, k).
b. Bizonýıtsuk be, hogy R(3, 3, k) ≤ (k + 4)5.

(R(k1, k2, . . . , km) a legkisebb R szám azzal a tulajdonsággal, hogy egy teljes R csúcsú gráf
éleit akárhogy sźınezzük az 1, 2, . . . ,m sźınekkel, valamilyen i–re lesz egy ki csúcsú teljes részgráf,
amelynek az összes éle i sźınű.)

a. Tekintsünk egy R(6, k) csúcsú teljes gráfot, és sźınezzük ki az éleit az 1, 2, 3 sźınekkel. Be kell látnunk, hogy
mindenképpen lesz egy háromszög, amelynek minden éle 1 sźınű, vagy egy háromszög, amelynek minden éle 2 sźınű, vagy
egy teljes k csúcsú részgráf, amelynek minden éle 3 sźınű. 2 pont

Módośıtsuk a sźınezést úgy, hogy az 1 és a 2 sźınű éleket átsźınezzük 12 sźınűre. 2 pont
R(6, k) defińıciója szerint ebben az új sźınezésben található egy teljes 6 csúcsú részgráf, amelynek minden éle 12 sźınű

vagy egy teljes k csúcsú részgráf, amelynek minden éle 3 sźınű. 1 pont
Az első esetben ennek a teljes 6 csúcsú gráfnak az eredeti sźınezésben minden éle 1 vagy 2 sźınű, és mivel R(3, 3) = 6,

(ezt tanultuk is, de nagyon könnyű belátni) ezért található egy háromszög, amelynek minden éle 1 sźınű, vagy egy
háromszög, amelynek minden éle 2 sźınű. 2 pont

A második esetben ez az eredeti sźınezésben is egy k csúcsú részgráf, amelynek minden éle 3 sźınű, tehát készen
vagyunk. 1 pont

b. Az Erdős–Szekeres–féle felső korlát és az a. rész alapján R(3, 3, k) ≤ R(6, k) ≤
(

k+4
5

)

= (k+4)(k+3)(k+2)(k+1)k
5!

<
(k + 4)5. 2 pont

2. Legyen k > 0 tetszőleges egész, és tegyük föl, hogy ki van sźınezve az összes egész szám k
sźınnel. Bizonýıtsuk be, hogy léteznek olyan egysźınű, a, b, c > 1 számok, amelyekre a · b = c.

Legyen S : Z −→ {1, 2, . . . , k} az egész számok egy tetszőleges sźınezése k sźınnel. Definiáljunk a pozit́ıv egész
számoknak egy S′ : N+ −→ {1, 2, . . . , k} sźınezését a következő módon. Tetszőleges m > 0-ra legyen S′(m) = S(2m).

5 pont
A Schur tétel alapján az S′ sźınezésben találhatóak olyan egyforma sźınű, x, y, z > 0 számok, (vagyis S′(x) = S′(y) =

S′(z)) amelyekre x + y = z. 3 pont
De ekkor az a = 2x, b = 2y, c = 2z számokra S(a) = S(b) = S(c), a, b, c > 1 és a · b = c. 2 pont

3. G egy egyszerű páros gráf A és B osztályokkal, |A| = 85, |B| = 10. Minden A–beli
pontnak 4 a foka és bármely két A–beli pontnak legfeljebb 3 közös szomszédja van. Bizonýıtsuk
be, hogy van két A–beli pont, amelyeknek nincs közös szomszédja.

Legyenek A csúcsai a1, a2, . . . , a85, és minden i-re (1 ≤ i ≤ 85) legyen Bi ⊂ B ai szomszédainak a halmaza. 2 pont
Tudjuk, hogy minden i-re |Bi| = 4 és a feltétel szerint minden i 6= j-re |Bi ∩ Bj | ≤ 3, tehát a Bi halmazok mind

különbözők. 2 pont
Az Erdős-Ko-Rado tétel szerint ha F egy 10 elemű halmaz 4 elemű részhalmazaiból álló metsző halmazrendszer, akkor

|F| ≤
(

9
3

)

= 84. 3 pont



De mivel most eggyel több, 85 részhalmazunk van, valamelyik kettö, mondjuk Bi és Bj diszjunktak, akkor viszont
ai-nek és aj-nek nincs közös szomszédja. 3 pont

4. G egy 100 csúcsú és 2500 élű gráf. Bizonýıtsuk be, hogy G tartalmaz három vagy négy
hosszúságú kört.

1. megoldás: Tegyük fel, hogy G-ben nincs háromszög. Ekkor, a Turán tétel szerint, G-nek legfeljebb annyi éle van,
mint a 100 csúcsú, 2 osztályú T (100, 2) Turán gráfnak, ha pedig éppen ennyi éle van, akkor G izomorf T (n, 2)-vel. 4 pont

A T (100, 2) Turán gráf éppen egy K50,50 teljes páros gráf, amelynek 2500 éle van, annyi mint G-nek, tehát G izomorf
K50,50-nel. 3 pont

Viszont K50,50-ben bőven találhatunk négy hosszú köröket! 3 pont

2. megoldás: Tegyük fel, hogy a G 100 csúcsú gráfban nincs 4 hosszú kör. Legyenek a fokszaámok d1, d2, . . . , d100, az
átlagfokszám d̄ = (d1 + d2 + · · · + d100)/100.

Legyen U a 2 hosszú utak száma. Mivel egy d fokú csúcs éppen
(

d

2

)

darab 2 hosszú út közepe,

U =

100
∑

i=1

(

di

2

)

.

3 pont
Ugyanakkor egy pontpár legfeljebb egy 2 hosszú útnak lehet a két vége, mert nincs 4 hosszú kör, tehát

U ≤

(

100

2

)

.

3 pont
Felhasználva, hogy az y =

(

x

2

)

függvény konvex,

100 ·

(

d̄

2

)

≤
100
∑

i=1

(

di

2

)

= U ≤

(

100

2

)

tehát d̄(d̄ − 1) ≤ 198, ezért d̄ ≤ 14. 3 pont
Vagyis G-nek legfeljebb (14 · 100)/2 = 700 éle lehet. Tehát ha 2500 éle van, akkor már BŐVEN van négy hosszú kör.

1 pont

5. Az F ⊆ 2[n] halmazrendszerről tudjuk, hogy ha A,B ∈ F , és A ⊂ B, akkor |A| = 2.
Bizonýıtsuk be, hogy

|F| ≤ 2

(

n

⌊n/2⌋

)

.

1. megoldás: Legyen
F1 = { A ∈ F | van B ∈ F amelyre A ⊂ B}

és legyen
F2 = F \ F1.

2 pont
Az álĺıtjuk, hogy F1 és F2 is Sperner rendszert alkot. 2 pont
Tegyük fel, hogy A, A′ ∈ F1 és A ⊂ A′. Mivel A′ ∈ F1, létezik olyan B ∈ F amelyre A′ ⊂ B. Tehát A ⊂ A′ ⊂ B. A

feltetelek szerint viszont ekkor |A| = |A′| = 2 ami nem lehetséges. 2 pont
Most legyen A ∈ F2. Mivel A 6∈ F1, nem létezik olyan B ∈ F amelyre A ⊂ B. 2 pont
Mivel F1 és F2 is Sperner rendszert alkot, a Sperner tétel szerint

|F| = |F1| + |F2| ≤ 2

(

n

⌊n/2⌋

)

.

2 pont



2. megoldás: Legyen
F1 = { A ∈ F | |A| = 2}

és legyen
F2 = { A ∈ F | |A| 6= 2}.

2 pont
Az álĺıtjuk, hogy F1 és F2 is Sperner rendszert alkot. 2 pont
Tegyük fel, hogy A, A′ ∈ F1 és A ⊂ A′. Ekkor |A| = |A′| = 2 lenne, ami lehetetlen. 2 pont
Most tegyük fel, hogy A, A′ ∈ F2 és A ⊂ A′. Mivel |A| 6= 2, ez is lehetetlen. 2 pont
Mivel F1 és F2 is Sperner rendszert alkot, a Sperner tétel szerint

|F| = |F1| + |F2| ≤ 2

(

n

⌊n/2⌋

)

.

2 pont

6. {A1, A2, . . . , A12} ⊆ 2[10]. Minden i 6= j-re |Ai ∪ Aj| = 9. Bizonýıtsuk be, hogy van olyan
i 6= j, amelyre Ai = Aj.

Tegyük fel, hogy az A1, A2, . . . , A12 halmazok mind különbözők. 1 pont
Legyen minden i-re (1 ≤ i ≤ 12) Bi = Āi vagyis Ai komplementere, persze a B1, B2, . . . , B12 halmazok is mind

különbözők. 2 pont
A feltétel szerint minden i 6= j-re |Bi ∩ Bj | = 1. 3 pont
Viszont ekkor a Fisher egyenlőtlenség szerint legfeljebb 10 ilyen halmazunk lehetne, ami ellentmondás, hiszen a feltétel

szerint 12 különböző halmazunk van. 3 pont
Tehát hibás a feltevésünk, hogy az A1, A2, . . . , A12 halmazok mind különbözők, van olyan i 6= j, amelyre Ai = Aj .

1 pont


