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Az tdtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondolatmenet
megfeleld részének végiggondolasa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektél eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. a. Bizonyitsuk be, hogy R(3,3,k) < R(6, k).

b. Bizonyitsuk be, hogy R(3,3,k) < (k +4)°.

(R(ky, ks, ..., ky) alegkisebb R szam azzal a tulajdonsdggal, hogy egy teljes R csicsu graf
éleit akarhogy szinezziik az 1,2, ..., m szinekkel, valamilyen i—re lesz egy k; csticsu teljes részgraf,
amelynek az Osszes éle i szinti.)

a. Tekintsiink egy R(6,k) cstcsu teljes grafot, és szinezziik ki az éleit az 1, 2, 3 szinekkel. Be kell ldtnunk, hogy
mindenképpen lesz egy haromszog, amelynek minden éle 1 szinfi, vagy egy haromszog, amelynek minden éle 2 szin{i, vagy

egy teljes k csucsu részgraf, amelynek minden éle 3 szinii. 2 pont
Médositsuk a szinezést gy, hogy az 1 és a 2 szini éleket atszinezziik 12 szintre. 2 pont
R(6, k) definiciéja szerint ebben az 4j szinezésben taldlhatd egy teljes 6 csicsu részgraf, amelynek minden éle 12 szint
vagy egy teljes k csicsu részgrif, amelynek minden éle 3 szinii. 1 pont

Az elsd esetben ennek a teljes 6 csicst grafnak az eredeti szinezésben minden éle 1 vagy 2 szinfi, és mivel R(3,3) = 6,
(ezt tanultuk is, de nagyon konny(i beldtni) ezért taldlhaté egy hiromszog, amelynek minden éle 1 szinli, vagy egy

héromszog, amelynek minden éle 2 szini. 2 pont
A maésodik esetben ez az eredeti szinezésben is egy k csticsi részgraf, amelynek minden éle 3 szint, tehat készen
vagyunk. 1 pont
b. Az Erdds—Szekeres—féle felsd korlat és az a. rész alapjan R(3,3,k) < R(6,k) < (k;4) = (k+4)(k+3>5(!k+2)(k+l>k <
(k + 4)°. 2 pont

2. Legyen k > 0 tetszoleges egész, és tegyiik fol, hogy ki van szinezve az 6sszes egész szam k
szinnel. Bizonyitsuk be, hogy 1éteznek olyan egyszint, a, b, ¢ > 1 szamok, amelyekre a - b = c.

Legyen S : Z — {1,2,...,k} az egész szamok egy tetszOleges szinezése k szinnel. Definidljunk a pozitiv egész
szdmoknak egy S’ : N — {1,2,... k} szinezését a kdvetkezd médon. Tetszéleges m > O-ra legyen S'(m) = S(2™).
5 pont

A Schur tétel alapjdn az S’ szinezésben talalhatéak olyan egyforma szinfi, z,y, 2 > 0 szamok, (vagyis S'(z) = S'(y) =
S’(z)) amelyekre x +y = 2. 3 pont
De ekkor az a = 2%, b = 2¥, ¢ = 2% szdmokra S(a) = S(b) = S(c), a,b,c >1ésa-b=c. 2 pont

3. G egy egyszerii paros graf A és B osztalyokkal, |A| = 85, |B| = 10. Minden A-beli
pontnak 4 a foka és barmely két A-beli pontnak legfeljebb 3 k6z0s szomszédja van. Bizonyitsuk
be, hogy van két A-beli pont, amelyeknek nincs kozos szomszédja.

Legyenek A csucsai a1, az,...,ass, és minden i-re (1 < i < 85) legyen B; C B a; szomszédainak a halmaza. 2 pont
Tudjuk, hogy minden i-re |B;| = 4 és a feltétel szerint minden ¢ # j-re |B; N B;| < 3, tehdt a B; halmazok mind
kiilénbo6zok. 2 pont

Az Erdés-Ko-Rado tétel szerint ha F egy 10 elemii halmaz 4 elemii részhalmazaibdl allé6 metsz6 halmazrendszer, akkor
|7 < (5) = 84. 3 pont



De mivel most eggyel tobb, 85 részhalmazunk van, valamelyik kettd, mondjuk B; és B; diszjunktak, akkor viszont
a;-nek és aj-nek nincs koz0s szomszédja. 3 pont

4. G egy 100 csucesu és 2500 élu graf. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz harom vagy négy
hosszusagu kort.

1. megoldas: Tegyiik fel, hogy G-ben nincs haromszog. Ekkor, a Turan tétel szerint, G-nek legfeljebb annyi éle van,
mint a 100 csticsu, 2 osztélyd T'(100, 2) Turdn grafnak, ha pedig éppen ennyi éle van, akkor G izomorf T'(n, 2)-vel. 4 pont
A T(100,2) Turdn graf éppen egy Kso,50 teljes paros graf, amelynek 2500 éle van, annyi mint G-nek, tehat G izomorf
K50’50—nel. 3 pOIlt
Viszont K350 50-ben béven taldlhatunk négy hosszi koroket! 3 pont

2. megoldds: Tegytik fel, hogy a G 100 csticsu grafban nincs 4 hosszu kor. Legyenek a fokszadmok di,dz, . . ., d1oo, az
atlagfokszédm d = (d1 + d2 + - - - + d100)/100.
Legyen U a 2 hosszi utak szama. Mivel egy d fokud cstics éppen (g) darab 2 hosszu ut kozepe,

100 dz
03 (%)

3 pont
Ugyanakkor egy pontpar legfeljebb egy 2 hosszu dtnak lehet a két vége, mert nincs 4 hosszi kor, tehat
100
< .
3 pont
Felhasznélva, hogy az y = (‘"2”) fiiggvény konvex,
2 100
d d; 100
100 - < =U<
o (§) <5 ()= ()
tehdt d(d — 1) < 198, ezért d < 14. ) 3 pont
Vagyis G-nek legfeljebb (14 - 100)/2 = 700 éle lehet. Tehét ha 2500 éle van, akkor mér BOVEN van négy hosszi kor.
1 pont

5. Az F C 2" halmazrendszerrdl tudjuk, hogy ha A,B € F, és A C B, akkor |A| = 2.
Bizonyitsuk be, hogy

7121 )

Fir={ A€ F|van B € F amelyre A C B}

1. megoldés: Legyen

és legyen
Fo=F\ Fi.
2 pont
Az allitjuk, hogy Fi és F» is Sperner rendszert alkot. 2 pont
Tegyiik fel, hogy A, A’ € F, és A C A’. Mivel A’ € Fi, 1étezik olyan B € F amelyre A’ C B. Tehat AC A’ C B. A
feltetelek szerint viszont ekkor |A| = |A’| = 2 ami nem lehetséges. 2 pont
Most legyen A € Fo. Mivel A € Fi, nem létezik olyan B € F amelyre A C B. 2 pont

Mivel F1 és F» is Sperner rendszert alkot, a Sperner tétel szerint

|F| = |F1] + | F| < 2<Ln/2J>

2 pont



2. megoldas: Legyen
Fi={AcF||A =2}

és legyen
Fo={AecF||Al #2}.
2 pont
Az allitjuk, hogy Fi és F» is Sperner rendszert alkot. 2 pont
Tegyiik fel, hogy A, A’ € F1 és A C A’. Ekkor |A| = |A’| = 2 lenne, ami lehetetlen. 2 pont
Most tegyiik fel, hogy A, A’ € F» és A C A’. Mivel |A| # 2, ez is lehetetlen. 2 pont
Mivel F1 és F» is Sperner rendszert alkot, a Sperner tétel szerint
Fl = 1A+ 1R <2
= |/ 2| < .
[n/2]
2 pont

6. {A1, Ag, ..., Ajp} C 219 Minden i # j-re |A; U A;] = 9. Bizonyitsuk be, hogy van olyan
i # 7, amelyre A, = A;.

Tegytik fel, hogy az A1, As, ..., A12 halmazok mind kiilénb6z6k. 1 pont
Legyen minden i-re (1 < i < 12) B; = A; vagyis A; komplementere, persze a Bi, Bs,..., B2 halmazok is mind
kiilénbo6zok. 2 pont
A feltétel szerint minden i # j-re |B; N B;| = 1. 3 pont
Viszont ekkor a Fisher egyenlotlenség szerint legfeljebb 10 ilyen halmazunk lehetne, ami ellentmondas, hiszen a feltétel
szerint 12 kiilonb6z6 halmazunk van. 3 pont

Tehat hibas a feltevésiink, hogy az Ai, Aa, ..., A12 halmazok mind kiilénbozok, van olyan i # j, amelyre A; = Aj;.
1 pont



