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1. POt ZH, 2013. majus 14. 14.15-15.45, H 406
Javitdkulcs

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszadm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfelel6 részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allités, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az utmutatébeli pontozéas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. A G egyszerli, osszefliggd, sikbarajzolt grafnak n > 3 cstcsa van, és nem tartalmaz 3, 4
és 5 hosszu kort. Bizonyitsuk be, hogy G dudlisa, G*, nem egyszeri graf.

Tegytik fel, hogy G* egyszer(i graf. G* minden csticsa megfelel egy tartomdnynak, a fokszdma pedig egyenlé a megfelels

tartomanyt hatdrold élek szamdéval. 2 pont
Mivel G-ben nincs 3, 4 és 5 hosszi kor, minden tartomanyat legalabb 6 él hatérolja. 3 pont
Tehat G* minden csicsdnak a foka legaldbb 6. 2 pont
Jelolje t G* cstcsainak a szdmdt. A fentiek szerint G*-nak legaldbb 6t/2 = 3t éle van, ami lehetetlen, mert egy
egyszerl, t csucsu sikgrafnak legfeljebb 3t — 6 éle lehet. 3 pont

2. Legyen G(V, E) egy graf, amelyre £ = Ey U Ey, G1(V, Ey) és a Go(V, E») is fa.
a. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 4. (Vagyis két fa uniéjanak kromatikus szama legfeljebb 4.)
b. Mutassunk olyan grafot, amely két fa unidja, és kromatikus szama 4.

a. 1. megoldds: Jelolje n G cstcsainak a szamat. A kovetkezé 4llitdst bizonyitjuk be, indukciéval: két erdd (kérmentes
graf) unidja kiszinezheté négy szinnel. n < 4-ra nyilvdnvaldan igaz, hiszen minden csicsot szinezhetiink k616nb6z6 szintire.

Tegytik fel, hogy n > 4 és kevesebb csiicsu grafokra mér belattuk az allitast. 2 pont
G1(V, Ev) és G2(V, E2) egy erdd, ezért mindkettének legfeljebb n — 1 éle van. 2 pont
Ebbél kévetkezik hogy G-nek legfeljebb 2n — 2 éle van, tehat van egy v cstcsa, amelynek a foka legfeljebb 3. 2 pont
A G\ v graf is teljesiti a feltételeket, tehdt az indukcids feltevés szerint kiszinezhetd 4 szinnel. 1 pont
A v csticsnak csak 3 szomszédja van, igy a négy szin koziil legalabb egy kiilonbozik ezek szinétél, ezzel kiszinezhetjiik

v-t. 2 pont

a. 2. megoldds: A fék paros gréfok, ezért kiszinezheték 2 szinnel. Szinezziik ki G1(V, E1) csicsait a P és K szinekkel,

és szinezziik ki G2(V, E2) csucsait az 1 és 2 szinekkel. 3 pont
Tekintsiik ennek a két szinezésnek a szorzatdt, vagyis minden pont kapja a (P, 1), (K, 1), (P, 2), (K, 2), szinek
valamelyikét a két eredeti szinnek megfelelGen. 3 pont
Ez egy j6 szinezés négy szinnel. Ha két pont 6ssze van kétve G-ben, akkor vagy Gi-ben vagy Ga-ben is 0ssze vannak
kotve, ezért G1 vagy G2 szinezésben kiilonb6zé szint kaptak. Ezért a szorzat-sziniik is kiillonb6zé. 3 pont
b. A teljes 4 csicsu graf éppen két 3 hosszi it unidja, és kromatikus szama 4. 1 pont
3. Tetszbleges n csucsu G sikbarajzolt grafra legyenek dy,ds, ..., d, a csicsok fokszamai,
t = t(G) a tartoményok szama, és legyenek Fiy, Fy, ..., F; a tartoményok (beleértve a végtelen

tartoményt is). |F;| jelentse az F; tartomdany hataran 1évé élek szamét (ha egy él mindkét
oldalardl hatarolja a tartoményt, akkor kétszer szamoljuk). Legyen

t n
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Hatérozzuk meg a és b értékét gy, hogy s(G) értéke ugyanannyi legyen minden, legaldbb 3
csucsu, egyszeri, Osszefliggd, sikbarajzolt G grafra.

Legyen n = n(G), e = e(G) és t = t(G) G csucsainak, éleinek és tartoményainak a szdma. s(G) = Z:zl (|Fi| + a) +

22;1 (di +b) = ZE:I |F5| + at + Z?:I di + bn = 4e + at + bn. 4 pont
Az Euler formula alapjan minden, legaldbb 3 csticst, egyszer(i, Osszefliggd, sikbarajzolt G grafra n — e + ¢t = 2. Tehdt
4e —4n — 4t = —8. 3 pont
Valasszuk a és b értékét egyarant —4-nek, ekkor 4e + at + bn = 4e — 4n — 4t = —8, minden, a feltételeknek eleget tevd
G gréfra. 3 pont
4. Legyenek G csticsai vy, vg, ..., Uy, v; és v; kozott akkor és csak akkor van ¢él, ha ¢ + j nem

oszthaté 3-mal. Milyen n-re lesz G perfekt?

Legyen Vi, Vi és Vi azon csicsok halmaza, amelyeknek az indexe 3-mal osztva rendre 0, 1 és 2 maradekot ad. A
gyenge perfekt graf tétel szerint egy graf perfekt akkor és csak akkor, ha a komplementere perfekt. Ugyhogy vizsgédljuk G
komplementerét, G-t. Itt két csiics akkor és csak akkor van 6sszekStve, ha i + j oszthaté 3-mal. 3 pont

Vagyis Vo egy teljes grafot feszit, ezenkiviill minden Vi-beli csiics Gssze van kétve minden Va-beli csiicesal. Mas él
nincs. 4 pont

Tehét G egy teljes és egy teljes paros graf diszjunkt uniéja. Mindkettérdl tudjuk, hogy perfekt, igy a diszjunkt unidjuk
is az. Tehdt G minden n-re perfekt, ezért G is minden n-re perfekt. 3 pont

5. G egy n csucsu graf, dy, ds, ..., d; azok a fokszamok G-ben, amelyek nagyobbak, mint 2.
Tudjuk, hogy dy + ds + - - - + di, < 17. Bizonyitsuk be, hogy G sikgraf.

Tegyiik fel, hogy G nem sikgraf. Ekkor a Kuratowski tétel szerint tartalmaz egy topologikus K5-6t, vagy topologikus

K3 3-at. 4 pont
Tehat vagy van hat cstcsa (a topologikus K3 3 f6 cstcsai), amelyeknek a foka legaldbb 3, vagy 6t cstcsa (a topologikus
K5 {8 csticsai), amelyeknek a foka legaldbb 5. 3 pont
Els6 esetben di + da + - - - + di, > 18, a masodik esetben meg di + d2 + - - - + d, > 20, mindkettd lehetetlen. Tehat G
sikgraf. 3 pont

6. 10000 ember sorban all a Kombi 2 vizsgan. Bizonyitsuk be, hogy vagy talalhato 100
ember a sorban ugy, hogy e 100 ember kozott aki hatrabb all, az mindig alacsonyabb az elébbre
allonal, vagy pedig talalhaté 100 ember a sorban 1gy, hogy e 100 ember kozott aki hatrabb all,
az mindig magasabb az elobbre allénal.

Legyenek az emberek a sorban, el6lr6l hatrafele szamozva E1, E2, ..., Fioo00. Definidjunk egy < részbenrendezést a
10000 ember kozott a kdvetkez6 médon. E; < Ej; akkor és csak akkor, ha ¢ < j és E; magasabb mint Ej. 4 pont
A Diworth tétel (vagy a duélis Dilworth tétel, vagy az Osszehasonlitds—grafok perfektsége) alapjén az ({En1, Eo, ...,
E10000}, <) részbenrendezett halmazban vagy van egy 100 hosszi ldnc, vagy egy 100 hosszi antildnc. 3 pont
Az els6 esetben ez éppen 100 embert jelent gy, hogy aki hatrabb &ll, az alacsonyabb az el6bbre allénal, a masodik
esetben pedig éppen forditva, ez éppen 100 ember gy, hogy aki hatrabb all, az magasabb az el6bbre allénal. 3 pont



