Kombinatorika és grafelmélet 2.

7. gyakorlat, 2013. marcius 26.
Ramsey elmélet folytatas

Ramsey tétel (grafokra, két szinnel): Minden k,l > 0 szdmokhoz van olyan (legkisebb) R = R(k,l) szdm,
amelyre igaz, hogy az R csicsu teljes graf éleit tetszélegesen kiszinezve pirossal és kékkel, vagy van egy k
csucsu teljes részgraf, amelynek minden éle piros, vagy egy [ csicsd, amelynek minden éle kék. Erdés—Szekeres:

k41—2
R(k,1) < ( P )

Ramsey tétel (grafokra, r szinnel): Minden r > 0, ki,k2,...,kr > 0 szdmokhoz van olyan (legkisebb)
R = R(ki,k2,...,kr) szdm, amelyre igaz, hogy az R csicsu teljes graf éleit tetszdlegesen kiszinezve az 1,2,...,r
szinekkel, valamilyen 1 < ¢ < r szdmra vagy van egy k; csicsu teljes részgraf, amelynek minden éle ¢ szinii.

Ramsey tétel (k-uniform hipergréfokra, r szinnel): Minden r > 0, k > 2, ki,k2,...,kr > 0 szdmokhoz
van olyan (legkisebb) R = R (k1,k2,...,kr) szdm, amelyre igaz, hogy az R csicsu teljes k-uniform hipergréf
éleit tetszolegesen kiszinezve az 1,2,...,r szinekkel, valamilyen 1 < ¢ < r szdmra vagy van egy k; csucsu teljes
rész-hipergraf, amelynek minden éle (k-asa) ¢ szinfi.

1. Igazoljuk, hogy Rs(4,4) < 21.

2. Igazoljuk a kovetkez6 egyenlétlenséget: Rs(k,l) < Ra(Rs(k — 1,1), Rs(k,l — 1)) + 1. Ez (nagysdgrendileg)
milyen felsé korlatot ad Rs(k, k)-ra?

3. Igazoljuk, hogy ¢ > 3 esetén Ri(ni,no,...,nc) < Ri(ni,na,...,ne—2, Ri(nec—1,n.)) teljesiil.

4. Tegyiik fel, hogy tudjuk, hogy a Van der Waerden tétel igaz 2 szin felhasznédlasdval, mutassuk meg ebbél,
hogy igaz 3 szinnel is, s6t t&bb szinnel is.

5. Mutassuk meg, hogy minden k pozitiv egészhez létezik olyan N (k) kiiszob, hogy ha n > N(k) és az [n] :=

{1,2,...,n} halmaz részhalmazait k szinnel szinezziik, akkor léteznek az [n] halmaznak olyan diszjunkt
X1 és Xy részhalmazai, hogy X1, X2 és X1 U X2 szine megegyezik. Igaz-e az allitds, hdrom diszjunkt
részhalmazra?

6. Legyen H(V, E) egy k—uniform hipergraf, amelynek kevesebb mint 2k=1 ¢le van. Bizonyitsuk be, hogy H
cstcsai kiszinezhetdk pirossal és kékkel gy, hogy semelyik él sem egyszinfi.

7. (Végtelen Ramsey tétel) Egy végtelen sok csicsu teljes graf éleit kiszineztiik két szinnel. Bizonyitsuk be,
hogy van egy végtelen sok cstcsu teljes részgraf, amelynek minden éle ugyanolyan szini.

8. Mutassuk meg, hogy ha G n csicsi, egyszerii graf, akkor max(a(G),w(G)) > 1+ log,n .

9. Tegyiik fel, hogy a sik pontjait kiszinezte valaki pirosra és zdldre dgy, hogy mindkét szint hasznalta.
Mutassuk meg, hogy mindenképpen keletkezett egymastdl egységnyi tavolsdgban levé pontpar, melynek
egyik tagja piros, a méasik zold! Igaz-e, hogy a sik ilyen kiszinezésekor biztosan taldlhaté olyan egységoldali
szabalyos haromszog, aminek csicsai egysziniiek?

10. (Mult heti hézi feladat) Tegyiik fel, hogy a sik pontjait kiszinezte valaki pirosra és zoldre gy, hogy nincs
két z6ld pont egymdstdl egységtavolsagra. Legyen T egy tetszéleges haromszog. Bizonyitsuk be, hogy van
egy T-vel egybevagd haromszog, amelynek mind a harom csiicsa piros.

11. Legyen a, a természetes szamok tetszéleges szigorian névé végtelen sorozata. Mutassuk meg, hogy talal-
hat6 akdrmilyen hosszi részsorozat, amelyben barmely két elem relativ prim, vagy semelyik két elem sem
relativ prim.

12. KiszinezhetSk-e az egész szamok két szinnel gy, hogy ne létezzen egyszinii végtelen szamtani sorozat? Hat
mértani?

13. Mutassunk olyan (k — 1)? pontti grafot, amelyben nincs sem teljes k-as sem iires k-as!

Hazi feladat

1. Dontsiik el, hogy igaz-e a kovetkezd &llitas. Minden n > 1-hez van olyan N, hogy akarhogyan szinezziik
ki az N elemii halmaz 6sszes részhalmazat két szinnel, taldlhato olyan n elemii részhalmaz, amelynek az
Osszes részhalmaza ugyanolyan szinil.

2. Bizonyitsuk be, hogy minden n-hez létezik olyan K(n), hogy tetszbleges K(n) kilonb6z6 pont a sikon
legaldbb n kiillénbo6z6 tavolsdgot hatiroz meg.



