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Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszdmokat tdjékoztaté jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszadm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéro,
am helyes megoldéasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az utmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Bizonyitsuk be, hogy minden k£ > 3-ra

R(3,3,...,3) < k-R(3,3,...,3).
k k—1

(R(3,3,...,3) az a legkisebb R szam, amelyre igaz, hogy az R csucsu teljes graf éleit akarhogy
—_—————

k
szinezziik k szinnel, lesz egy egyszinii haromszog.)

Legyen R = R(3,3,...,3). Tekintsiink egy kR csticsu gréafot, és szinezziik ki az éleit k szinnel. Be kell ldtnunk, hogy

k
-1
biztosan taldlhaté egy haromszog, amelynek minden éle ugyanolyan szint. 1 pont
Legyen x az egyik csics. Az x cstcsbdl indulé kR — 1 él kézott taldlhaté R darab, ami egyszinii, mondjuk piros.
3 pont
Legyenek ezen élek masik végpontjai x1,...,2r. Ha az x1, ..., xr kozotti élek koziil egy is piros, mondjuk z;x;, akkor
rT;x; egy piros hdromszog, tehat kész vagyunk. 3 pont
Ha viszont x1,...,xr kozott nincs piros él, akkor a koztiik futé élek csak k — 1 szinnel vannak kiszinezve. Ekkor
viszont, az R szam valasztasa miatt, talalhaté koztiik egyszinii haromszog. 3 pont

2. A G grafnak 50 csucsa és 1000 éle van. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz egy H 6 cstucsu
és 14 éll (nem feltétlentil feszitett) részgrafot.

1. megoldds: Egy 6 csicsu teljes grafnak 15 éle van, tehat a keresett 6 cstcsu és 14 él4 részgraf egy K¢ minusz egy él.

1 pont

Ha G tartalmaz egy Ks-ot, akkor készen vagyunk, ebben megtaldlhaté a keresett graf részgrafként. 2 pont

Ha nem tartalmaz, akkor a Turan tétel alapjdn |E(G)| < |E(T50,5)|, és egyenléség esetén G = Txo,5. 3 pont
Mivel |E(T50,5)] = 1000, és a feltevés szerint |E(G)| > 1000, itt éppen ez a helyzet, tehdt G = Tso 5. 2 pont
Viszont a T50,5 grafban konnyen megtalalhatjuk a keresett 6 csicsi és 14 éli részgrafot: valasszunk egy osztalybdl
két csticsot, és minden tovabbi osztalybdl egy-egy tovabbi csticsot. 2 pont

2. megoldds: Egy 6 csicsu teljes grafnak 15 éle van, tehat a keresett 6 csicsu és 14 éli részgraf egy K¢ minusz egy él.

1 pont

Adjunk hozzd G-hez egy e élet. Ekkor |E(G + e)| = 1001. 3 pont

A Turdn tétel alapjén, ha a G + e graf nem tartalmaz Kg-ot, akkor |E(G + €)| < |E(T50,5)| = 1000, ami itt nem
teljesiil, tehdt a G + e graf tartalmaz Kg-ot. 3 pont

Ezért, ha most a G+ e grafbdl elhagyjuk az e élet, még mindig lesz egy olyan részgraf, ami egy €él hijan egy K. 3 pont

3. Bizonyitsuk be, hogy minden k > 2-re létezik egy N(k) a kovetkezd tulajdonsdggal.
Akérhogyan szinezziik ki az 1,2,..., N(k) szdmokat k szinnel, léteznek olyan x, y, z egyforma
szint, de kiilonboz6 szamok, (1 < z,y,z < N(k)), amelyekre z + y = 2z.

A Van der Waerden tétel szerint létezik olyan M (k) szdm, hogy akdrhogyan szinezziik ki az 1,2, ..., M (k) szdmokat
k szinnel, 1étezik egy harom tagi, egyszinii szamtani sorozat. 5 pont



Legyenek ennek tagjai, névekvé sorrendben, z,z,y. Ekkor x + y = 2z, éppen amit akartunk. Tehdt ha N(k)-t
M (k)-nak vélasztjuk, az kielégiti a feltételeket. 5 pont

4. Adott egy 100 elemt H halmaz k darab 70 elemii részhalmaza, A, As, ..., Ax. Tudjuk,
hogy semelyik két halmaz uniéja sem adja ki az alaphalmazt, vagyis A; U A; # H. Hatarozzuk
meg k lehetséges legnagyobb értékét.

Legyen A; A; komplementere. Az A; halmazok 30 elemfiek, és a feltétel szerint ha i # j akkor A; N A; # (. 3 pont
Tehat az Erd6s-Ko-Rado tétel alapjan k& < (gg). 3 pont

Viszont k = (gg) darab halmazt meg is lehet adni a feltételeknek megfeleléen: legyen 1 a 100 elemii H halmaz egyik
eleme, és vegyiik az Gsszes olyan 70 elem( részhalmazt, amely nem tartalmazza 1-et. Ezek koziil semelyik kettd unidja

sem adja ki az alaphalmazt, (s6t, az 0sszes halmaz uniéja sem), és éppen (?g) = (gg) darab ilyen részhalmaz van. 4 pont

5. G egy paros graf A és B osztalyokkal. Barmelyik A-beli csticsnak legalabb két szomszédja
van B-ben, és semelyik harom A-beli csicsnak sincs kozos szomszédja B-ben. Bizonyitsuk be,
hogy |A| < |B].

Legyen E az élek halmaza. Mivel minden A-beli csicsnak legaldbb két szomszédja van B-ben, minden A-beli cstics

foka legaldbb 2, tehat |E| > 2|A]. 4 pont
Ugyanakkor, ha egy B-beli csics foka legaldbb 3 lenne, akkor lenne hdrom A-beli pont, amelyeknek van kozos
szomszédja. Tehdt minden B-beli cstics foka legfeljebb 2, ezért |E| < 2|B|. 4 pont
Osszevetve 2|A| < |E| < 2|B|, |A| < |B|. 2 pont

6. F C 2"l Tudjuk, hogy ha A, B € F, és A C B, akkor |A| + |B| = 100. Bizonyitsuk be

hogy
7122y )

Fi={AeF|van B € F amelyre A C B}

1. megoldés: Legyen

és legyen
Fo=F\ Fi.
2 pont
Az allitjuk, hogy Fi és F» is Sperner rendszert alkot. 2 pont
Tegyiik fel, hogy A, A’ € F1 és A C A’. Mivel A’ € Fi, 1étezik olyan B € F amelyre A’ C B. Tehdat ACc A’ C B. A
feltetelek szerint ekkor |A| + |A’| = 100 és |A’| + |B| = 100, ami egyszerre nem lehetséges. 2 pont
Most legyen A € Fo. Mivel A € Fi, nem létezik olyan B € F amelyre A C B. 2 pont
Mivel F1 és Fz is Sperner rendszert alkot, a Sperner tétel szerint
f|—|f|+|f|<2( y )
R n2) )
2 pont
2. megoldas: Legyen
Fi={AeF||A <50}
és legyen
Fo={AeF||A| >50}.
2 pont
Az allitjuk, hogy Fi és F» is Sperner rendszert alkot. 2 pont

Tegyiik fel, hogy A, A’ € F1 és A C A’. Ekkor |A| + |A’| = 100 lenne, ami lehetetlen, mert |A], |[A’| < 50. 2 pont
Most tegyiik fel, hogy A, A" € F» és A C A’. Ekkor |A| + |A’| = 100. Mivel |A|, |A’] > 50, ez csak gy lehetséges,

hogy |A| = |A’| = 50. Ekkor viszont nem lehet A C A’. 2 pont
Mivel F1 és Fz is Sperner rendszert alkot, a Sperner tétel szerint

|F| = |F] + | Fe| < 2<L”/2J)

2 pont



