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Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztaté jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld dllitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszadm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfelel6 részének végiggondoldsa vildgosan kidertiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitds, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az utmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Bizonyitsuk be, hogy minden k£ > 3-ra

R(3,3,...,3) >2-R(3,3,...,3) — L.
k k—1

(R(3,3,...,3) az a legkisebb R szédm, amelyre igaz, hogy az R csicsu teljes graf éleit akdrhogy
k

szinezziik k szinnel, lesz egy egyszinii haromszog.)

Legyen R = R(3,3,...,3).
———

k-1

R definicidja alapjan ki lehet szinezni k — 1 szinnel a teljes R — 1 cstcsu graf éleit ugy, hogy ne legyen egyszini
haromszog. 2 pont
Tekintsiink egy ilyen szinezett teljes R — 1 cstcsu gréafot, az 1,2,...,k — 1 szinekkel, és vegyiik két példanyat. A két
példany kozotti éleket szinezziik a k-adik szinre. 5 pont

Nyilvédnvald, hogy nincs egyszinli hdromszog, és 2R — 2 cstcsu teljes graf éleit szineztiik k£ szinnel.
Tehdt R(3,3,...,3) —1>2- R —2 vagyis
———

k

3 pont

2. A G grafnak 40 csicsa és 605 éle van. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz két éldiszjunkt
5 hosszu kort.

1. Megoldas: A Turén tétel alapjan egy 40 csticsu és 605 élii graf tartalmaz egy teljes 5 csiicsu grafot. 5 pont
Viszont egy teljes 5 csiicsu graf éppen két éldiszjunkt 5 hosszt kor unidja. 5 pont

2. Megoldas: A Turan tétel alapjan egy 40 csiicsi és 605 éli graf tartalmaz egy teljes 5 cstcsu gréfot. 4 pont
Ebben taldlhaté egy 5 hosszi kor. Hagyjuk el ennek az éleit, legyen a kapott 600 éli graf G'. 2 pont
Ha G’ is tartalmaz egy teljes 5 csticsti grafot, akkor ebbdl megint vélaszthatunk egy 5 hosszi kort, és készen vagyunk.

2 pont

Ha nem tartalmaz, akkor megint a Turan tétel alapjan, G’ éppen a Tuo 4 graf, amelyben koénnyen taldlhaté 5 hosszu
kor, és megint készen vagyunk. 2 pont

3. Bizonyitsuk be, hogy minden k& > 2-re létezik egy M (k) a kovetkezd tulajdonsiggal.
Akarhogyan szinezziik ki az 1,2, ..., M (k) szamokat k szinnel, 1éteznek olyan z, y, z, u egyforma
szind, de kiillonboz6 szamok, (1 < z,y, z,u < M(k)), amelyekre = +y = z + u.



1. Megoldds: A Van der Waerden tétel alapjin létezik olyan N(k), hogy ha az 1,2,... N(k) szdmokat kiszinezziik k
szinnel, akkor mindig talalhaté egy egyszinti, négy hosszi szamtani sorozat, z, z, u,y. Ekkor viszont = + y = z 4 u, tehat
M (k) = N (k) kielégiti a feltételeket. 10 pont

2. Megoldas: Legyen M(k) = (k4 1)**' + k4 1. Osszuk be az 1,2,..., M (k) szdmokat (k + 1)* + 1 darab blokkra,

egy blokk k + 1 egymas utani szambdl all. 3 pont
Egy blokkot 6sszesen (k + l)kfféleképpen lehet k szinnel szinezni. 2 pont
Mivel (k+ 1) + 1 blokkunk van, van koztiik kett8, amelyek ugyanigy vannak kiszinezve, mondjuk By és By. Viszont
egy blokkon beliil kell hogy legyen két egyforma szinii szam, Bi-ben legyenek ezek x és z, x < z. 3 pont
Legyen Bs-ben az x-nek megfeleld szdm u, a z-nek megfelel§ szam y. Ekkor x, y, z és u egyszintiek, kiilonbozéek, és
r+y==z+u. 2 pont

4. Adott egy 100 elemii H halmaz k darab részhalmaza, mindegyik vagy 20, vagy 30 elemfi.
Semelyik két adott részhalmaz sem diszjunkt. Bizonyitsuk be, hogy k lehetséges legnagyobb

értéke
99 N 99
29 19/)°

Ha csak a 20 elemii részhalmazokat nézziik, mivel ezek kozt sincs két diszjunkt, az Erddés-Ko-Rado tétel alapjan

ezekbdl legfeljebb (?g) van. 4 pont
Hasonléan a 30 elemii részhalmazokbdl meg legfeljebb (gg) van. Tehat k < (gg) + (?3). 2 pont
Ennyi halmazt viszont meg is lehet adni a feltételeknek megfeleléen. Legyen 1 az alaphalmaz egyik eleme, és tekintsiik
az Osszes olyan 20 és 30 elemi részhalmazt, amely az 1-et tartalmazza. 4 pont

5. G egy paros graf A és B osztalyokkal. |A| = 11, | B| = 10. Tetszéleges két A-beli csticsnak
pontosan két kozos szomszédja van B-ben. Bizonyitsuk be, hogy van olyan két A-beli cstcs,
amelyeknek pontosan ugyanazok a B-beli csticsok a szomszédai.

Legyenek A elemei a1, as,...,a11. Legyen B; C B a; szomszédainak a halmaza. Tegyiik fel, hogy semelyik két A-beli
cstucsnak sem pontosan ugyanazok a B-beli csicsok a szomszédai. Ekkor a Bi, Ba, ..., B11 halmazok mind kiilonb6z&ek.
5 pont

Tehat van egy 10 elemi halmaznak 11 kiilénb6zé részhalmaza azzal a tulajdonsiggal, hogy ¢ # j esetén |B; N B;| = 2.
Viszont a Fisher egyenlGtlenség szerint ekkor legfeljebb csak 10 darab halmazunk lehetne, ami ellentmondas, hiszen 11
halmazunk van. 4 pont
Tehat kell lenni két olyan A-beli csicsnak, amelyeknek pontosan ugyanazok a B-beli csiicsok a szomszédai. 1 pont

6. F C 2" Tudjuk, hogy ha A,B € F, és A C B, akkor 1 € B és 1 ¢ A. Bizonyitsuk be,
hogy a.)

n
Fl <2 ,
<2,
b.)
n—1
Fl <2 .
712 1))
a.) Legyen
Fi={AcF|1ecA)}
és legyen

Fo={AcF|1¢A}

3 pont
Vildgos, hogy Fi és Fz is Sperner rendszert alkot. 2 pont



Ezért a Sperner tétel szerint

A=t im0,

2 pont
b.) Most vegyiik észre, hogy F» igazdbdl a { 2,3,...,n } n — 1 elemii alaphalmazon vett Sperner rendszer. Legyen
Fi={A\{1}|AeF }.
Ekkor Fj ugyancsak a { 2,3,...,n } n — 1 elemf{ alaphalmazon vett Sperner rendszer.
Ezért

/ n—1
|F| = |F1| + | Fe| = |Fi| + | F2] §2(L(n—1)/2j).



