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Javitokules

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondolatmenet megfeleld részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses &llitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfeleld részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltérd de helyes megoldasokért teljes pontszdmok, részmegolddsokért
pedig az utmutatdébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott ardanyos részpontszamok jarnak. Szamoldsi hibaért altalaban

(hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. G és H gyengén izomorf grafok. Bizonyitsuk be, hogy G paros graf akkor és csak akkor,
ha H paros graf.

Egy graf paros graf akkor és csak akkor, ha nem tartalmaz péaratlan hosszu kort. 5 pont
Mivel G és H gyengén izomorfak, létezik G és H élei kdzott egy olyan bijekcid, amely kort korbe visz. Ezért G akkor
és csak akkor tartalmaz paratlan kort, ha H, vagyis G paros graf akkor és csak akkor, ha H péaros graf. 5 pont

2. a. Bizonyitsuk be, hogy C7 (a 7 hosszi kor) nem Osszehasonlitds graf.
b. Legkevesebb hany élt kell C7-hez hozzdadni, hogy osszehasonlitas grafot kapjunk?

a. 1. megoldds: Tudjuk, hogy az Gsszehasonlitds grafok perfektek, de C7 nem perfekt (akdr az erds perfekt graf tétel
alapjdn, akar direktben: x(C7) = 3, w(C7) = 2). 4 pont

a. 2. megoldds: Tegyiik fel, hogy Cr csicsai v1,...,v7, és C7 a < részbenrendezés Gsszehasonlitds grafja. Ekkor
v1 < v2 vagy v < vi, szimmetria miatt feltehetjiik, hogy v1 < va. Ha ve < wvs, akkor vi < w3, ami lehetetlen, mert v;
és v3 nem szomszédosak. Tehdt vs < ve2. Hasonléan kapjuk, hogy vs < va, vs < v4, vs < v, V7 < vg, €s Végil vr < v1
(vagyis “felvaltva” vannak irdnyitva az élek). De ekkor v7 < v1 < vz, ami ellentmondds, mert v7 és v2 nem szomszédosak.
Tehdt C7 nem 6sszehasonlitds graf. 4 pont

b. Elég egy élt hozzdadni, példdul a v7ve élt. Ahogy az a részben, legyen vs < va, vs < V4, Us < V4, Us < Vg, U7 < Vg,
v7 < v1, ekkor v7 < v1 < va, vagyis v7 < vz, ennek a részbenrendezésnek éppen a Cr plusz a v7vs él az Gsszehasonlitds
grafja. 6 pont

3. G csucsai, {v;; | 1 <14,j <8 }, megfelelnek a szokdsos 8 x 8-as sakktabla mezdinek. Két
kiilonb6z6 cstcs, v;; és vy Ossze van kotve akkor és csak akkor, ha |[i—k| < 1és |j—1| <1, vagyis
ha a megfelelé mez8k kirdly 1épésre vannak egymdstél. Bizonyitsuk be, hogy 4 < ch(G) < 5.

Mivel (példaul) a v11,v12,v21, v22 csticsok klikket alkotnak, 4 < ch(G). 3 pont
Most tegyiik f6l, hogy minden csticsnak van egy 5 hosszu listaja. Szinezziik ki mohé médon a csicsokat a kovetkezé
sorrendben: el6szor az elsé sort, jobbrol balra, utdna a méasodik sort jobbrdl balra, és igy tovabb. Vegylik észre, hogy egy
éppen sorra keriil§ csicsnak (mezdnek) legfeljebb 4 mér kiszinezett szomszédja van! Tehdt van a listdjan ezektdl eltérd
szin. Ezért nem akadunk el a szinezéssel, vagyis ch(G) < 5. 7 pont

4. Bizonyitsuk be, hogy létezik egy N szam a kovetkezo tulajdonsiaggal. Akarhogy szinezziik
kia 2,3,..., N szamokat két szinnel, 1éteznek egyszini x,y, z szamok, amelyekre xy = z.

A Schur tétel alapjan 1étezik olyan M, hogy akirhogy szinezziik ki a 1,2, ..., M szdmokat két szinnel, 1éteznek egyszinii

a, b, c szdmok, amelyekre a + b = c. 2 pont
Legyen N = 2M és tekintsiik a 2,3,..., N szdmok egy szinezését két szinnel. Nevezziik ezt az eredeti szinezésnek.
Képezziik ebbél az 1,2, ..., M szdmok szinezését a kévetkezd médon. Az i szdm szine az 1j szinezésben legyen ugyanaz,
mint 2° szine az eredeti szinezésben. 5 pont
Ekkor az 1j szinezésben vannak egyszini a, b, c szamok, amelyekre a + b = c. Ez az eredeti szinezésben azt jelenti,
hogy @ = 2%, y = 2° és z = 2° egyszintick és ay = 2°T? = 2° = 2. 3 pont



5. Tetsz6leges Hy, Hy grafokra legyen ex(n, Hy, Hy) az n csicsu, se Hy-et, se Ho-t részgrafként
nem tartalmazoé grafok maximaélis élszama.

Hatérozzuk meg ex(n, Hy, Hy) értékét minden n > 0-ra, ahol H; a hdromszog, Hs az 5 hosszi
kor.

Azt allitjuk, hogy ex(n, Hi, Hz) = |n/2|[n/2]. 1 pont
A teljes paros grafnak K|, /2| 1n/21-nek éppen [n/2][n/2] éle van és nem tartalmaz paratlan kért, igy Hi-et és Ha-t
sem. Tehdt ex(n, Hi, Hs) > |n/2|[n/2]. 4 pont
Most tegyiik fel, hogy G-nek n csicsa és tobb, mint [n/2][n/2] éle van. Mantel tétele alapjan ekkor G tartalmaz
hdromszoget, vagyis Hi-et, tehdt ex(n, Hi, H2) < |[n/2][n/2]. Tehat ex(n, H1, H2) = [n/2|[n/2]. 5 pont

6. Legyen n > 0, k < n/2 és paros. F C 2"l egy k-uniform halmazrendszer azzal a
tulajdonséggal, hogy minden A, B € F esetén |A N B| > 0 és paros. Bizonyitsuk be, hogy
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Vegyiik az alaphalmaznak egy ciklikus permutacidjat. Egy F-beli halmazt ivnek neveziink, ha az elemei szomszédosak
a ciklikus permutéciéban. Vegyiink egy I ivet. A feltételek alapjan az Gsszes tobbi iv vége két paros hosszu ivre bontja
I-t, rdddsul egy felbontdshoz csak egy {v tartozhat. Tehdt csak k/2 — 1 tovabbi {v lehet, vagyis Osszesen csak k/2. 5 pont

Osszesen (n — 1)! ciklikus permutéacié van, és egy halmaz k!(n — k)! ciklikus permutéciéban lesz iv. Tehét leszdmolva
az Osszes ivet az Osszes ciklikus permutdciéban

(n — 1)1k/2 > | Flki(n — k)!
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ebbdl az kapjuk, hogy

5 pont



