Kombinatorika és grafelmélet 2.

6. gyakorlat, 2025. oktéber 28.
Ramsey

Ramsey tétel (grafokra, két szinnel): Minden k,l > 0 szdmokhoz van olyan (legkisebb) R = R(k,l) szém,
amelyre igaz, hogy az R csicsu teljes graf éleit tetszolegesen kiszinezve pirossal és kékkel, vagy van egy k
csucesu teljes részgraf, amelynek minden éle piros, vagy egy [ csicsid, amelynek minden éle kék. Erd&s—Szekeres:
R(k,1) < (M1557).

Ramsey tétel (grafokra, r szinnel): Minden r > 0, ki,ka,..., k. > 0 szdmokhoz van olyan (legkisebb)
R = R(k1, ko, ..., k) szdm, amelyre igaz, hogy az R csicst teljes graf éleit tetszolegesen kiszinezve az 1,2, ...,r
szinekkel, valamilyen 1 < i < r szdmra vagy van egy k; csucsu teljes részgraf, amelynek minden éle i szinfi.

Ramsey tétel (k-uniform hipergréfokra, r szinnel): Minden r > 0, k > 2, k1, ka, ...,k > 0 szdmokhoz van
olyan (legkisebb) R = Ry (k1, ko, ..., k) szdm, amelyre igaz, hogy az R csicsu teljes k-uniform hipergraf éleit
tetszOlegesen kiszinezve az 1,2, ...,r szinekkel, valamilyen 1 < ¢ < r szdmra vagy van egy k; csucsu teljes

rész-hipergraf, amelynek minden éle (k-asa) i szinf.

Schur tétel: Minden ¢ > 0-ra létezik olyan N = N(t) szdm, amelyre teljesiil, hogy akarhogyan szinezziik ki
az 1,2,..., N szamokat t szinnel, mindig lesznek olyan z,y, z egyszinii szamok, amelyekre x + y = z.

Van der Waerden tétel: Minden ¢,k > O-ra létezik olyan N = N(t, k) szdm, amelyre teljesiil, hogy
akarhogyan szinezziik ki az 1,2,..., N szdmokat ¢t szinnel, mindig lesz egy k tagi szamtani sorozat, amelynek
a tagjai egyszintiek.

Erdds-Szekeres Tétel: Minden n-hez létezik olyan F'(n) szdm, amelyre teljesiil, hogy F(n) altaldnos helyzetii
pont kozott a stkon mindig taldlhaté n konvex helyzetben.

1. Mutassuk meg, hogy minden legaldbb 10 csicsi G grafra w(G) > 4 vagy a(G) > 3.
2. Bizonyitsuk be, hogy R(3,3,3) < 17 és azt is, hogy R(3,4) = 9.

3. a. Egy teljes graf éleit kiszineztiik pirossal és kékkel. Bizonyitsuk be, hogy van egy feszitéfa, amelynek
minden éle ugyanolyan szinii.

b. Igaz az allitas feszitofa helyett Hamilton uttal is?
4. Igazoljuk, hogy R3(4,4) < 21.

5. Igazoljuk a kovetkezd egyenlbtlenséget: Rs(k,l) < Ro(Rs(k—1,1), R3(k,l—1))+1. Ez (nagysdgrendileg)
milyen felsd korldtot ad Rs(k, k)-ra?

6. Igazoljuk, hogy ¢ > 3 esetén Ri(ni,no,...,n.) < Ri(ni,na,...,ne_g, Ri(ne—1,n.)) teljesiil.

7. Tegytik fel, hogy tudjuk, hogy a Van der Waerden tétel igaz 2 szin felhasznalasaval, mutassuk meg ebbdl,
hogy igaz 3 szinnel is, s6t tobb szinnel is.

8. Mutassuk meg, hogy minden k pozitiv egészhez 1étezik olyan N (k) kiiszob, hogy ha n > N(k) és az
[n] := {1,2,...,n} halmaz részhalmazait k szinnel szinezziik, akkor léteznek az [n] halmaznak olyan
diszjunkt X; és X5 részhalmazai, hogy X7, X5 és X7 U X5 szine megegyezik. Igaz-e az allitas, harom
diszjunkt részhalmazra?

9. Legyen H(V, E) egy k-—uniform hipergraf, amelynek kevesebb mint 2¥~! éle van. Bizonyitsuk be, hogy
H cstucsai kiszinezhetok pirossal és kékkel igy, hogy semelyik él sem egyszinfi.

10. (Végtelen Ramsey tétel) Egy végtelen sok csticsu teljes graf éleit kiszineztiik két szinnel. Bizonyitsuk
be, hogy van egy végtelen sok csicsu teljes részgraf, amelynek minden éle ugyanolyan szinfi.

11. Mutassuk meg, hogy ha G n csicst, egyszerii graf, akkor max(a(G),w(G)) > 1+ log,n .
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A sik pontjait kiszinezte valaki pirosra, fehérre és zoldre. Igazoljuk, hogy mindenképpen keletkezett
egyszinii, egymastdl egységnyi tavolsagban levé pontpar!

Tegyiik fel, hogy a sik pontjait kiszinezte valaki pirosra és zoldre gy, hogy mindkét szint hasznalta.
Mutassuk meg, hogy mindenképpen keletkezett egymastdl egységnyi tavolsdgban levé pontpar, mely-
nek egyik tagja piros, a masik z6ld! Igaz-e, hogy a sik ilyen kiszinezésekor biztosan talalhaté olyan
egységoldalt szabalyos haromszog, aminek csicsai egyszintiek?

Tegyiik fel, hogy a sik pontjait kiszinezte valaki pirosra és zoldre gy, hogy nincs két zold pont egymastol
egységtavolsagra. Legyen T egy tetszOleges haromszog. Bizonyitsuk be, hogy van egy T-vel egybevagd
haromszog, amelynek mind a hdarom csiicsa piros.

Legyen a, a természetes szamok tetszdleges szigorian névo végtelen sorozata. Mutassuk meg, hogy
talalhaté akarmilyen hosszi részsorozat, amelyben barmely két elem relativ prim, vagy semelyik két
elem sem relativ prim.

Bizonyitsuk be, hogy minden ¢ > O-ra létezik olyan M = M (¢) szdm, amelyre teljesiil, hogy akdrhogyan
szinezzik ki az 1,2,..., M szamokat t szinnel, mindig lesznek olyan z,y, z egyszinii szamok, amelyekre
r+y=zésx#uy.

Bizonyitsuk be, hogy minden ¢,k > 0-ra létezik olyan M = M(t, k) szdm, amelyre teljesiil, hogy
akarhogyan szinezzilk ki az 1,2,..., M szamokat t szinnel, mindig lesz egy k tagi mértani sorozat,
amelynek a tagjai egyszintiek.

Kiszinezhet6k-e az egész szamok két szinnel igy, hogy ne létezzen egyszinii végtelen szamtani sorozat?
Hat mértani?

Mutassunk olyan (k — 1)? pontii grafot, amelyben nincs sem teljes k-as sem iires k-as!

P egy olyan sikbeli ponthalmaz, amelyben barmely két pont kozotti tavolsag elgész és nincs az Gsszes
pont egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy P véges sok pontbdl all.

Bizonyitsuk be, hogy minden n-hez létezik olyan K (n), hogy tetszbleges K (n) kiilonb6z8 pont a sikon
legalabb n kiillonb6z6 tavolsadgot hataroz meg.

Mutassuk meg, hogy minden k pozitiv egészhez létezik olyan N (k) kiiszob, hogy ha kiszinezziik a
1,2,3,..., N(k) szdmokat k szinnel, akkor taldlhaté harom egyszin(i szdm, x, y, z, amelyekre x +y = 2z.

Hazi feladat

1.

Dontsiik el, hogy igaz-e a kévetkezo6 allitas. Minden n > 1-hez van olyan N, hogy akarhogyan szinezziik
ki az N elemii halmaz 0sszes részhalmazat két szinnel, talalhat6 olyan n elemii részhalmaz, amelynek az
Osszes részhalmaza ugyanolyan szini.

Mutassuk meg, hogy minden k pozitiv egészhez létezik olyan N (k) kiiszob, hogy ha n > N(k) és az
[n] := {1,2,...,n} halmaz részhalmazait k szinnel szinezziik, akkor léteznek az [n] halmaznak olyan
diszjunkt X; és X5 részhalmazai, hogy X7, X5 és X7 U X5 szine megegyezik. Igaz-e az allitas, harom
diszjunkt részhalmazra?

Mutassuk meg, hogy minden k pozitiv egészhez létezik olyan N(k) kiiszob, hogy ha kiszinezzik a
2,3,...,N(k) szdmokat k szinnel, akkor taldlhaté hdrom egyszin{i szdm, z, y, z, amelyekre x +y = z+ 1.



