Kombinatorika és grafelmélet 2.
5. gyakorlat, 2025. oktober 16.

Listaszinezés

Tudnivaldk:
G minden v cstcsdhoz tartozik egy L(v) szinlista. G L-szinezhetd, ha van olyan (jé) szinezése, ahol minden v cstics

szine, c(v) € L(v).
G listaszinezési szdma ch(G) a legkisebb k, amelyre igaz, hogy ha minden v-re |L(v)| = k, akkor G L-szinezhetd.
Minden G-re x(G) < ch(G), és minden k-ra van olyan G, hogy x(G) = 2 de ch(G) > k.
Minden G-re ch(G) < A(G) + 1.
Listaszinezési sejtés: Ha G élgraf, akkor x(G) = ch(G).
Galvin tétel: Ha G péros graf élgréfja, akkor x(G) = ch(G).
Thomassen 94: Ha G sikgraf, akkor ch(G) < 5.
Voigt 93: Van olyan G sikgréf, amelyre ch(G) = 5.
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Hatdrozzuk meg ch(K>s 4) értékét. (K 4 a két szinosztalydban 2 és 4 pontot tartalmazé teljes paros grafot jeldli.)

Igaz-e, hogy ha x(G) = ch(G), akkor x(G) = ch(G)?

Igaz-e, hogy ha a G graf minden csticsdhoz adott egy legaldbb ch(G) méretii szinlista, akkor G alkalmas csticssorrend
esetén mohén kiszinezhetd gy, hogy minden cstiicsnak a listajan szereplo legkisebb olyan szint vélasztjuk, ami nem
azonos az eddig megszinezett, az adott cstccsal szomszédos csicsok valamelyikének szinével?

Legyen Kso . o az a graf, aminek komplementere n diszjunkt él. Hatdrozzuk meg a ch (Ks 2, 2) listaszinezési
szédmot.

Mutassunk olyan grafot, ami egyetlen grafnak sem élgrafja.
Mutassuk meg, hogy ha G élgraf, akkor ch(G) < 2x(G) — 1.

Igazoljuk, hogy ha a véges, egyszerii G graf minden v csicséra |L(v)| > d(v) teljesiil, akkor G L-listaszinezhetd.
(d(v) jeloli a v cstics fokszamat.)

. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges T legaldbb két ponti féra ch(T) = 2.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha C pdratlan hosszd kor, akkor ch(C) = 3.

. Tetszlleges G grafra legyen 3G a kovetkezo graf. Vessziik G harom diszjunkt példanyét, és az egymasnak megfelel6

csticsokat a kiilonboz6 példanyokban 6sszekotjiik.

Bizonyitsuk be, hogy ha G sikgraf, akkor a 3G graf listaszinezési szdma legfeljebb 7. (Vagyis ch(3G) < 7.)

Egy G grafot sikeriilt lerajzolni gy, hogy Gsszesen egy él-metszés van. Bizonyitsuk be, hogy
a. ch(G) < 6,
b. ch(G) < 5.

Jelolje x"(G) a G graf teljes kromatikus szdmdt, azaz a minimdlis szinszdmot, ami sziikkséges érvényes teljes
szinezéshez Ugy, hogy a csticsokat és az éleket is szinezziik, azzal a feltétellel, hogy érintkez6 elemek (Gsszekotott
cstcsok, kozos csicesal rendelkezd élek, egy él és annak egy végpontja) nem lehetnek azonos szintiek. Igazoljuk,
hogy a listaszinezési sejtésbdl kovetkezne, hogy x”(G) < A(G) + 3 minden G grafra. (Listaszinezési sejtés: Ha G
élgréf, akkor x(G) = ch(G).)

G egy sikgraf, amelynek legaldbb 4 csicsa van. Van 7-féle sziniink, {1,2,...,7}, ezekkel ki akarjuk szinezni a
csucsokat. De valaki megel6zott minket, és kiszinezett 4 csucsot, amelyek egy teljes 4-est feszitenek, az 1, 2, 3,
illetve 4 szinekkel. Bizonyitsuk be, hogy be tudjuk fejezni a szinezést, vagyis ki tudjuk szinezni a tobbi csicsot az
{1,2,...,7} szinekkel igy, hogy a szomszédos csicsok kiilonbozé szintiek legyenek.



13. A G gréfbdl barhogy elhagyunk 4 élt, a kapott graf sikgraf. Bizonyitsuk be, hogy G listaszinezési szdma, ch(G) < 6.

14. A G sikgraf minden csicsahoz tartozik egy 5 hosszi szinlista, kivéve egy csicsot, amelyhez 1 hosszi lista tartozik.
Bizonyitsuk be, hogy G kiszinezhet6 az adott listakrol.

15. Tetszbleges G grafra legyen G’ a kovetkezd graf. Felvesziink G-hez egy plusz csicsot, amit G minden csicséval
Osszekdotiink.
a. Bizonyf{tsuk be, hogy minden G-re x(G') = x(G) + 1.
b. Bizonyitsuk be, hogy minden G-re ch(G) < ch(G’) < ch(G) + 1.
c¢. Adjunk olyan G grifot, amelyre ch(G’) = ch(G) + 1.
d*. Adjunk olyan G grafot, amelyre ch(G') = ch(G).

Hazi feladat

1. Bizonyitsuk be, hogy ch(K,, ,») = n + 1 minden pozitiv egész n-re. (K, ,» a két szinosztalydban n és n" pontot
tartalmazé teljes paros grafot jeloli.)

2. Bizonyitsuk be, a Brooks tétel listaszinezéses valtozata nélkiil, hogy ha C' paros hosszu kor, akkor ch(C) = 2.



